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Sitsirag  vom  18.  Janoftr  1000. 

1.  Herr  A.  Rothpletz  hält  emea  Vortrag:  »Ueber  eigen^ 
thflmliche   Deformationen   jurassischer  Ammoniten 

durch  Drucksuturen  und  deren  Beziehungen  zu  den 
Stjlolithen.* 

2.  Herr  F.  Lihdexaiin  leg^t  eine  Abhandlung  der  Herren 
Professoren  C.  Obaxz  und  K.  B.  Koch  an  der  technischen  Hoch- 
schule in  Stuttgart  als  Fortsetzung  ihrer  in  den  Abhandlungen 
der  Akademie  veröffentlichten  Untersuchung  über  die  Vibra- 
tion des  Gewehrlaufes  während  des  Durchgangs  des 
Gesell  OS- es  vor.  Die  Arbeit  ist  fiir  die  Abhandlungen  der 
Akademie  bestimmt. 

3.  Herr  An.  Bakteb  halt  einen  Vortrag:  «Ueber  die 
Einwirkung  des  Caro^schen  Reagens  auf  Ketone.*  Der- 
selbe wird  anderweit  TeröffentUcht  werden. 
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Ueber  eigenthiimliche  Deformationen  jurassischer  Am- 
mouiten  durch  Drucksuturen  und  deieu  Beziehungen 

zu  den  Stylolithen. 

Von  A.  Rothpietz. 
{Shifda^^  28.  Mrnor.) 

Für  die  hier  in  Betracht  kommenden  Druckerscheinungen 
habe  ich  18860        Namen  , Drucksuturen*  geivShlt.  Ün- 
.    regelmassig  yerlaufende,  unebene^  zackige  Flächen  durchsetzen 

die  Kalksteine,  besonders  häufij?  in  st.irk  aufgerichteten  oder 
gf^t■illt^'t^'ll  Ablagerungen.  Sie  uiitt^i-schriden  sich  leicht  v(»a 
den  üang.s}»!ilten ,  die  nieniuls  solclif  Auszuckuiigcn  h:il)i'n, 
wahrend  die  Drucksuturen  keine  Ausfüllung  durch  Gangniine- 
ralien  besitzen.  Nur  ein  dünner,  je  nach  der  Farbe  der  Ge- 
steine gelblicher,  bräunlicher,  rotfaer  oder  schwarzer  Thonbelag 
trennt  die  rauhen  und  mit  ihren  spitzen  Yorsprüngen  zahnartig 
ineinandergreifenden  Seitenflächen. 

Die  Gangspalten  sind  aus  Zerreissungen  des  Kalksteines 
entstanden.  Wo  diese  Zerreissungen  ein  im  Kalkstein  einge** 
schlossenes  Gerölle  oder  Petrefact  mitbetroffen  haben,  findet 
uiuii  die  zNsi'i  Tlieile  derselben  zu  beiden  Seiten  der  Spalte 
und  wenn  man  diesell>en  wieder  zusaumienfügt,  so  erhält  man 
daa  Object  in  seiner  urspriinfxlichen  Vollständigkeit.  Wo  hin- 
gegen ein  solcher  Körper  vou  einer  Drucksutur  angesclmitten 
ist,  da  sucht  man  Tergebens  auf  der  anderen  Seite  der  Sutur 


1)  Monographie  der  Vilser  Alpen  in  Palaeontographica,  Bd.  88,  8. 6S, 
Taf.  XV,  Fig.  11—16. 
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nach  seiner  ergänzenden  Hälfte  oder  es  findet  sieb  davon  nur 
noch  ein  kleiner  Bruehtlieil. 

Der  Öebirgsdruck  hat  auf  der  Suturfläche  eine  Auflösung 
des  Kalksteines  bewiikt,  von  der  auch  die  eingeschlossenen 
Kalkgerölle  und  Petrei'actt  ii  niithetroffen  worden  sind.  Nur 
die  unlöslidieren  Bestandtheile  wie  Thon,  Eisen  etc.  sind  zu- 
rückgeblieben und  liegen  als  farbiger  Besteg  auf  der  Flüche. 
Das  Wasser,  wie  es  in  den  Gesteinen  stets  vorhanden  ist,  be- 
sitzt die  Fähigkeit  kohlensauren  Kalk  aufzulösen,  besonders 
wenn  es  Kohlensäure  enthält.  Der  Druck,  welcher  bei  Ge- 
steinsaufrichtungen eine  enorm  grosse  Starke  erlangt,  erhöht 
die  Lösungsfahigkeit  des  Wassers  und  bedingt  dadurch,  dass 
auf  allen  Stellen  im  Gestein,  zu  denen  das  Wasser  Zugang  liat, 
Kalk  in  Lösung  geht.  Als  solilic  Stellen  kommen  in  erster 
Linie  iJruckrLsse,  Absouderungskiiifte  und  Schichtliächen  in 
Betracht. 

Der  Betrag  der  Auflösung  richtet  sich  aber  nicht  allein 
nach  der  Stärke  des  Druckes,  der  Menge  und  chemischen  Be- 
schaffenheit des  Wassers  und  der  Geschwindigkeit  der  Wasser- 
bewegung, sondern  auch  nach  der  LösUchkeit  des  Kalksteines. 
Dieser  kann  selbst  im  gleichen  Gestein  sehr  verschieden  sein 
je  nach  der  Grösse  der  Kalkkrjstalle,  deren  chemischen  Zu- 
sammensetzung und  der  Beimengung  anderer  Mineralien.  Die 
Erfahrung  lehrt,  dass  auch  da,  wo  der  Druck  auf  eine  ursprüng- 
licli  glatte  Trennungsfläche  gewirkt  hat,  dieselbe  uneben  wird, 
indem  die  Kalkk(iriier  zu  beiden  Seiten  nicht  gleichmässig  und 
gleich  rascli  autgelüst  werden.  So  entstehen  die  Kauliheiten 
und  Vorsprünge,  die  in  ihrer  Mannigfaltigkeit  oft  erst  unter 
dem  Mikroskope  genau  erkannt  werden  können. 

Die  Breite  der  Kalkzone,  welche  auf  diese  Weise  zwischen 
zwei  Druckflächen  aufgelöst  worden  und  jetzt  yerschwunden  ist, 
lässt  sich  in  vielen  Fällen  bestimmen.  Wo  zwei  Kalkgerölle 
sich  ineinander  gebohrt  haben,  gibt  die  Tiefe  der  dadurch  er- 
zeugten Eindrfteke  auf  den  Gerollen  das  Ausmass  dafür  an. 
Wo  grössere  Petrcfucten  von  Drueksuturen  aiigefressen  sind, 
läsät  sich  durch  deren  fehlende  Theüe  wenigstens  ein  Minimal- 
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b«tr;ifr  ftir  (hV  Auf lüsungszune  berechnen,  der  zuweilen  auf 
meiirere  Ceiitimeter  ansteigt. 

Zieht  man  die  Häufigkeit  der  Drucksuturen  in  Betracht, 
80  ergibt  sieb,  dass  durch  sie  in  stark  aui'gerichtetem  Kalk- 
gebirge ungeheure  Massen  der  ursprünglichen  Kalksedimente 
in  Lösung  gegangen  sein  müssen.  Sie  mögen  zum  Theil  mit 
den  Quellwassem  den  Meeren  oder  anderen  Gebieten  zugo* 
führt  worden  sein,  aber  ein  guter  Theil  derselben  ist  im  Ge- 
birge selbst  zurückgeblieben,  nur  auf  anderer  Lagerstätte,  in- 
dem er  sich  als  Calcit  auf  den  steto  vorliaudeiu  iien  Uangspalten 
oder  in  sonstigen  Hohlräumen  wirdpr  ans^cliied. 

Den  bis  Is^ü')  von  mir  beschriebenen  Fällen  habe  ich 
1894*)  und  1899')  weitere  hinzugefügt,  welche  zeigen  wie 
Foraminiferen,  Belemniten  und  Annnoniten  von  den  Druck- 
suturen angefressen  erscheinen  und  dadurch  äusserliche  De- 
formationen erleiden. 

Der  Fall  hingegen,  den  ich  in  diesem  Aufsatze  beschreiben 
will,  gehört  zu  mehr  innerlicher  Deformation.  Oppel  hat  1866 
bei  Kuhpolding,  südlich  von  Traunstein,  aus  rothem  jurassischem 
Kalk  einen  Anmioniten  erhalt,en,  der  sich  t?egen\värti^  in  der 
paläontologischen  Stnatssammlung  beiludet,  ^^oweit  er  von  der 
Gesteinshülle  befreit  ist,  trägt  er  die  äussere  Form  eines  Am- 
moniten  deutlich  zur  Schau  und  an  einigen  Stellen  des  letzten 
T^niganges  kann  man  die  Lohcnlinien  noch  theihveise  erkennen. 
Merkwürdiger  Weise  erscheint  der  Ammonit  jedoch  wie  seitlich 
zusammengedrückt  und  zwar  so,  als  ob  der  normal  eingerollte 
letzte  Umgang  an  einer  Stelle  einen  Knick  erhalten  hätte. 

Bei  flüchtiger  Betrachtung  könnte  man  vermuthen,  dass 
es  sich  uni  eine  einfache  Streckung  handle,  wie  sie  so  häufig 
in  thonigen  Gesteinen  anzutreffen  ist.  in  denen  die  Aniiuoniteii- 
Ausfüllungen  dann  in  einer  Uichtung  in  die  Tiänge  lt«  zoL^i^n 
sind,  während  die  Schale  selbst  entweder  zertrümmert  oder 


^)  Siehe  auch  Zeitschrift  der  Deutsch.  Geol.  Ges.  1880,  8. 191. 
<)  Geolog.  Qoerschnitt  durch  die  Ostalpen.  8. 212--217.  Fig.  96—98. 
Die  Entstehung  der  Alpen,  im  Bayer.  Industrie-  und  Gewerbehlatt. 
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aufgelöst  ist.  Hier  indessen  liegt  die  Sache  anders.  Zwar 
fehlt  die  äussere  Sehale,  aber  die  inneren  Scheidewände  sind 
theilweise  noch  vorlianden  und  di«  iLussere  Form  zeigt  keine 
Streckung  nach  einer  bestimmten  Uichtung.  Zu  beiden  Seiten 
des  grössten  Durchmessers  beschreiben  die  Hälften  des  Um- 
ganges einen  Bogen,  der  die  jenem  Durchmesser  entsprechende 
KrUmmung  besitet,  so  dass  man  eine  Defonnation  Überhaupt 
gar  nicht  rermuthen  könnte,  wenn  beide  Hälften  isoürt  wSren. 
So  aber  stossen  beide  Bogenabschnitte  auf  der  Ebene  des 
grössten  Durchmessers  unter  einem  stumpfen  Winkel  susammen, 
wie  die  Bögen  zweier  Abschnitte  eines  Kreises,  die  nach  Ent- 
fernung des  Kreis-Mittektiickes  direct  aneinander  geschoben 
worden  sind. 

Berechnet  man  den  Durchmesser  des  ganzen  Gehäuses, 
welches  diesen  zwei  Ammoniten- Hälften  entsprechend  ihrer 
Rundung  bei  normaler  Ausbildung  zukommen  würde,  so  erhält 
man  eine  Lange  von  10  V»  cm,  wo  er  jetzt  nur  8Vs  cm  misst. 
Es  macht  so  den  Eindruck,  als  ob  von  dem  ursprünglichen 
Ammoniten  ein  2  cm  breites  Mittelstück  Terschwunden  sei,  und 
da  sich  in  der  That  in  dieser  Kichtung  einige  Drucksuturen 
hinziehen,  so  erschicii  rs  mir  längst  schon  äusserst  walirscliein- 
lich,  dass  dieselben  eine  Auflösung  dieser  fehlenden  Mittelzone 
bewirkt  haben  möchten.  Um  jedoch  eine  wohlbegründete  Ueber- 
zeugung  zu  erlangen,  war  es  nothwendig  den  Ammoniten  der 
Symmetrieebene  nftch  zu  durchschneiden.  Hierbei  war  mir  Herr 
Dr.  Grünling  erfolgreich  behülflich,  wofür  ich  ihm  meinen 
Dank  ausspreche. 

Die  eine  der  so  erhaltenen  Schnittflächen  ist  in  neben- 
stehender Figur  abgebildet  auf  Grund  einer  photographischen 
Autiialime,  in  welcher  nur  die  Drucksuturlinien  durch  TTeber- 
zeicliiiung  stärker  liervorgehoben  sind.  Der  Kalk,  weicher  das 
Ammoniten-Oebiiusc  ausiüiit,  ist  roth,  aber  von  verschiedener 
heller  bis  dunkler  Pärbung.  Die  Kammern  sind  nur  noch  zum 
Theil  erkennbar,  nemlich  im  letzten  Umgang  und  einem  klei- 
neren inneren  Theil.  Das  letzte  Drittel  des  Umganges  gehört 
zur  Wohnkammor,  weiter  zurück  liegen  die  stark  convezeu 
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Medianer  Längsschnitt  durch   einen  Ammoniten   von   Ruhpolding  in 
natürl.  Grösse  nach  photograph.  Aufnahme.    Nur  die  Drucksuturen  untl 
Septen  sind  durch  Ucberxeichnung  etwas  deutlicher  gemacht. 
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Sepien,  ron  denen  aber  nur  zwei  noch  ganz  intaet  sind.  Die 
anderen  zeigen  mehr  oder  minder  echarf  ausgeprägte  kleine 
Zaeken,  wie  sie  bei  den  Dmcksntnren  rorkommen.  Die  Füll- 
masse der  Kuiniiiorn  ist  durch  iRvllrüthe  Färbung  ausgezeichnet, 
in  don  Partien  aber,  wo  die  Septen  verschwunden  sind,  herrscht 
duiikeiruthe  Farbe  vor,  d.  h.  der  Kalk  ist  dort  thon-  xmtl 
eisenreicher.  Zugleich  wird  er  von  zahlreichen  iSuturllächen 
durchsetzt,  die  sich  verzweigen  und  bald  enger  bald  weiter 
schaarcn.  Während  in  den  hellrothen  Partien  diese  Sttturen 
auf  die  Septen  beschränkt  sind  und  darum  auch  weit  aus- 
einanderetehen,  liegen  sie  in  den  dunklen  Theilen  dicht  ge- 
schaart  aber  zunächst  mehr  oder  weniger  zur  längeren  Aze 
parallel.  Sie  stehen  aber  keineswegs  alle  yertikal  zur  abge- 
bildeten Symmetrie-Ebene  und  viele  schneiden  dieselbe  unter 
sehr  spitzen  Winkeln. 

Die  Erhaltung  und  Sichtbarkeit  der  Kammern  steht  im 
umgekehrten  Verhüitniss  zur  Häufigkeit  der  Suturen.  Im 
äuiäsereu  Umgang  gehen  diese  Druckerscheinungen  fast  nur 
Ton  den  Septen  aus,  von  denen  blos  zwei  ihre  glatte  Fläche 
noch  nicht  eingebUsst  haben.  Der  Druck  hat  hier  also  haupi- 
^chlich  die  Ton  der  Natur  schon  gelieferten  Trennungsflächen 
für  seine  chemische  Thätigkeit  ausgesucht. 

Die  inneren  Umgänge  zeigen  ein  viel  engeres  Netz  yon 
Suturen,  das  nur  stellenweise  noch  eine  Beziehung  zu  den 
Septen  erkennen  lasst.  Doch  liegen  gewisse  Partien  inselartig 
darin  eingeschlossen,  die  tlurch  hellere  Far))e  hervortreten  und 
die  nur  von  wenigen  Suturen  durchzogen  werden.  Auch  die 
Kanunerung  wird  darin  wieder  sichtbar,  während  sie  rmg:ium 
fast  ganz  verschwunden  ist. 

Die  Ton  Drucksuturen  stark  erfüllte  Zone  ist  im  Allge- 
meinen im  oberen  Theil  der  inneren  Umgänge  (oben  im  Sinne 
der  beigegebenen  Abbildung  genommen)  breiter  als  unten  und, 
da  die  von  ihnen  ausgehende  Auflösung  somit  oben  ebenfalls 
stärker  grewesen  sein  wird  als  unten,  so  ist  die  rechte  Hälfte 
des  Ammoniten  (ebenfalls  im  Sinne  der  Zeichnung)  nicht 
gleichmSssig  gegen  die  linke  herangepresst  worden,  sondern 
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oben  stärker  als  unten,  d.  h.  die  Bewegung  ging  wie  um  ein 
Scharnier,  dessen  Rolle  die  drei  l)t  sonders  stark  zerfressenen 
Sejiteu  unten  auf  der  Abbildung  übernommen  zu  haben  scheinen. 
Erst  später,  wohl  lange  nach  diesen  Druckvorgängen,  ist  eine 
Zerreissimg  —  eine  Gangspalte  —  inmitten  des  Ammoniten 
entstanden  und  zum  Theil  von  weissem  Calcit  wieder  ausgefüllt 
worden.  Dass  dies  eine  jflngere  Bildung  ist,  geht  daraus  her- 
vor, dass  die  SuturflSchen  alle  an  der  Spalte  enden  und  keine 
hindurchsetzt. 

Durch  das  Zerschneiden  des  Ammoniten  ist  es  also  mög- 
lich geworden  ein  klares  Bild  des  Vorganges  zu  eri.iugen, 
durch  welchen  die  Deformation  hervoi-geiuren  worden  ist. 
Itemäss  der  Anordnung  der  Drucksuturen  hat  die  damit  in 
Verbindung  stehende  Kalkauflösung  hauptsächlich  eine  mittlere 
Zone  betrofifen,  die  dadurch  yerkUrzt  wurde  und  ein  näheres 
Aneinaoderrflcken  der  Susseren  Theile  gestattete,  wodurch  der 
ganze  Ammonit  ein  längliches  Aussehen  erlangte.  Er  ist  aber 
nicht  gestreckt  und  in  die  Lange  gezogen,  sondern  vielmehr 
gestaucht  und  verschmälert  worden. 

Es  ist  die  gegenwärtig  kürzere  Achse,  welche  verkürzt 
w  urde,  während  bei  den  gestreckten  Fossilien  die  grossere  Achse 
die  verlängerte  ist. 

Die  Formveränderung  unseres  Fetrefacten  ist  also  keine 
äusserliche,  sondern  recht  eigentlich  eine  innere.  Die  Masse 
im  Innern  hat  sich  verändert,  ist  geschwunden  und  dem  hat 
sich  dann  die  äussere  Form  angepasst  Aber  allerdings  sind 
die  bewirkenden  Drucksuturen  nicht  auf  dem  Ammoniten  be- 
schränkt geblieben.  Zum  Theil  wenigstens  setzen  sie  in  das 
Gestein  hinein  fort  und  haben  auch  darin  Deformationen  her- 
vorgerufen. Es  ist  das  selhstverständlich.  da  ja  die  Druck- 
kräfte auf  das  ganze  Gebirge  gewirkt  haben  und  auch  das  den 
Ammoniten  umgebende  Gestein  verändern  mussten.  Aber  im 
blossen  Gestein  ist  es  schwer  eine  richtige  Vorstellung  von  der 
Greese  der  eingetretenen  Veränderungen  zu  erlangen,  weil  die 
ursprttnglidie  Beechaffenheit  desselben  unbekannt  ist,  während 
die  normale  Form  des  Ammoniten  in  unserem  Falle  als 
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Massstab  für  den  Grad  der  Fonnveränderungen  und  Auf- 
lösungen dient.  Darin  liegt  der  besondere  Werth  des  abge- 
bildeten ätückes. 

Die  Beziehungen  der  Dnicksutnren  zu  den  StyloHthen. 

Zwei  Jahre,  nachdem  ich  den  Namen  »Drucksutuien*  auf- 
gestellt hatte,  schrieb  Suess  (Antlitz  der  Erde,  Bd.  II,  S.  385), 

dass  diese  „Suturen*  nicht  durch  Druck  entstanden,  sondern 
wahre  Si\  lolithenbildungen  seien,  d.  h.  zahlreiche  Theilchcn 
eines  oljeroii  ISedimentes  wären  zapieniörniig  in  das  untere 
eingesunken. 

Nach  weiteren  acht  Jahren  hingegen  erklärte  Th.  Fuchs 
(Sitzber.  d.  Akad.  d.  Wissensch.  Wien,  Bd.  103,  1894  Ueber 
die  Natur  und  Entstehung  der  Stylolithen),  dass  die  Stjlo- 
lithen  eine  besondere  Form  der  Drucksuturen  und  wie  diese 
nicht  im  weichen,  sondern  im  bereits  erhärteten  Gestein  durch 
mit  chemischer  Auflösung  verbundenem  Bruck  entstanden  seien. 

Bestimmend  fElr  die  letzte  Auffassung  war  wohl  das 
kurz  vorher  erschieneiiu  Capitel  iilx^r  die  Drucksuturen  in 
meinem  Querschnitt  durch  die  Osialpen.  welches  ausdrücklich 
darnnf  hinwies,  dass  diese  Suturen  iiicbi  auf  die  »Scliieht- 
grenzen  beschränkt  bleiben,  was  durch  eine  Keihe  von  Ab- 
bildungen deutlieli  gemacht  worden  konnte,  und  dass  ihre  Ent- 
stehung notbweudig  mit  chemischer  Auflösung  des  Kalkes  ver* 
bunden  gewesen  sein  muss.  Ich  glaube  deshalb,  dass  es  nicht 
nothwendig  ist,  hierauf  nochmals  zurückzukommen.  Dahin- 
gegen bedarf  ein  anderer  Punkt  weiterer  Aufklärung.  Jene 
beiden  eben  angeführten  Ürtheile  sind,  obwohl  sie  sich  in  der 
genetischen  Auffa.ssung  direct  widersprechen,  darin  doch  einig, 
dass  den  Drucksuturen  und  IStylolithen  gleiche  Entstehunof  zu- 
komnie.  Nach  8uess  sind  Drucksut nrrn  wahre  Styhilitli<'n- 
hildung,  nach  Fuchs  sind  die  iStyloIithenbjinder  nur  eine  be- 
sondere Form  der  Drucksuturen  und  er  meint,  dass  ich  die 
Identität  beider  Bilduntren  nn^^'/nspreclioTi  noch  nicht  gewagt 
habe,  offenbar  unter  dem  EinÜuss  der  landläufigen  Meinung 
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und  Tielleicht  speciell  unter  dem  Einflüsse  von  Gümbels 
letzter  Publication  (von  1882). 

Ich  hatte  nemlicli  1894  (S.  21d)  auBdracklick  erklärt: 
«die  Brucksuiureii  uniersekeiden  sich  von  den  echten  Slrflo- 
liÜieii,  -wie  sie  Gttmbel  1882  beschrieben  und  erklärt  hat,  da- 
durch, daas  sie  nicht  auf  die  Schichtgrenzen  beschränkt  und 
iiit  ht  schon  vor  der  Verfostigunjj^  des  Kalksedimentes  entstanden 
sind".  Dass  ich  dabei  booiulers  auf  Gümbels  Arbeit  ver- 
witsi'ii  habe,  geschah  dcsbulb.  weil  icli  dadurch  einer  beson- 
deren Begriöäumgrenzung  für  die  Stylohthen  enthoben  wurde 
und  es  damals  vermeiden  wollte,  auf  gewisse  Unzulänglich- 
keiten hinzuweisen,  die  unseren  Erklärungen  der  Stylolitfaen- 
bildung  noch  immer  anhalten*  Heute  wiU  ich  dies  nachholen. 

Dio  morphologischen  Unterschiede  zwischen  den  Druck- 
Buturen  und  Stylolithenbändem. 

Die  Aui3zackung( n  der  Drucksuturf  lachen  sind  nie  sehr 
hoch  und  schwanken  zwischen  Bruchtheilen  eines  Millimeters 
und  etwa  1 — 2  cm.  Sie  sind  niemals  stielförmig,  sondern  mehr 
oder  weniger  konisch  zugespitzt,  dabei  aber  auf  den  Seiten- 
flachen fein  ausgezackt  oder  unregelmSssig  gerieft. 

Die  Vorspränge  auf  den  StjlolithenbSndern  hmgegen 
erreichen  gar  nicht  selten  HQhen  von  mehreren  cm  bis  1  dm, 
niaiichmal  sof?ar  bis  3  dm.  Ihre  Seitenflächen  sind  von  der 
Ba.si.>  bis  ziini  moist  Hbgestumj>ltcii  Knde  zu  einander  parallel 
gerichtet  (xb  r  doch  nur  schwach  convrr^nn  nil.  Zugleich  sind 
diese  Wände  deutlich  gerieft,  und  zwar  von  untereinander 
parallelen,  bald  breiten  und  flachen,  bald  schmalen  und  tiefen 
Furchenstreifen,  die  von  unten  bis  oben  heraufgehen  und  dem 
ganzen  Yorsprung  Aehnlichkeit  mit  einem  Holzpflock  geben, 
der  in  der  Richtung  der  Holzfaser  geschnitten  ist.  Deshalb 
hat  Eaton  dafQr  den  Namen  Lignilites  gewählt.  Das  Ende 
der  Vorsprünge  ist  stets  flach  und  entweder  ziemlich  eben  von 
ciiHT  Thonschifht  oder  eiiKii)  IV'trct'act  1-ttfrenzt  oder  von 
kleineren  Itaulügkeitcn  bedeckt.    Die  beitenwändc  sind  bald 
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kerzengerade,  bald  schwach  gekrümmt,  miinchmal  sogar  so 
stark,  dass  ihr  Ende  der  Basis  sich  zukehrt. 

Der  Körper  (hcscr  Vorsprün^e  ist  sclir  verscliietlen  gestaltet. 
Häutig  besitzt  er  einen  mehr  oder  weniger  kreisrunden  bis 
polygonalen  Querschnitt  und  dnniit  zugleich  eine  ausgesprochene 
Pfeileiform.  Das  sind  die  auffülligsten  Stylolithen  und  zu- 
gleich diejenigen,  welche  in  den  Sammlungen  am  meisien  ver- 
ireten  und  oft  genug  allein  bei  Erklarungsrereuchen  herQck- 
sichtigt  worden  aind.  Ebenso  häufig  sind  aber  solche  Vorsprttnge, 
deren  Ghrandriss  ganz  nnregelniässig  ist  und  nicht  selten  in 
einer  lüehtung  starke  ^  erläiigerung  aufweist,  so  dass  das 
Ganze  nicht  mehr  zapfen-,  sondern  eher  mauerförmig  erscheint. 
Solehe  M;iuern  sind  ebenso  wie  die  Zapfen  mit  vollkommen 
senkrechten  und  parallel  gestreiften  Seiten  wänden  versehen, 
die  aber  in  vielen  Fällen  eine  Art  von  Terrassirung  zeigen, 
indem  die  Seiten  treppenartig  von  der  Basis  bis  zur  Oberfläche 
des  Yorsprunges  aufsteigen.  Dabei  sind  die  Oberflächen  dieser 
Terrassen  nicht  gerieft,  sondern  nur  ihre  Wände. 

Wo  im  Kalkstein  eingeschlossene  Fremdkörper,  insbesondere 
Petrefacten,  die  Drucks uturen  bertthren,  reichen  sie  gewohn*- 
lich  nicht  von  einer  auf  die  andere  Seite  herüber,  oder  wenn 
dies  doch  der  Füll  ist,  ergänzen  sich  die  beiderseitigen  Theilc 
niemnls  vollkonimen.  Sie  sind  zusammen  kleiner  als  das  ur- 
sprüngliche ganze  Petrefact.  Wo  die  Sutur  eiu  solches  an- 
schneidet, fehlt  also  die  Ergänzung  desselben  auf  der  anderen 
Seite  in  der  Regel  vollständig.  Bei  den  Stylolithen  hingegen 
werden  die  Fremdkörper  niemals  durchschnitten,  vielmehr 
richten  sich  die  Wandungen  der  Zapfen  sehr  genau  nach  deren 
Form,  so  dass  die  das  Ende  derselben  so  häufig  krönenden 
Schalen  von  Pecten,  Lima  oder  die  Gehäuse  Yon  Seeigeln  und 
Astenden  nicht  nur  Tollkommen  erhalten  sind,  sondern  dass 
sich  auch  die  Umrisse  der  Zapfen  ganz  genau  nach  der  Form 
dieser  Petrefacten  richten. 

Die  Drucksiituren  sind  von  einer  dünnen  Thonhaut  be- 
gleitet, deren  Farbe  jedoch  stets  von  der  des  Kalksteines  ab- 
hängig, in  gelbem  Kalk  bräunlich,  in  röthlichem  tiefroth,  in 
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gnniem  schwärzlich  ist.  Auch  die  Styloliihenbänder  lassen 
meist  eine  thonige  Zwischenschicht  erkennen,  die  aber  in  der 
Farbe  nicht  immer  mit  dem  Kalkstein  übereinstimmt,  z.  B.  grün- 
lich bei  gelbem  Kalkäteiu  ist  und  in  der  Regel  nur  auf  düii 
flachen  oberen  Enden  der  Zapfen  liegt,  während  die  längs- 
gerieften  Seiten  wände  frei  davon  zu  sein  pflegen. 

Die  Drucksuturen  sind  eine  weit  verhriitete  und  sehr 
häufige  Erscheinung  in  allen  Kalksteinen  aller  Formationen, 
aber  nur  da,  wo  mehr  oder  weniger  starke  Aufrichtung  und 
Faltung  des  Sediments  stattgefunden  hat.  In  den  noch  hori- 
zontal gelagerten  Kalkb&nken  fehlen  sie  ganz  oder  sind  doch 
nur  äusserst  selten. 

Die  Stylülithen  hingegen  kuiiiineu  davon  ganz  unab- 
hängig vor  und  die  schönsten  £xemplare  sind  gerade  aus  tiacli- 
gelagerten  Bänken  bekannt  geworden.  Sie  sind  aber  verhält- 
nissmässig  sehr  selten,  und  auf  bestimmte  Bezirke  und  Hori- 
zonte beschränkt.  Sie  wurden  bisher  aus  dem  Silur-,  Devon- 
und  Oarbon-Kalk  Kord-Amerikas,  dem  Zecbstein,  Bogenstein, 
Muschelkalk,  oberen  Jura  und  der  oberen  Kreide  Europas  be- 
schrieben. Sie  gehen  zumeist  von  Schichtflächen  aus  und  zwar 
so,  dass  ihr  Ende  nach  oben  gerichtet  ist,  gleichgiltig  ob  sie 
gerade  oder  verbogen,  vertikal  oder  schiefstehend  sind.  Seltener 
ist  ihr  End'  nach  unten  gerichtet  und  noch  seltener  ent- 
springen siü  nicht  den  bchichtflächen,  sondern  nehmen  ihren 
Anfang  inmitten  einer  Kalkbank,  wobei  die  Zapfen  dann  mehr 
oder  weniger  horizontal  liegen.  Die  Drucksuturen  durch- 
setzen im  Qegensatz  dazu  die  Bänke  in  allen  möglichen  Bich- 
tungen und  sind  g^z  unabhängig  vom  Verlauf  der  Schicht- 
flächen. Wo  sie  gleichwohl  dieselben  eine  Strecke  weit  begleiten, 
beweisen  sie  ihre  Unabhängigkeit  dadurch,  dass  sie  plötzlich 
aus  dieser  Fläche  herausspringen  und  in  eine  andere  Schicht- 
tläclic  übergehen  (s.  Fig.  1)5,  Ostalpen-Querschnitt,  S.  2121.  So- 
dann durchkreuzen  sie  sich  und  verbinden  sich  miteinander 
ganz  regellos,  was  bei  den  echten  Stylolithenbändem  bisher 
nicht  beobachtet  worden  ist. 
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Die  genetiBchen  Untersohiede  aEwischen  den  Dracksaturen 
und  den  StylolithenbilndeTii. 

Wenn  wir  zunächst  noch  berücksichtigen,  dass  die  beiden 
Bildungen  ausschliesslich  auf  Kalksteine  und  Dolomite  be- 
schränkt sind,  so  ergibt  sich  aus  den  morphologischen  Eigen- 
schaften mit  Notkwendigkeit,  dass  die  Drucksuturen  erst 
längere  Zeit  nach  Ablagerung  der  Yon  ihnen  betroflenen  Sedi- 
mente entstanden  sein  können,  als  letetere  bereits  feste  Oe- 
stcine  geworden  waren.  Der  ßebirgsdruck  fand  keine  weiche, 
in  sicli  bewegliche  Ma^o  mehr  vor,  wohl  aber  eine  solche,  die 
gegeil  üi>t*r  der  liisj^nden  Kraft  der  unter  hohem  Druck  stehenden 
Gesteinsieuchtigkeit  keinen  vcillkomincnen  Widerstand  leisten 
konnte.  I>ie  chemische  Wirkung  des  Bodenwassers  bethütigte 
sich  natürlich  am  stärksten  auf  den  Druck-  und  Schichtflächen 
und  von  da  aus  sehen  wir  denn  auch  die  Auflösung  des  Kalkes 
ausgehen.  Langsam  werden  die  Wände  angefressen  und,  wo 
Petre&cten  im  Kalk  liegen,  werden  auch  sie  angegriffen  und 
allmählich  aufgezehrt.  Da  aber  die  Widerstandsfähigkeit  gegen 
die  losende  Kraft  nicht  überall  eine  gleichmässige  ist,  so  ist 
es  auch  die  Autlüsuiii;-  nicht  —  es  bleiben  kleinere  Partien 
erhalten,  die  nh  Vorsprünge  auf  den  Fläelien  stehon  bleiben, 
während  imdi  ie  Partien  rasch  versclnvinden  uini  \  ertielungen 
zurücklassen.  iSo  muss  man  >ich  denken,  diuss  das  zackige  In- 
einandergreifen der  Suturtiächen  entstand.  Aber  nur  der 
kohlensaure  Kalk  war  löslich  —  nicht  der  Thon,  das  Eisen 
und  manche  andere  Substanzen,  die  jeder  Kalkstein  in  mehr 
oder  minder  grossen  Mengen  einschliesst  und  denen  er  zum 
Theil  seine  Färbung  verdankt.  Diese  blieben  also  auf  den 
Druckfliichen  zurück,  wo  sie  sich  zu  einer  dünnen  aber  inten- 
siver gefärbten  Haut  ansammelten. 

Die  Stylolitlien  lassen  nitdits  erkennen,  was  auf  eine 
ii  Ljft  itdwie  wespntliclie  cheniisclie  l  liäti^k^Mt  liindeutete,  und 
liierin  lit^gt  ein  hauj)tsä(lilieher  genetiselier  Lnterschied  gegen 
die  Drucksuturen.  Die  Versteinerungen,  welche  die  Zapfen  ver- 
haltnissmässig  nicht  selten  krönen,  sind  stets  ebenso  voll- 
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koniiiien  erlialten  wie  andore  im  normalen  Kalkstein  ein^e- 
ücklüs-sene.  Es  ist  mir  kein  Fall  bekannt,  wo  grössere  Petre- 
focfcen  von  den  ätylolitheubändern  durchschnitten  oder  gar  an- 
gcfipooDon  wfiren.  Wenn  wir  die  gewöhnlichste  Form  der  auf- 
recht stelieiiden  Stylolithen  zunächst  ins  Auge  fSassen,  so  er* 
acheint  es  so,  als  ob  die  untere  Bank  Zapfen  in  die  obere 
Bank  entsende,  aber  die  kleinen  Thonkappen  der  Zapfen  sind 
nur  abgerissene  Theile  einer  allgemeinen  dfinnen  Lettenlage, 
welche  die  zwei  Kalkbänke  trennt.  Dies  beweist,  dass  nicht 
eigentlicli  die  Zapfen  von  unten  heraufgetrieben  worden,  son- 
dern nur  stehen  gebliebrii  sind,  während  die  obere  Bank  durch 
ihr  eigenes  Gewicht  und  das  der  noch  weiter  aufgelagerten 
Sedimente  die  untere  Bank  zusammengepresst  und  ihre  Ober- 
flache um  mindestens  Zapfenlänge  heruntergedrückt  hat.  Da- 
mit dies  aber  ohne  chemische  Auflösung,  die  dabei  keine  Bolle 
gespielt  hat,  möglich  war,  muss  die  Masse  noch  weich  oder, 
fielletcht  besser  ausgedruckt,  noch  locker  gewesen  sein.  Dieser 
Zustand  kann  aber  nur  verhältnissmässig  kurze  Zeit  nach  Ent- 
stehung des  Kulkabsatzes  bestanden  haben,  so  lan;Li;e  das  Meercs- 
wa-sser  mit  seinen  leicht  löslichen  Salzen  nocli  d»  n  Kalksnnd 
und  iSchlamm  durchdrängte  und  die  kleinen  Kaikkörner  sich 
noch  nicht  fest  aneinander  angeschlossen  hatten,  so  wie  das 
jetxt  der  Fall  ist.  Später  war  eine  wirkliche  Stylolithenbildung 
nicht  mehr  möglich. 

Wenn  auf  diese  Weise  eine  lockere  Schicht  um  einige 
Gentimeter  zusammengedrückt  wurde,  so  konnte  dies  doch  nur 
dann  in  ganz  i^^leichniässi^rer  Weise  geschehen,  wenn  die  Festig- 
keit derselben  üijerall  gleich  gering  war.  Hatten  sich  al)er 
irgendwo  schon  Verfertigungen  vielleicht  durch  Ausscheidung 
eines  krystallinen  Bindemittels  oder  durch  concretioniire  Bil- 
dungen eingestellt,  dann  trat  dort  keine  Compression  oder  doch 
nur  eine  geringere  als  ringsherum  ein,  und  diese  Theile  blieben 
dann  als  Zapfen  stehen,  während  daneben  die  obere  Schicht 
heruntersank  und  mit  ihren  festeren  Kalkkömem  die  Wände 
der  Zapfen  in  der  Richtung  der  Bewegung,  also  vertikal  ab- 
wärts in  ähnlicher  Weise  riefte,  wie  das  auf  glatten  Flächen 
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(Kutschfliichüii)  bei  Verwerfungen  häufig  geschieht.  Weini  also 
eine  Asteride  auf  einen  tiinfkantigen  Pfeiler  mit  flinf  ein- 
springenden Nischen  oder  ein  Seeigel  auf  emcu  cylindertürnnij:'  n 
Pfeiler  zu  stehen  gekommen  ist,  so  ist  anzunehmen,  dasB  dieae 
Petrefacten  bei  Entstehung  der  Stylolithen  zufällig  einen  etwas 
festeren  Theü  der  Kalkbank  unter  sich  hatten,  der  aber  heute, 
wo  die  ganze  Bank  erh&rtet  ist,  als  solcher  nicht  mehr  erkannt 
werden  kann. 

Natürlich  ist  aber  nicht  nur  diese  eine  Bank  von  der 

Compressiün  betroffen  \vurden  sondern  auch  die  darüber  liegende, 
und  wenn  in  dieser  ebenfalls  festere  Theile  sich  befanden,  so 
konnte  der  Gegendruck  der  unteren  Bank  au  diesen  Steilen 
nicht  so  wirksam  sein  und  es  erklärt  sich  daraus  warum,  wenn 
auch  viel  seltener,  Zapfen  vorkommen,  die  von  oben  nach 
unten  gerichtet  sind,  wie  das  von  Terschiedenen  Forschem  be- 
obachtet und  beschrieben  worden  ist. 

Der  Druck  der  auflastenden  Massen  erzeugt  in  lockeren 
Massen  aber  nicht  nur  eine  Bewegung  in  yertikaler  Richtung, 
da  ja  die  Compression  nach  jeder  Richtung  möglich  ist,  und 
so  ist  es  denkbar,  dass  bei  verschiedenartiger  Festigkeit  der 
einzehien  Theile  der  Bedimentlager  auch  Zapfen  in  schräger 
oder  sogar  horizontaler  iiichtung  entstanden,  wenn  schon 
dieselben  nicht  so  häufig  eintreten  konnten,  weil  die  Schwer- 
kraft dabei  nicht  mehr  mitwirkte.  So  wird  es  hegreif- 
lich, warum  auch  schiefgesteüte,  gebogene  und  umgekrQmmte 
neben  den  senkrechten  und  geraden  Zapfen  vorkommen 
und  warum  auch  innerhalb  der  Ealkbinke  selbst  ganz 
horizontal  liegende  Stjlolithen  angetroffen  werden,  die  also 
nielit  von  den  Schichtflächen  ausgehen.  Bei  letzteren,  deren 
Vorhandensein  schon  Schniid  1846')  und  Thurm  an  n  1856 
ausdrücklich  behaupten,  jsclieinen  Thon-  und  Petreiacteukappen 
zu  fehlen,  was  auch  ganz  begreiflich  ist. 

Während  die  Compression  tieferer  Sedimente  durch  die 


1)  Schmid  und  Schleiden.  Die  geognost  VerhftltBiMe  des  .Saalthalea 
bei  Jena,  1846^  8.  47. 
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darüber  entstehenden  jüngeren  Abla^eruntrcu  wohl  ein  ziemlich 
allgemein  verbreiteter  Vorgang  war,  blieb  die  Bildung  von 
Stylolithen  nur  auf  solche  Fälle  beschränkt,  wo  die  Erhärtung 
der  noch  lockeren  Schichten  nicht  gleichmässig  vor  sich  ging. 
Wir  begreifen  deshalb  leicht,  warum  die  Stylolithen  verhältniss- 
selten  und,  wo  sie  Torkommen,  gewöhnlich  nur  auf 
bestimmte  Bfinke  oder  Horizonte  beschränkt  sind,  dort  aber 
oft  eine  grosse  Häufigkeit  haben. 

Wir  sind  somit  zu  dem  Ergebniss  gdangt,  dass  Dmck- 
suturen  und  Stylolitlien  zwei  morphologisch  und  genetisch  recht 
verschiedene  Erscheinungen  sind  —  die  ersteren  Wirkungen 
des  Gebirgsdruckes  auf  festen  Kalkstein,  die*  Ustzteren  Wirkungen 
des  Druckes  der  Sedimeutdecke  auf  noch  grösstentheik  unver- 
festigte  Kalkablagerungen. 

Zur  Erforschuugsgeschichte  der  Stylolithen  und 

Drucksuturen. 

Ein  reiches  Yerzeichntss  der  Stylolithen-Literatur  hat  1872 

H.  Kck  in  den  Abhandl.  z.  geolog.  Spezialkarte  l'reussens, 
Bd.  1,  S.  81,  gegeben.  Das.s  es  jedoch  auf  V  oüständigkeit  keinen 
Ans|>ruch  iniichen  kann,  geht  sclion  daraus  hervor,  (biss  die 
amerikanischen  Arbeiten  ganz  darin  fehlen.  Ich  will  keines- 
wegs versuchen  ein  vollständiges  Verzeichniss  liier  zu  geben, 
sondern  nur  die  hauptsächlichsten  Ergebnisse  dieser  Forsch- 
ungen, soweit  sie  mir  bekannt  sind  und  von  aligemeinerer  Be- 
deutung erscheinen,  zusammenstellen. 

Stylolithen  sind  beschrieben  aus  Kalk-  und  Dolomitbanken 
des  Silur,  Devon,  Carbon,  Zechstein,  Buntsandstein  (Rogenstein), 
Muschelkalk,  weissen  Jura  und  der  oberen  Kreide. 

Drucksuturen  sind  erwähnt  aus  Silur,  Carbon,  Tria«,  Jura 
und  Kreide. 

Gewöhnlich  wird  Freiesieben  als  derjenige  erwähnt,  der 
die  Stylolithen  zum  ersten  Mal  1807  beschrieben  habe 
(Ocognost.  Arbeiten  I,  S.  69).  Aber  nach  dem  Auszug,  den 
H.  Eck  1872  (Lc.)  gegeben  hat,  gebührt  diese  Ehre  My Ii us, 

im  Sltranivb.  4.  ufk-phir«.  OL  2 
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der  in  seinen  Phybikal.  BL'lu.stigungen,  Berlin  1751,  aus  den 
Küdersdurfer  Brüchen  Schwielen,  welche  die  Arl)eiter  Mahle 
nennen,  „wie  versteinert  llolz"  schildert,  was  sich  wohl  nur 
auf  die  dort,  wie  Quenstedt  sagt,  zu  Millionen  vorkommenden 
Stjlolitheii  beziehen  kann.  In  Amerika  hat  sie  Eaton  (in 
Report  on  tiie  district  adjoming  the  Erie  Oanal  S.  Idi)  1824 
unter  dem  Namen  Lignilites  (wegen  der  Aebnlichkeit  mit 
Holzfaser)  besclirieben.  In  Deutschland  gab  Elöden  1828 
(Beitrage  z.  min.-gcognost.  Kenntniss  der  Mark  Brandenburg) 
lüi-  die  Hüdersdorfer  Vorkommnisse  den  Namen  Stylolithes 
sulcatus,  während  Vanuxem  1842  (Geology  of  New-Yurk. 
Part  III,  S.  107)  den  Nnnien  Epsomites  aufsttUte.  Gegen- 
wärtig hat  sich  die  Klöden'sche  Bezeichnung  Stylolith  allge- 
mein auch  in  Amerika  eingebürgert.  Thurmann  hat  dafür 
1856  (Essai  d'orograpbie  jurasBique)  das  Wort  diap^rasmea 
gebildet,  abgeleitet  von  dumegam^  durcbdringen. 

Von  den  Drucksuturen  bat  Hall  1848  (Geol.  of  New- 
York,  Part  IV)  eine  chMniklcristisclie  A)>l»ildung  (Fi«r.  53, 
Seite  131)  ifsrehcn.  Kingclieiid  liat  sie  Tliuriuuun  (1.  c.) 
1856  beschrn  ben  unter  dein  N;uiien:  syncollemes  diaclivaires 
und  thlasnu's  diaclivaires,  worauf  ich  nachher  noch  zurück- 
komme. Ich  habe  sie  dann  als  Drucksuturen  1886,  1894  und 
1899  benannt  und  gedeutet  und  Tb.  Fuchs  hat  sie  (1.  c.)  1894 
als  Stylolithenbänder  bezeichnet.  Trotz  ihrer  ungemeinen  Häufig- 
keit sind  die  Lehrbücher  der  Geologie  und  Peirographie  bisher 
stillschweigend  an  Urnen  vorübergegangen. 

Die  Deutung  der  Stylolith en  hat  den  Scharfsinn  der 
Forscher  auf  die  verschiedensten  Wege  geführt.  Nicht  weniger 
als  sieben  Theorien  sind  aufgesteUt  worden. 

1.  Die  Petrification 8- Theorie  ist  die  älteste,  die  von 
den  anderen  aber  bald  aus  dem  Feld  geschlagen  und  dann 
gänzlich  aufgegeben  worden  ist.  Eaton  (1824)  sali  m  den 
Stylolitlu'ii  f<)Siile  Oorailen  und  Klöden  (1S28)  A})driicke  von 
Quallen,  wotür  er  auch  noch  1834  (die  Versteinerungen  der 
Mark  Brandenburg)  eintrat. 
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2.  Die  Krystallisations-Theorie  hat  in  Amerika  die 
vorhererwähnte  aUbald  abgelöst  und  bis  1867  die  Meinungen 
beherrscht.  Yanuxem  (1.  c.  S.  107)  betrachtet  1842  dieKzj- 
stallisatioii  toq  Magpiesiumsulphat  in  dem  noch  weichen  Sedi- 
ment olg  die  ünache  der  cylindriBchen  Zapfen.  J.  Hall 
(1.  c.  1843)  glaubt,  dass  auch  Kochsalz  und  Emmons  (Geol. 
of  New-Tork,  Part  II,  1842,  S.  III)  dass  Strontium-Sulphat 
gleiche  Erscheinungen  erzeugen  konnten,  während  aber  die 
Coelestinkrystalle  noch  erhalten  sind,  seien  die  Bittersalzkrystalle 
aufgeluvt  worden  und  hätten  nur  ihre  Eindrücke  hinterlassen. 
Hunt  stellte  deshalb  für  diese  Bildungen  1863  (Geology  of 
Ganada,  S.  632)  den  Namen  Crjstallites  auf. 

In  Deutschland  hat  sich  diese  Anschauung  ebenfalls,  aber 
ganz  unabhängig  Ton  Amerika  entwickelt^  wie  es  scheint  sogar 
in  ünkenntniss  der  dortigen  Arbeiten.  Bossma ssler  und 
Cotta  (Grundriss  der  Qeognosie  1845 — 46,  S.  128)  brachten 
die  Stylolithen  in  Verbindung  mit  den  stängeligen  EiskrTstallen, 
die  sich  im  Winter  im  feuchten  Schlamm  bilden,  und  II. 
von  Meyer  (N.  Jahrb.  18(j2)  hält  sie  für  (Truppen  von  nadei- 
förmigen Krystallen,  hauptsächlicli  von  Gyps,  die  niei-t  v  ni  dem- 
selben Uestein  ausgefüllt  seien,  in  welchem  sie  sich  entwickelt 
haben. 

Diese  Theorie  ist  durch  Marsh  1867  in  Amerika  erfolg* 
reich  widerlegt  worden,  in  Deutschland  hat  sie  überhaupt  nie» 
mals  allgemeineren  Anklang  gefunden. 

3.  Die  Ezhalations-Theorie  mag  hier  nur  der  Voll- 
ständigkeit und  der  Ouriosität  wegen  einen  Platz  finden. 
Alberti  nimmt  1858  (Württemb.  Jahreshefte  d.Naturw.,  Bd.  14, 
S.  292)  aufsteigendes  Petroleum,  Zeiger,  der  den  Stylolithen 
sogar  einen  langen  Aufsatz  im  N.  Jahrb.  (S.  8^3,  Tid.  22,  1870) 
widmete,  entweichendes  Gas  als  die  causa  movens  an. 

4.  Die  Kegen-Theorie  wurde  ]?^52  von  (^Henstedt 
eingefOhrt  (Handb.  der  Petrefactenkunde,  1.  Aufl.)  und  1853 
(Württemberg.  Jahresb.,  Bd.  9,  S.  71)  eingehender  besprochen. 
£r  wurde  dazu  Terftthrt  durch  die  Aehnlichkeit  der  kleinen 
Erdpyramiden,  welche  der  Regen  unter  gewissen  Bedingungen 
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an  vf^etatioii.-lu.^cii  Uu^ciiungen  erzeugt.  Wie  bei  <len  grosseu 
Jlirdpjramiden  liegt  auch  da  nicht  selten  ein  grösseres  Stein- 
chen  aifi  Schutz  obendrauf.  Die  Deckelschalen  der  Stviolithen 
wurden  damit  Yerglichen,  und  obwohl  Quenstedt  selbst  die 
Schwierigkeiten  erkannte,  welche  dieser  Auffassung  entgegen- 
stehen, so  hat  er  sie  doch  mit  den  Worten  eingeführt:  «alle 
anderen  Ansichten  darüber  sind  falsch*,  und  selbst  dann 
noch,  nachdem  er  1861  eine  ganz  andere  und  jedenfalls  viel 
richtigere  Eikiäiuii^^  mit  (Un  ^Vurten  abgesclilosüen  hatte  „dies 
nach  langem  Schwanken  meine  jetzige  Ansieht*,  hat  er  seine 
frühere  Auffassung  wörthch  in  der  Petrefactcukunde  1867  in 
der  II.  und  1885  in  der  III.  Auflage  wiederholt.  Für  eben 
solche  Entstehung  hat  auch  £.  Weiss  1868  (N.  Jahrb.,  S.  729) 
das  Wort  ergriffen. 

5.  Die  Contractions-Theorie.  Schon  1849  schrieb 
Stromheck  (Zeitschr.  Deutsch.  GeoL  Ges.  S.  178)  ^eine  ge- 
wisse ungleichförmige  Contraction  des  Gesteines,  die  nach  seiner 
Ablagerung  erfolgte,  ist  die  Hauptbedingung  i^n^wesen".  Aber 
erst  1852  hat  Plieninger  (Württeaiberg.  naturw.  .Jahrebh., 
Bd.  8,  S.  78)  dieser  Vorstellung  eingehendere  Aufmerksamkeit 
gewidmet.  Nach  Ablagerung  und  Trockenlegung  sollen  sich 
im  Kalkschlamm  Trockenrisse  gebildet  haben,  die  durch  nieder- 
rieselndes Regenwasser  gestreifte  Wände  erhielten  und  aus 
denen  dann  bei  der  Gesteinserhärtung  die  gerieften  Stylolithen- 
wände  wurden. 

Dass  diese  Theorie  so  wenig  wie  eine  der  vorher  be- 
sprochenen im  .Stande  ist,  die  Entstellung  der  Stylolithen  in 
zufriedenstellender  Weise  zu  erklären,  steht  heutigen  Tages 
wohl  fest. 

6.  Die  Druck-Theorie  bleibt  somit  als  einzige  Zu- 
flucht übrig  und  sie  er&eut  sich  ja  auch  gegenwärtig  allge- 
meinster Anerkennung,  wenn  schon  im  Einzelnen  die  Mei- 
nungen auch  da  recht  weit  auseinandergehen.  Zuerst  ist  sie 
von  Quenstedt  18B7  (Wiegmanns  Archiv  f.  Naturgesch., 
Bd.  2f  S.  223)  angedeutet  worden.  „Stylolithen  sind  durch  orga- 
nische Wesen  geleitete  Absonderungen.     Die  Muschelschalen 
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unterbraclien  den  Zusamnieiiliang  der  noch  weichen  Gesteins- 
nmssc  in  vertikaler  Richtung,  in  der  sicli  diese  Masse  zusammen- 
zog und  niedersetzte,  und  machten  eine  schnellere  Zusammen- 
ziehung' der  aufrecht  darunter  oder  darüber  liegenden  Gesteins- 
raassen  möglich,  was  dann  die  seitlichen  Absonderungen  dieser 
Masse  von  dem  ^ch  langsamer  setsenden  Nebengestein  bedingte. 

So  bedeutsam  diese  Aeussenmg  auch  wirkte,  da  sie  der 
Kl5 deutschen  Theorie  den  Todesstoss  yersetzte,  so  begreift 
man  doch  leicht,  dass  sie  nicht  einmal  ihren  Autor  auf  die 
Dauer  befriedigen  konnte.    Schon  1843  suchte  Q  neuste  dt 
(Flötzgebirgo  Württember<^s)  nach  einer  besseren  Begründung. 
Er  nahm  an,  die  .leitenden  Versteinerungen  *  hätten  ein  an- 
deres   specifisches  Gewicht  wie  der  sie  umgebende  Schlamm 
gehabt  und  wären,  je  nachdem  dasselbe  grösser  oder  kleiner 
war,  langsam  niedergesunken  oder  aufgestiegen,  wobei  der  zu- 
rOekgelegte  Weg  durch  die  vertikale  Streifung  im  Schlamm 
marldrt  worden  sei.  Mit  guten  Gbrttnden  wurde  diese  Erklärung 
von  Plieninger  (1*     1852)  bekämpft  und  alsbald  auch  von 
Quenstedt  selbst  aufgegeben,  der  sich  inzwischen  der  Regen- 
theorie zugewandt  hatte.    Dann  aber  maclite  er  1861  (Epoclieu 
der  Nntur  S.  200)  einen  neuen  Versuch,  der  bisln/r  den  meisten 
Anklang  gelimden  hat.  Wenn  zwei  Kalkschichten  übereinander 
abgelagert,  aber  von  einer  dünnen  Thonschicht  von  einander 
getrennt  waren,  so  „mochte  schon  der  verschiedenzeitige  Nieder- 
schlag gewisse  Differenzen  in  der  Härte  der  oberen  und  unteren 
Masse  hervorbringen.    Als  nun  die  darauf  lagernde  Masse 
immer  mehr  drückte,  riss  die  Lettenschicht,  die  untere  Ealk- 
bank  drang  in  die  obere  und  umgekehrt." 

Diese  Erklärung  war  nicht  neu.  wenn  schon  sie  von  den 
meisten  als  solche  hingenommen  wonlen  ist.  Neu  war  darin  nur, 
dass  auf  das  Zerreissen  der  TliDuschicht  ein  besonderer  Werth 
gelegt  wurde,  als  ob  dieselbe  härter  oder  fester  wie  der  Kalk 
gewesen  wäre,  was  doch  bei  dem  vorausgesetzten  weichen  und 
durchfeuchteten  Znstand  der  Ablagerungen  gar  nicht  der  Fall 
sein  konnte.  Nach  Mittheilung  von  H.  Eck  (l*  1^7^) 
Bejrich  eine  ähnliche  Erklärung  mündlich  schon  frtther  .mit^ 
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gethdUi  haben.  Ganz  sicher  ist  aber  jedenfalls,  dass  Thur- 
mann die  literarische  Priorität  hat  (1.  c.  1856).  Die  Stjlo- 
lithen  sind  ihm  die  cannellirten  Zähne,  mit  denen  die  Kalk- 
massen im  weichen  Zustande  iiieinandertlrängen,  wenn  local 
sich  Massen  ge^endberlio^eii,  die  sich  in  ilirer  Widerstands- 
üLhigkeit  gegen  Druck  verscliicdenartig  verhAlten.  Die  ein- 
sinkende Masse  wird  durch  die  Bewegung  an  den  Seitenwänden 
gerieft.  Der  Druck  ist  meist  vertikal  nach  unten,  manchmal 
such  horizontal  gerichtet,  durch  ersteren  entstehen  die  yerti- 
kalen  Stylolithen  auf  den  Schichtflächen,  durch  letzteren  hori- 
zontale, in  den  Bänken  von  den  Eluftflächen  ausgehende.  Wie 
weit  Beyrich  und  Quenstedt  durch  diese  Ideen  Thur- 
manns beeintUisst  waren,  ist  nie  bekannt  geworden.  Dass 
aber  auch  in  der  ganzen  späteren  Stvloh'then-Literatur  der 
Arbeit  dieses  vortrefflichen  Beobachters,  die  erst  riiich  seinem 
Tode  Teröfienthcht  worden  ist,  keine  Erwähnung  getkan  wird, 
ist  sehr  merkwürdig,  erklärt  sich  jedoch  zum  Theil  aus  ihrer 
Schwerfälligkeit  und  einigen  Absonderlichkeiten,  auf  die  ich 
weiterhin  zurückkommen  werde.  Unter  allen  Umständen  ge- 
bohrt aber  Thurm  an  n  das  Verdienst,  die  erste  physLkaHsch 
wobl  begründete  Erklärung  der  Stjlolithen  oder,  wie  er  sie 
nennt,  Diasperasmen,  ab  Druckerscheinungen  gegeben  zu 
haben. 

0.  C.  Mars  Ii  vf  rüÜ'entlichte  1867  (Proc.  Aineric.  Assoc. 
hcierices,  Vol.  16.  ^S.  135 — 143)  einen  Aufsatz  ,un  the  origin 
of  the  so  called  Lignilites  or  Epsomites",  indem  er  auf  Grund 
eingehender  Studien  über  die  Stylolithen  Deutschlands  und 
Nord- Amerikas  die  Erjstallisations-Theorie  bekämpfte  und  der 
Druck-Theorie  in  Amerika  erfolgreichen  Eingang  yerschafite. 
Er  lehnte  sich  vollständig  an  die  Auffassung  Quenstedts  ?on 
1861  an,  ergänzte  sie  aber  in  mehreren  Punkten.  Freilich 
hirt  auch  er  das  Hauptgewicht  auf  die  gcdeckelten  Stylohthen 
lind  nennt  den  Deckel  geradezu  den  Schlüssel  des  Mysteriums. 
Er  meint,  dass  eine  Sehale  unter  der  dünnen  Thonschicht 
zwischen  zwei  weichen  Kalklajj;^«'»  dem  Druck  von  oben,  der 
die  untere  Lage  im  Ganzen  hinunterdruckt,  grösseren  Wider- 
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stand  leisten  müsse,  so  dass  sie  sich  langsamer  als  die  üliiige 
Oberfläche  senke  und  meist  wie  eine  Säule  stehen  bleibe.  Als 
Ursachen  dieser  grösseren  Widerstandskraft  zählt  er  auf  1 .  dass 
nach  oben  gewölbte  Schalen  wie  Keile  die  Cohäsion  der 
aufliegenden  Massen  überwun<1en  hnben,  2.  dass  das  Gewicht 
des  Deckels  die  Masse  unter  ihm  bereits  verdiebtet  habe,  3.  dass 
die  organische  Substanz  des  Deckels  im  KalkBcUanim  darunter 
bereits  Kalkconcretionen  yeranlasst  habe,  deren  Zustandekommen 
nach  oben  die  hangende  Thonschioht  verhinderte.  Liegen  die 
Schalen  statt  unter  über  der  Thonschicht,  dann  bilden  sich 
Zapfen  nach  unten  aus.  Wo  solclie  Deekel  fehlen,  kann  die 
Ursache  in  anderweitigen  Ungleichheiten  der  Diciiligkeit  in  der 
plastischen  Kalkmasse  liegen,  aber  die  Säulen  werden  dann 
nicht  so  regehttSssig  geformt. 

Der  üeberzug  von  Gaicit-,  Dolomit-,  Gyps-  oder  Coelestin- 
Kiystallen,  der  sich  Öfters  auf  den  gerieften  Wänden  der  Zapfisn 
findet«  sei  nicht  primär,  sondern  erst  nachträglich  durch  In- 
filtration entstanden. 

GUmbel  hat  sich  1882  (Z.  D.  geol.  Ges.,  Bd.  34,  S.  642) 
üb»-r  diesen  Gegenstand  geäussert.  Er  scbliesst  sich  ausdrücklich 
an  die  Autfassung  von  Beyrich  und  Queiistedt  an,  verräth 
aber  in  keiner  Weise  eine  Keuntniss  der  wichtigen  Arbeiten 
von  Thür  mann  und  Marsh. 

£r  gibt  zunächst  eine  genaue  Beschreibung  der  Stylolithen, 
in  der  besonders  auffallt,  dass  er  das  Vorkommen  horizontaler 
Stylolithen  bezweifelt.  Den  Vorgang  der  Entstehung  schildert 
er  folgendermaasen:  ,Die  Stylolithen  sind  innerhalb  mehrerer 
aufeinander  lagernder,  in  Form  eines  Kalksehlammes  abgesetzter, 
durch  thonige  oder  mergelige  Zwischenlagen  abgetrennter 
Scliicliteii  dadurcli  entstanden,  dass  bei  dem  ungleichen  Ver- 
halten, bei  dem  Austrocknen  oder  Verfestigen  die  Thon-  oder 
Mergellage  sich  zusamnK  rizog,  rissig  wurde,  in  kleine  Stückchen 
klttftete  und  dass  dadurch  die  bisher  bestellende  Gleichge\iachts- 
lage  der  zwei  aufemanderruhenden  Kalkschichten  gestört  wurde, 
die  auflagernde  Ealkmasse  einen  Druck  auf  die  unterliegende 
aus&bte,  der  bei  dem  Austrocknen  entstandenen  Baumvermin- 
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derung  entsprechend  sich  senkte  und  dadurch  einzelne  kleinere, 
durcli  (Ins  Zersprengen  der  Thonlage  abgetrennte  Partien  der 
unterliegenden  Masse  zu  einer  aufsteigenden  l^ewegung  veran- 
lasste. Die  kleinere  Masse  wurde  uemlich  dadurch  gezwungen, 
dem  Druck  der  grösseren  nachzugeben,  was  nur  durch  eine 
Bewegung  nach  aufwärts  möglich  war,  da  die  Unterlage  jede 
Bewegung  in  dieser  Richtung  verhinderte.  Durch  diese  wechsel- 
seitige Bewegung,  nemlich  einer  sich  senkenden  in  der  Haupt- 
masse und  einer  aussteigenden  in  den  zerstückelten  kleinen 
Partien,  entstand  die  zapfenflirniige  Verkeilung  der  Stylolithen 
mit  dem  einscliliessenden  Gestein  und  durcli  die  Bewegung 
selbst  nach  dem  ümriss  der  ]nfrl)ei  balinbreclienden  Schale 
oder  Thonschieferschoile  bildete  sich  die  Cannellirung  und 
Längsstreilung  der  Stylolithen.  Das  durch  Zerreissung  der 
unteren  Thonlagc  abgetrennte  Thonstttck  erscheint  als  die 
Kappe  des  Stylolithen,  die  während  des  Aufeteigens  sich  ab- 
trennenden Thontheilchen  als  thoniger  üeberzug  des  Stylo- 
lithen." Gümbel  hat  diesen  Vorgang  experimentell  nachzu- 
ahmen versucht,  indem  er  eine  mit  liöchem  versehene  Blei- 
j>]atte  zwischen  zwei  jilastische  ans  'l'hon  iiiul  Malerkreide  jje- 
niisclite  Lagen  eiiiselialtete.  Durcli  den  Druck  der  Platte*  \\  ur- 
den  dann  stylolithenähnliclie  Zapfen  der  unteren  Masse  heraus- 
und  in  die  obere  Masse  liineingepresst. 

Nach  Gürabel  läge  also  das  Ursächliche  in  dem  Vor- 
handensein einer  trennenden  Thonschicht  und  deren  Zerreissen 
in  Folge  der  Äustrocknung.  Im  Experiment  soll  deshalb  die 
Bleiplatte  die  RoUe  der  zerrissenen  Thonschicht  spielen.  Auf 
das  Mangelhafte  dieser  Veranstaltung  hat  bereits  Th.  Fuchs 
(1894)  hingewiesen,  wenn  schon  er  hierbei  in  einer  Hinsicht 
Gümbel  Uiurclit  that,  nemlich  mit  ]5<  zug  auf  „die  niemals 
fehlende  Tlionkappe",  die  ja  nncb  bei  (Tümbels  Experiment 
erhalten  wurde.  \'iel  anfechtbarer  als  das  Experiment  erscheint 
mir  die  physikalische  Begründung.  Der  dünnen  Thonlage 
wird  hier  eine  Rolle  zugeschrieben,  die  sie  gar  nicht  spielen 
konnte.  Wenn  die  aufliegende  noch  weiche  plastische  Kalk- 
tnasse  einen  .grossen  Druck*  ausübte,  so  konnte  die  dünne 
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Thonschicht  nitlit  zt'rreisscn,  höchstens  zusammengopn-sst  wvi- 
den.  was  ;il)or  in  diesem  Falle  g"erade  das  Gt'<^eiith(  il  von  Zcr- 
reis^eu  betlt'utot.  Auch  brauelitf  die  olx're  Kalkniasse  kt-ijies- 
wegs  auf  ein  Zerreissen  der  Thonschicht  zu  warten,  um  auf 
die  untere  Kalkmasse  einen  Druck  auszuüben,  der  sich  ja 
durch  die  dünne  Thonschicht  hindurch  längst  fortgepflanzt 
hatte.  Ein  weiterer  Mangel  dieser  Auifassung  besteht  auch 
darin,  dass  sie  die  horizontalen  Stylolithen  nicht  erklaren  kann. 
Bereits  1883  habe  ich  Oümbel  horizontale  Stylolithen  Uber- 
bracht, die  ich  in  Begleitung  von  Eb.  Fraas  beim  Aufstieg 
von  Spaichingen  nach  der  Drtüaltigkeitskirchc  im  weissen  .Jura 
ß  anstehend  getroft'eii  hatte.  Auf  seinen  Wunsch  überlies-s  ich 
ihm  das  eino  der  zwei  »Stücke,  welche  tUiL-m  vtrUkal  die  Knlkhank 
durchsetzenden  Stylolithenband  entnommen  waren.  Die  Zapleu 
haben  zum  Theil  eine  Länge  von  1  Zoll  und  zeigen  scharfe 
Cannellinmg.  Aber  erst  1888  (Zeitschr.  D.  rreol.  Ges.  S.  187) 
gab  Gttnibel  seinen  Zweifel  am' Bestehen  horizontaler  Stylo» 
lithen  auf»  als  er  solche  im  Jurakalk  von  Burglengenfeld  in 
der  Oberpfalz  aufgefunden  hatte.  Er  suchte  gleichwohl  seine 
frohere  Erklärung  aufrecht  zu  erhalten,  indem  er  annahm, 
ursprünglich  vertikale  Zapfen  seien  durch  Ablenkung  nach 
vorhandene?!  Spalten  in  horizontale  Kichtung  gebracht  worden. 
Wie  freilich  in  dem  weichen  plastischen  und  noch  niclit  aus- 
getrockneten Kalkschtamm,  der  unter  hohem  Druck  stand, 
Spalten  bestehen  konnten,  darüber  gibt  er  uns  keine  Auf- 
klarung. 

Die  beste,  auch  heute  noch  stichhaltige  Erklärung,  ist 
jedenfalls  diejenige  Thurm anns.  Liegen  zwei  Kalkschichten 
in  weichem  (pelomorphem)  Zustand  übereinander,  so  drückt  die 
obere  auf  die  untere,  einerlei  ob  eine  thonige  Zwischenschicht 
vorhanden  ist  oder  nicht.  die  untere  Schicht  irgendwo 
stärker  compriniirbar  als  sonst  ringsum,  oder  wird  ein  stärkerer 
Druck  auf  sie  ausgeübt,  so  sinkt  die  obere  Masse  dort  zapfen- 
formig  ein  und  erhält  dabei  seitliche  Striemung.  Die  iiori- 
zontalen  Stylolithen  sind  durch  Seitendruck  entstanden,  der 
aber  gewöhnlich  zu  schwach  war  oder  erst  eintrat,  als  das 
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Gi^Mm  nielit  mehr  plastisch  genug  war,  so  class  diese  Stjlo- 

liüit  11  sich  nicht  so  hüuüg  und  wohl  cbai'akterisirt  entwickeln 
konnten. 

Auffallig  erscheint  dabei  nur,  dass  Thurm  an  n  den  Terti- 
kalen  Draek  und  den  seitlichen  als  Ton  einander  unabhängig 
und  auch  zeitlich  getrennt  ansieht  und  nicht  die  Consequenz 
zog,  dass  vertikaler  Druck  im  Gestein  von  so  weicher  und 
plastischer  Besehaffenkeit  sich  auch  in  amtlicher  Richtung  fort- 
ptianzen  niuss. 

Darüber,  warum  die  Massen  au  einigen  Steilen  nicht  so 
stark  oder  stärker  coraprirairbar  waren,  hnde  ich  bei  Thur- 
mann keine  weiteren  Angaben,  und  diejenigen,  welche  Marsh 
gegeben  hat,  sind  gewiss  ungenttgend  und  erklären  für  die 
deckel&eien  Stjlolithen  gar  nichts. 

7.  Die  A liflüsuiigs-Tlieorie.  So  weit  die  bisher  be- 
sprochenen Ansichten  auch  .unter  sich  auseinandergehen,  so 
haben  sie  alle  doch  das  gemeinsame,  dass  sie  die  Stylolithen- 
bildung  in  eine  Zeit  versetzen,  in  der  die  Kalksteine  noch  nicht 
ihre  heutige  feste  Beschaffenheit  besassen,  sondern  noch  weich 
und  plastisch  waren. 

Th.  Fuchs  ist  der  einzige,  der  ihre  Entstehung  in  festem 

Gestein  vor  sich  gehen  lässt  und  zwar  in  der  gleichen  Weise, 
wie  sich  die  Drucksuturen  bilden,  durch  Druck  und  chemische 
Auflösung,  eine  Annahme,  die  mir  aus  den  schon  früher  er- 
wähnten Gründen  nicht  haltbar  erscheint. 

Die  Drucksuturen-Literatur  ist  sehr  viel  kleiner  als 
die  über  Stylolithen.   Hall  hat  1843  eine  Abbildung  derselben 

gegeben  (1.  c.  Fig.  58),  sie  aber  zu  den  Ligniliten  oder  Epso- 
miten  gestellt  und  ebenso  wie  bei  diesen  in  Bjrystallisationen 

ihre  Entstehung  gesucht. 

Thurmann  hingegen  hat  sie  s(lir  eingehend  beschrieben 
und  abgebildet,  aber  in  einer  recht  merkwürdigen  Weise  erklärt, 
die  in  der  späteren  Literatur  £sst  keine  weitere  Beachtung  ge- 
funden hat,  zum  Theil  wohl  deshalb,  weil  sie  niemanden  recht 
einleuchten  wollte,  zum  Theü  auch,  weil  seine  Darstellung, 
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wie  schon  erwShnt,  recht  sehwerfSllig  war  und  man  stoh,  um 

sie  überhaupt  zu  verstehen,  ei*st  mühsam  in  die  ihr  eigen- 
tbümlichen  Bezeichnungsweisen  hineinarbeiten  muss. 

Gleichwohl  ist  seine  erst  poetum  erschienene  Arbeit  so 
7oil  von  feinen  Beobachtungen  und  Gedanken,  daas  ea  sich 
wohl  der  MOhe  lohnt»  sie  kennen  zu  lernen  und  das  um  so 
mehr,  als  sie  nieht  ohne  Einfluss  auf  die  später  von  A.  Heim 
angestellte  Hypothese  der  latenten  Plastieität  gewesen  zu  sein 
scheint. 

Thurmann  geht  davon  aus.  dass  alle  Sedimente  nach  ihrer 
Ablagerung  sich,  ehe  sie  ihre  heutige  festr  Beschaffenheit  er- 
langten, in  einem  pelomorphen  Zustand  befunden  haben. 

Der  Pelomorphismus  (:zt]Xog  Schlamm)  ist  dadurch  be- 
dingt, dass  der  leine,  aus  nicht  wahrnehnjbareu  Mok'cülen  be- 
stehende Kalkschlamni  mit  Meeres wasser  vermischt  blieb.  Diese 
Masse  ist  vollkommen  dehnbar  und  plastisch,  heweglicli  wie 
Gallerte,  fähig  und  geneigt  bei  geringster  Ei^chUtterung  auf 
ghitteri  Spalten  zu  zerreissen  und  diese  Spalten  wieder  zu 
schliessen,  Wasser  zu  verlieren,  sich  dadurch  zusammenzuziehen 
und  dabei  auf  Spalten  mit  rauher  und  zackiger  OberflSche 
auseinander  zu  reissen.  Durch  Druck  Yerliert  diese  Masse 
Fltlssigkeit  und  nimmt  an  Volumen  ab.  Gegen  eine  freie 
Oeffinung  gepresst  ISsst  sie  sich  in  dieselbe  hineinpressen, 
wobei  sie  eine  der  Oefinuiig  entsprechende  Form  annimmt. 
Durch  Seitendruck  wird  sie  i^efaltet,  durch  vertikak'n  Druck 
von  unten  aufgebogen,  wobei  die  der  peioniorplien  Masse  etwa 
beigemengten  lithomorphen  (d.  h.  festen,  wasserfreien)  Kör})er, 
wie  z.  B.  Muschelschalen  oder  Belemniten-Eostren~  zerbrechen 
oder  defigurirt  werden  können. 

Die  Dauer  dieses  pelomorphen  Zustandes  war  sehr  lang, 
aber  verschieden  lang  bei  den  verschiedenartigen  Sedimenten, 
von  denen  einige  wie  z.  B.  die  Cementmergei  auch  schon  im 
noch  feuchten  Zustand  fest  werden  konnten.  Lithomorphe 
Korper,  wie  Oolithe,  Schalen,  Gehäuse  und  Skelettlieile  von 
Thieren,  Sandkörner  und  Gerölle  wurden  bereits  während  der 
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Sedimentbildung  toh  der  pelomorphieii  Masse  eingesehlosaen, 
andere  bildeten  sich  darin  nachher  während  des  pelomor* 
phen  Zustandes,  wie  z.  B.  GSnge,  Nester  nnd  Geoden  Ton 

Culcit,  Quarz,  Scliwefeleisen  etc.  Je  grösser  die  Mengt  I  i 
lithomorphen  Körper  war,  um  so  geringer  der  Pelomor- 
pliismus. 

Alle  Veränderungen,  die  durch  den  pelomarphen  Zustand 
bedingt  sind,  heissen  Pelomorphosen,  die  obere  und  untere 
Grenzfläche  der  Schichten  oder  BSnke  Epicliven  und  Hjpo- 
cliven,  alle  anderen  Spaltflächen  Diacliven.    Die  normalen, 

d.  h.  rechtwinkelig  zu  den  Schichtfläclien  stehenden  und  die 
anormalen,  damit  einen  kleineren  Winkel  bildenden  Diacliven 
sind  Pelomorphosen,  doch  gibt  es  daneben  auch  noch  uuregel- 
mässige  lithomorpbe  Diacliven,  die  erst  nach  Beginn  der  Ver- 
festigung der  Sedimente  entstanden  sind.  Die  glatten  pelo- 
morphen  Epicliven  nennt  Thurmann  galenisch  oder  Galenien 
(yaXtivti  Meeresstille),  agalenisch  heissen  sie,  wenn  sie  durch 
Druck,  Reibung  und  Zerreissungen  entstellt  sind. 

Hnuptdiacliven  (diacHves  principaley)  durchsetzen  mehrere 
Schichten  und  gehören  zwei  rechtwinkelig  sich  kreuzenden 
Systemen  an;  Nebendiacliven  (d.  secundaires)  setzten  nur  durch 
eine  Schicht  und  heissen  accessoriscb,  wenn  sie  anormal  sind. 

Die  Diacliven  sind  entweder  klaffend  und  leer,  oder  mit 
Calcit,  niemals  aVx  r  mit  i)eloinorpher  Substanz  ausgelullt,  weil 
sie  erst  später  entstamlt  Ti  sind  als  die  von  ihnen  nicht  mehr 
betroffene  hangende  Ge»tein.ssehicht.  Sie  klaffen  manchmal, 
wenn  auch  selten,  bis  1  dm  weit,  zuweilen  sind  sie  aber  auch 
wieder  ganz  zusammengegangen  (recoUement).  Den  Volum- 
Schwund,  welcher  die  Diacliven  erzeugt  hat,  berechnet  Thur- 
mann für  den  von  ihm  untersuchten  Theil  des  Juragebirges 
auf  ein  Zehntausendstel.  Er  ist  bedingt  durch  die  innere 
Warme,  welche  das  Wasser  austreibt  und  schreitet  von  unten 
nach  üben  fort. 

Thlasmen  (iV.aco  quetschen,  zerdrücken)  heissen  die 
Rauhigkeiten  der  Diacliv- Wände.  £s  sind  ausgezogene  Spitzen, 
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Splitter  (psquilles),  die  beim  Auseinaiid«  rreissen  der  ]ielo- 
morphetj  Masse  entsfceheD.  Bei  den  Epiciiven  kommen  sie 
nicht  vor. 

Schliessen  sich  die  thlasmitien  Wände  (thlasm^)  der 
DlacliTen  wieder  zu,  so  können  sich  —  und  es  isi  dies  be- 
sonders bei  den  secundSren  Diacliven  der  Fall  —  die  beider- 
seitigen Thlasmen  wieder  so  genau  ineinander  fügen,  dass 
diese  Contractionsrisse  sehr  leicht  der  Beobachtung  entgehen. 
Es  sind  das  Syncollemen  (ovynokkaa)  /.usammenleinieu),  und 
es  unt^^rliegt  mir  keinem  Zweifel,  dass  damit  die  echten  Druck- 
suturen  gemeint  sind. 

Fügen  sich  die  Thlasmen  beim  Schliessen  der  Diacliven 
aber  nicht  mehr  genau  ineinander,  so  zerdrücken  sie  sich  gegen- 
seitig, die  Wände  werden  eben,  glatt,  wellig  oder  auch  gestreift, 
und  diese  Oberflfiehenformen  heissen  dann  Tripsen  {xQiyng 
Reibung).   Es  gibt  sowohl  tripsirte  Diacliven  als  auch  Epicliven. 

[Hin  Theil  dieser  Tripsen  sind  die  wohlbekannten  llutsch- 
streifen.] 

Die  tripsirten  Diacliven  können  aber  noclimnls  auseinander- 
geiissen  werden  und  es  entstehen  dann  die  Xecollemen  (von 
^€HoXXtjfia,  d^oUement,  abgeleitet,  ein  Wort,  das  aber  selbst 
Passow  unbekannt  ist  und  wohl  ixxoXXtffJta  heissen  sollte)* 

Die  luiuhigkeitcn  dieser  xeLullirten  Wände  unterscheiden 
sich  von  denen  der  thlasuiirten  Wände  dadurch,  dass  sie  stärker 
hervortreten,  aber  weiter  von  einander  abstehen.  [Mir  scheint, 
dass  diese  Fonnverschiedenheiten  Wirkungen  des  auf  den  Kluft- 
fiächen  zirkuürenden  Wassers  sind.] 

Als  Diaperasmen  endlich  werden  die  Stylolithen  be- 
zeichnet, wie  schon  weiter  oben  eingehender  dargestellt  wurde. 

Der  peloiuorphe  Zustand  hat  nach  Thurmann  im  Jura 
noch  existirt,  als  schon  die  heutigen  Thäler  eingeschnitten 
waren,  denn  es  finden  sich  liäulig  an  den  Thalgehimgen  Fels- 
abrutschungen  mit  tripsirten  Wänden.  Auch  die  grossen  Ver- 
werfungen gingen  im  pelomorphen  Gebirge  vor  sich,  weil  die 
Spaltenwände  gestreift  sind.   Die  GeröUe  der  tertiären  Nagel- 
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Aull  waren  noch  peloniorph,  als  sie  ihre  gegenseitige  Eindrücke 
erhielten  (galets  tripses),  mithin  sind  sie  auch  aus  Zerst<»niiig 
peloinorpher  Juragesteine  entstanden,  woraus  aui'  einen  sehr 
r;i sehen  AhrollungsprocesB  geschlossen  wird.  Selbst  die  tertiären 
Lithodomen  luiden  pelomorphe  Küstenfelsen  Tor,  in  die  sie 
ihre  Löcher  bohlten.  Lithomorphe  Körper,  wie  z.  B.  MoUusken* 
gehäiise,  konnten  natürlich  keine  Pelomorphosen  erleiden,  wo 
pelomorph  umgewandelte  (compiimirte  oder  in  die  Länge  ge- 
zogene) Steinkerne  solcher  Gehäuse  gefunden  werden,  niuss 
man  fin nehmen,  dass  diese  Umformung  erst  nach  Aufiütiung 
der  Schale  eingetreten  ist. 

Vier  grosse  Perioden  werden  endlich  von  Thurm  an  n 
unterschieden:  die  erste  umfasst  die  Sedimentation  der  hoch 
pelomorphen  Massen,  in  der  zweiten  öffnen  sich  in  Folge  seis- 
mischer Oscillationen  die  Diadiren,  in  der  dritten  treten  die 
grossen  Dislocationen  (Gebirgsbildung)  ein  und  in  der  vierten 
beginnt  die  Solidifieation  des  Gesteins.  Li  allen  diesen  Perioden 
nahm  der  Pelomorphismus  langsam  aber  stetig  ab. 

Marsh  (1.  c.)  hat  18()7  die  von  Hall  abgebildete  Druck- 
sutur  zu  den  unvollkoiiinit'nen  Stylolithen  gestellt  und  er  weiöt 
darauf  hin,  dass  gerade  solche  undeutliche  Säulenbildungen 
und  Hiefungen,  die  längs  Kissen  oder  auch  mitten  im  Kalk- 
stein auftreten,  recht  häufig  sind.  Wo  sie  schräg  zur  Bankung 
verlaufen,  schreibt  er  sie  der  Wirkung  seitlichen  Druckes  zu, 
ohne  indessen  zu  sagen,  wie  derselbe  entstand. 

Dass  diese  Drucksuturen  nicht  in  dem  noch  weichen, 
sondern  im  bereits  verfestigten  Gestein  und  nicht  in  Folge 
von  Contraction  der  Gesteinsnias^c  sundern  von  Pressung  und 
damit  verbundener  cheinisclier  AulltKsung  entstanden  sind,  habe 
ich  ISi^f)  nachgewiesen  und  1S94  weiter  ausgeführt.  Darauf- 
hin hat  dann  Th.  Fuchs  (1.  c.  »  noch  1894  ebenfalls  und 
mit  besonderer  Bezugnahme  auf  lialU  Abbildungen  für  die 
Stylolithen  und  Drucksuturen  gleiche  Entstehungsart  ge- 
fordert, aber  im  Gegensatz  zu  Hall  und  Harsh  beide  als 
Druckerscheinungen  mit  chemischer  Auflösung  in  festem  Ge- 
stein aufgefasst.    Er  gibt  als  besondere  Begründung  dieser 
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Vereiniprung  luxli  folirendes  an:  „Dass  die  Stylolithen  iiiclit 
in  weichem,  nacbgiebi*^* m .  soiulern  in  bereits  verfestii^tem 
Gestein  entstanden,  scheint  mir  übrigen»  bereits  aus  der  feinen, 
scharfen,  parallelen  Riefung  herrorzugehen,  welche  die  Seiten 
derselben  zeigen  und  welche  ein  ganz  charakteristisches  Merk* 
mal  der  Stylolithen  darsteUen.  üeberdies  erscheinen  diese 
Seiten  oft  wie  polirt  und  bieten  ganz  das  Bild  einer  Butsch- 
flache  oder  eines  Harnisches  dar. 

Derartige  Oberflächenzeichnungen  können  sich  meiner  An- 
sicht nach  nur  auf  festem  Gestein  bilden  und  scheint  mir  die 
Biliiüug  geriefter,  glimzender  Rutschflüchen  auf  einer  weichen 
teigartigen  Masse  nicht  gut  denkbar.* 

Wir  sehen,  dass  zwei  Forscher  dieselbe  Erscheinung  zu 
gerade  entgegengesetzten  genetischen  Schluäsfolgerungen  be- 
nutzt haben. 

Thurmann  schliesst  aus  dem  Vorhandensein  yon  Rie- 
fungen -  und  Rutschflachen  auf  den  -weichen  —  Fuchs  auf  den 
harten  Zustand  des  Gesteines  während  deren  Entstehung.  In 
Wirklichkeit  können  sich  dieselben  sowohl  im  weichen  wie  im 
festen  Gestein  bilden.  Als  1887  hinter  dem  Bad  Sulz  bei 
Peisseuberg  ein  grOsöerer  Bergrutsch  eintrat  in  Folge  der 
Ueberlastnng  eines  lehnireichen  (iehänges  durch  eine  Stein- 
bruchhalte, trat  eine  sehr  scliarle  seitliche  Trennung  zwischen 
der  bewegten  und  der  in  Ruhe  gebliebenen  Gebirgsmasse  ein. 
Erstere  hatte  sich  mit  allem  was  darauf  stand,  Büschen,  Bäumen 
und  Häusern,  langsam  abwärts  bewegt,  und  als  ich  über  zwei 
Jahre  später  die  Stelle  besuchte,  waren  die  Rutschstreifen, 
die  sich  dabei  auf  der  seitlichen  Abrissspalte  im  Lehm  genau 
in  der  Richtung  der  Bewegung  gebildet  hatten,  noch  voll- 
kommen deutlich  erhalten.  Selbst  einige  Jahre  später  fand  ich 
sie  nach  Entfernung  des  Rasenbodens  immer  noch  sichtbar. 
Die  Weichheit  des  Gesteines  kann  also  nicht  als  Hindemiss  füi 
die  Entstehung  der  Streifen  auf  den  Stylolithen  gelten,  eher 
die  Härte.  Auf  den  Drucksuturen  iiudet  man  allerdings  auch 
eine  Art  von  Streifung,  aber  sie  ist  ganz  anders  ausgebildet. 
Kurze  riefenartige  Vertiefungen  wechseln  mit  einander  ab  und 
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geben  der  Oberfläche  mehr  ein  zerhacktes  iJs  ein  gestreiftes 
oder  cannellirtes  Aussehen.  Chemische  Auflösung  kann  so 
lang«'  uml  regohnilssige  Furclien,  wie  sie  dir  Za[)lV'n  der  Stylo- 
iithen  zeigen,  niclit  erzeugen,  denn  dazu  gehr)rte,  dass  an  den 
Vertiefungen  immer  das  Nebengestein,  an  den  Erhöhungen 
immer  das  Gestein  der  Zapfen  widerstandsfähiger  gegen  Auf- 
lösung geblieben  wäre,  ein  Zufall,  der  in  solcher  Häufigkeit 
und  Beständigkeit  nicht  eingetreten  sein  kann. 
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Sitzung  vom  3.  Februai-  1900. 

1.  Herr  Hermann  Ei-.kkt  legt  eine  in  seinem  Laboratoriuin 
von  den  Herren  Hugo  Fkkitao  unfl  G-eorg  ükivkich  ausgeführte 
Arbeit:  , lieber  die  inn  rrnetische  Öusceptibilität  orga- 
nischer Verbindungen"  vor. 

2.  Herr  Richabd  Hebtwio  hält  einen  Vortrag:  «Ueber 
die  Bedeutung  der  Befruchtung  bei  Protozoen".  Der- 
selbe wird  anderweit  zur  Veröffentlichung  gelangen. 

8.  Herr  Alfbbd  pKiKCwnsnc  macht  eine  Mittheilung:  «Ueber 
das  Verhalten  von  Fotencreihen  auf  dem  Convergenz- 
Kreise*^. 


1900,  Sftnuigik  d.  iii«tli.-pih7M.  CL 
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Ueber  das  magnetische  Verhalten  von  AikohoieD. 

Von  6f  .  H^lBriek. 

( Ktnsj«iauJ«n  10,  Ftbruar.J 

Bei  den  Untersucluiiigi.ii  kaiii  die  QuiiiLke'sche  Steighöhen- 
inetliode  in  der  Moditikution  von  Gu«t.  Jäger  (Sitzuiigbber.  d. 
'^S  loiier  Ak.  d.  Wiss.  Math.-iiafc.  Kl.  CVl.  Abt.  II)  zur  An- 
wendung. 

Jeder  Alkohol  wurde  bei  5  verscbiedenen  Feldstärken 
(von  7500  bis  11500  Kraftlinien  pro  cm*)  untersucht  und  für 
jede  Feldstarke  wurden  6  Einzelbeobachtungen  gemacht. 

Wir  bezeichnen  mit  k  die  magnetische  Susceptibilitat, 
M  das  Molekulatge wicht,  h  •  M  den  Molekulannagnetismus, 
die  Feldstarke. 

Eü  fanden  sich  folgende  Resultate: 

1)  Sämtliche  Alkohole  sind  diamagnetiscb. 

2)  Der  Molekularmagnetismus  k  •  M  ist  fUr  eine  »Substanz 
nicht  konstant,  sondern  von  der  magnetischen  Feldstärke  ab- 
hängig. Dabei  nimmt  der  Diamagnetismus  mit  steigender  Feld- 
stärke ah  und  zwar  in  dem  Maasse,  dass  in  ziemlicher  An- 
näherung ftir  eine  Substanz  k'M'^  als  Konstante  betrachtet 
werden  kann. 

3)  Für  gleich  hohe  Alkohole,  d.  h.  ftlr  Alkohole,  die  die- 
selbe Anzahl  von  Atomen,  aber  in  verschiedener  Bindung,  ent- 
halten, zeigte  sich  •  /If  •  .'ö  abhängig  von  der  chemischen 
Konstitution.  Die  mufi-nctiMlien  Eijjcnschaften  sind  also  für 
Alkohole  nicht  rein  additiver  Natur,  sondern  nach  der  Kon- 
stitution verschieden. 

8» 
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Die  Endzahlenwerte  fttr  die  untersuchten  Alkohole  sind: 


C  Ht  OH: 


G1H7  OH: 


Methyl-Alkobol 

-0.186  ±0X04 

Aethjl-Alkohol 

—  0.896  ±0.008 

Plropyl-AlkoboL  Normal 

—  0.892  ±0.««9 

Iso. 

-   0.409  +  0.007 

Batjl-Alkohol.  Normal 

—  0.620  +  0.009 

lao. 

—  0.641+0.008 

TriuiethyUarbinol 

-  0.482 +  Ü.0 14 

Auivl-Alkohol.  Iso. 

—  0.699  ±0.014 

i)im  ethyiaethjr  Icarbin  ol 

—  0.663  ±0.011. 

Ueber  die  magnetische  Susceptibilität  organischer 
Substanzen  der  aromatischen  Reihe. 

Von  Hugo  Freitag. 

Die  Unter.sucliiin^^  wun]*'  nacli  der  von  G.  Jäger  und 
St.  Mevor  in  den  Wiener  Ak.  Hcrichtcn.  math.-nat.  Kl.  CYl, 
Abteilung  II,  angegebenen  Methode  ausgetiihrt  und  ergab 
folgende  Re.su Itate: 

1)  Der  Molckularniai^iK'ti.smus  ist  für  die  untersuchten 
Präparate  keine  rein  additive  Eigenschaft,  sondern  von  der 
chemischen  Konstitution  abhängig. 

2)  Sämtliche  untersuchte  Flüssigkeiten  zeigten  sich  dia- 
magnetisch. 

3)  Der  Diamagnetismus  nimmt  mit  wachsender  Feldst&rke  ab. 

4)  Zwischen  dem  Molekularmagnetismus  km  und  der  Feld- 
stärke    besteht  mit  guter  Annäherung  die  Beziehung: 

SS  koDst. 

Als  Zahlenwerte  dieses  konstanten  Produkts  wurden  gefunden : 


CöHio:  Orthoxylol 

f,  Meiaxylol 

,  Parazjlol 

,  Aethylbenxol 

C9  H» :  PBeudocomol 

,  Hesitjlen 


m 

—  0.784  +  0.006 

—  0.718  ±0.010 

—  0.686  ±0.0U 

—  0.676  ±0.006 

—  0.628  +  0.010 

—  0.773  ±0.011. 
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üeber  das  Verhalten  von  Potenzreihen  auf  dem 

Convergenzkreise. 

Von  Alfred  Priagsheini« 

Eine  Poienzreihe  ^  (x),  die  noch  für  die  Stellen  X  — 
des  CoDTergenzkreises  im  allgemeinen  convergirtf  ist  zwar 
unter  gewissen  Kinscliränkungen  ^)  allemal  eine  Fourier*sche 
Beihe.  Immerhin  ist  man  bei  der  Beurtheilung  der  Conver- 
genz  Ton  ^(R^  nicht  ausschliesslich  auf  diejenigen  Ergeb- 
nisse angewiesen,  welche  die  allgemeine  Theorie  der  Fourier- 
sehen  Reihen  liefert.  Abgesehen  von  den  elementaren  Kri- 
terien für  unbedingte  (»dtT  liedingte  Convergenz,  kommt  als  ein 
der  Pütenzreihe  als  solcher  eigeiithünilicbes  fTillfsniittel  das 
Verhalten  von  lim  ^  (x)  bei  specieliem  oder  beliebigem  Grenz- 
tlbergange  lim  X  in  Betracht.  In  g  1  der  folgenden  Mit- 
theiliing  wird  zunächst  in  ganz  elementarer  Weise  untersucht, 
in  wieweit  aus  der  Existenz  eines  endlichen  lim  ^(x)  auf  die 

Convergenz  von  ^(X)  geschlossen  werden  kann.  Die 
Cauchy'sche  bezw.  Fourier 'sehe  Integral-Darstellung  der 
Reihen-Coefiicienten  führt  sodann  in  g  2  zu  einem  Kriterium 
für  die  absolute  Convergenz  von  ^{X)*  Daran  schliessen  sich 
(9  3)  Betrachtungen  Oher  Potenzreihen,  welche  auf  dem  Con- 
vergenzkreise ausnahmslos  und  doch  nicht  absolut  con- 
vergiren.  Schliesslich  (§  4)  werden  weitere  Anhaltspunkte  zur 
Beurtheilung  von  'iß(X)  aus  dem  Umstände  gewonnen,  dass  '^(X) 
durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  in  zwei  von 
einander  abhängige,  in  ihren  Convergeuz-Kigensehiitteii  sich 
gegenseitig  bedingende  ITourier'sche  Keihen  zertallt. 

<)  Tgl.  SitB..Ber.  Bd.  26  (1896),  p.  887  ff. 
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Silsung  der  maihrpkjfs.  Ctatte  vom  3,  Februar  1900, 


§  1.   Der  Abel'sche  Greuzwerth-Satz  und  seiae 

Umkehruiigen. 

1.  E.s  sei: 

(1)  ?(a;)  =  £;-a,af      (a,  =»    + i) 

1 

eine  Potenzreihe  mit  endlichem  Convergenz-Bereiche,  d.h.  einem 
mit  einem  gewissen  Radius  K  um  den  Null]}unkt  beschriebenen 

Kreise.    Da  man,  sofern  nicht  schon  B  =  1  ist,     {x)  mit  Hülfe 

CD 

der  Substitution  x  ^      in  die  Potenzreihe  %  (y)  =  ^*  (<B^It')'jf^ 

1 

mit  dem  GonYergenz-Radius  j  ^  |  =  1  transfonuiren  kann,  so 
dürfen  wir,  ohne  wesentliche  Beschrankung  der  Allgemeinheit, 
im  folgenden  ein  für  allemal  als  Gonveigenz-Radius  Ton  ^(x) 
den  Werth  1  annehmen,   ist  dann  conyergent 

und  bedeutet  q  eine  reelle  positive  Zahl  <  1,  so  besagt  der 
btkanute  Abel'sche  Grenzwerth-öatz,  dass: 

(2)  lim  ^  (q)  =      a, , 

und  daraus  folgt  unmittelbar,  dass  auch: 

(3)  lim  ^3feX)  =  i;-a.X% 

falls  X  eine  beliebige  Steile  auf  dem  Convergenzkreise  bedeutet, 

00 

für  welche      a,  X*  conyergirt. 
1 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  dieser  Satz  nicht  ohne 
weiteres  umkehrbar  ist    Denn  für  die  Gonvergenz  von 

SD 

S**  Oy     an  irgend  eine  einzelne  Stelle  X  der  Peripherie  ist 

nicht  nur  das  Verhalten  von  ^  (x)  in  der  Niilie  dieser  speciellen 
Stelle  A,  sondern  dasjenige  in  der  Nähe  des  gesammten  Con- 
vergenzkreises  maassgebend.  So  würde  z.  B.  schon  das  Vor- 
handensein einer  einzigen  Stelle  X,  für  welche  lim    {q  X) 
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von  der  ersten  oder  höherer  Ordnung  unendlich  wird,  die 

CoHTergenz  von  für  alle  übrigen  Stellen  X  definitiv 

aiisschUessen.  Aueh  folgt  aus  der  Oonyergenz  von  ^t^X* 
für  irgend  ein  bestimmtes  X  nicht  nur  die  Existenz  der  Be- 
ziehung (3),  sondern,  auf  Grund  einer  zuerst  von  Herrn  Stolz^) 

bewiesenen  Verallgemeinerung  jenes  Abel' sehen  SaUes,  die 
weitere  Beziehung: 

(4)  Hm¥(ar)«&a,X% 

falls  X  auf  einem  beliebigen  Strahle  der  Stelle  X  zustrebt; 
wäkreud  andererseits  aus  der  Existenz  eines  endlichen  liin  ^  ((?  Xj 

keineswegs  obne  weiteres  auf  diejenige  von  lim  f  (x)  in  dem 

eben  angegebenem  Sinne  geschlossen  werden  kann  (Beispiel: 

i 

<f(^)^e'^'-'^  bei  a?=l).») 

Ja  sogar,  wenn  auch  lim  ^{x)  im  obigen  Sinne  für  jede 

Stelle  X  einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt,  so  braucht 
darum  ^^(X)  fUr  keinen  einzigen  Werth  X  zu  convergiren 

^Beispiel:  9  («)  "  •  e'^).') 

2.  Es  giebt  einen  einzigen,  besonders  einfachen  Fall,  in 
welchem  der  in  Gl.  (2)  bezw.  (3)  enthaltene  Satz  ohne  weiteres 

umkehrbar  ist.  Um  denselben  zu  erledigen,  schicken  wir  zu- 
nächst den  folgenden  Satz  voraus: 

Wenn£a,  eigmäieh  divergirt,  so  ist  lim  ¥(^)soo 

c=i 

(d.  h.  lim  1 :     +  00).  Dabei soU £a^»  ]Ü(ar  +  /^r 0 

eigentlich  divergent  heissen,  wenn  mindestens  eine 

«)  Zeitäcbr.  f.  Math.  ßd.  20  (1876),  p.  370.  Vgl.  auch:  äitz.-ber. 
W.  27  (18'J7).  p.  374. 

»)  Vgl.  auch  §  2,  Nr.  2. 

3)  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  U  (1894),  p.  64. 
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der  beiilen  Reihen  £a^,  £ eigentlich  d.  h.  nach 
4-00  oder  — oo  divergirt).*) 

Beweis.   Es  sei  etwa,  um  irgend  eine  Festoetasung  zu 

oc 

treffen,      a,  =  -\-  oo.  Setzt  man : 

+     =  ♦ 

so  ergiebt  sich  mit  Httlfe  der  Aber  sehen  Transformation: 

«  «1—1  it— 1 

1  1  m 

Da  lim     =  -|-  oo,  so  besitzen  die      für  v  =  1,  2,  3, ... . 

r=a» 

eine  endliche  untere  Grenze  (die  eventuell  auch  negativ 
sein  könnte).  Bedeutet  dann  allgemein  gm  die  untere  Grenze 

von  ÖTO,  o„,^i,  öw-f2, . . . .,  so  folgt  aus  (5): 

m 

und  daher,  wegen  ^  <  1 : 

>ffi-^  9mQ*^,  wenn  fft<0, 
> ym^r^  wenn  ^^j^  0. 


(6)  ij" 


^)  £s  würde  nicht  genflgen,  anxunefamen,  daas  lediglich: 

1 

lim  ji;Ma,,H-/?H)  + 

«3B»  1 

Denn  aus: 

lim!4^  +  JB^<|=4-0f> 

«  =  00 

folgt  rueb  nicht  einmal,  <la.s3  eine  dt-r  /ablonfolgen  j^^j,  \By  \  den 
Grenzwertb  -j- c»  haben  müsste.    Es  könnte  auch: 


lim         I  =  00,   lim       =  oo, 

dagegen  .lipLM  1>  ÜSLI^  l 

M««  HS« 

endlich  sein. 
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Unterwirft  man  q  der  Bedingung: 

(0 


m  +  V 
80  wird: 

e*^^ — "Ty«'^^  ^  j®^*®  (noch  80  groflse)  w, 
und  somit: 

«•  1  1 

(8)  >  ^1  +  c  '^fm  bezw.  >  -  -flf«,. 

Da,  wegen  lim     =  -f-       »nch  lim  ^«  =  +  00,  so  kann 

in=<x  m=cc 

man  m  so  fiziren,  dass  ^m,  also  auch  ^,  ^  -  'gm  eine  beliebig 

gross  vü!  uvsi  line])en»'  positive  Zahl  G  übersteigt.  Alsdann 
wird  aber  nach  Ungl.  (8): 

N 

(9)  £^  a^Q^>a 

1 

f&T  jedes  n> m  und  jedes  ^ >       ^ .   Mithin  ergiebi  sich: 

(10)  lim  =  +  00 
und  schlitiBslich: 

(11)  Hm£<'(a,  +  /?rO'e*'»(»t   d.h.  lim«ß(^)»=  00, 
est  1  ^1 

ohne  dass  über  die  ßr  eine  weitere  Yoraussetsung  gemacht  zu 

werden  braucht.  —  Aualog  im  Fülle 

OD  00 

a,,  =  —  00 ,  bezw.  ^»      —  i  ^*  — 
I  1 

Ersetzt  man  wiederum  noch      durch      X%  so  folgt: 

Ist  SorX**  dgemdHek  divergent,  so  wird: 

lim^(eX)==oo. 
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Süiung  der  mathrphyt,  dam  mm  3,  Februar  1900, 


3.  Hieraus  kauu  man  zuQüchst  den  folgenden  Scliluss  ziehen: 

Besitzt  für  irgend  eine  Stelle  X  (auf  dem  Con* 
vergenzkreise)  lim "^(^X)  einen  bestimm tenWerth, 

so  kann  "SjüyX*  nur  eomergiren  oder  unmgenüi^ 

Da  aber  dir  un eigentliche  Divergenz  definitiv  ausge- 
schlossen erscheint,  wenn  die  reellen  wie  die  imaginären 
Bestandtheile  der  X*",  zum  mindesten  von  einem  bestimmten 
Index  yssfi  ab,  unter  sich  gleichbezeichnet  sind,  so  ge- 
winnt man  den  Satz: 

Besitzt  üm$(^e^')  für  irgend  eine  Stelle 

einen  bestimmten  Werth,  und  sind  (zum  minde- 
sten f 0  r  )'  >  n)  d  i  e  To  r  in  o  (a„  cos  v  0  —  ß,  sin  v  iJ) 
unter  sich,  ebenso  die  Tenne  {a,  sin  y  i?  -f  ßr  cos  v 

unter  sich  gldchhemchnet,  so  ist  Sa^e^^'  con^ 
vergeni. 

Dabei  j^estattet  die  auf  die  Vorzoichon  der  Keihenjrlieder 
bezügliche  Bedingunfj;  noch  eine  kleine  Verallgemeinorung,  die 
auf  der  Bemerkung  beruht,  dass  der  Convergenz-Charakter 
einer  Keihe  durch  Multiplication  mit  einem  Factor  von  der 
Form  c*'  in  keiner  Weise  geändert  wird.  Dn  die  Bedingung, 
dass  die  reellen,  sowie  imaginären  Bestandtheile  der  für 
v'^n  unter  sich  gleichbezeichnet  sein  sollen,  geometrisch  ge- 
sprochen den  Sinn  hat,  daas  die  Punkte  X**  (abgesehen  von 
einer  endlichen  Anzahl)  durchweg  im  Innern  und  auf  der  Be* 
grenzung  eines  einzigen  der  rier  von  den  Axen  gebildeten 
rechten  Winkel  liegen,  und  da  andererseits  durch  Multiplication 
mit  e'-'  jeder  Punkt  le(]i^lieh  eine  Dreliuug  um  den  \Vinkel  X 
erleidet,  so  kiinn  die  geometrische  Bedeutung  jener  verallge- 
meinerten Bedingung  dahin  ausgesprochen  werden;  die  Punkte 
Oy  X'  müssen  (zum  mindesten  für  v  >  n)  im  Innern  und  auf 
der  Begrenzung  eines  durch  irgend  zwei  vom  Nullpunkte  aus- 
gehende Strahlen  gebildeten  rechten  Winkels  liegen. 
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4.  Sieht  man  von  dem  eben  betrachtet;en  Falle  ab,  so  mass 
zu  der  Existenz  eines  endlichen  lim$(^X),  falls  man 

daraus  auf  die  Convergenz  von  ^  fir  X"  sdiliessen  will,  noch 
irgend  eine  andere  Bedingung  Innzukonmien,  welche  in  geeig- 
neter Weise  von  dem  Gesamratverhalten  des  Grenzwerthes 
lim$(a;)  für  alle  möglichen  X  und  jeden  beliebigen 

x=.X 

Grenzübergang  abhängen  rauss.  Als  einfachste  Form  einer 
solcluii  Bedingung,  die  sich  ja  auch  unmittelbar  als  noth- 

wen«lig  für  die  Convergenz  von  ^a^X"  erweist,  würde  sich 
zunächst  die  Prämisse  lim        0  ergeben.   Dieselbe  scheint 

indessen  nicht  hinreichend  zu  sein,  um  daraus  in  Verbin- 
dung mit  der  Existenz  eines  endlichen  lim$(^X)  die  Con- 

yergenz  yon  Sa^X*"  zu  erschliessen.    Dagegen  hat  Herr 

Tauber  gezeigt,*)  dass  eine  andere  für  die  Convergenz  von 

^  .  .       .    1  *^ 

£  Oy  notbwendige  Bedingung,  nämlich:  lim    Xj"  y     ^  0, 

in  Verbindung  mit  der  hierzu  gleichfalls  not h wendigen 
Existenz  eines  endlichen  lim'$(g),  stets  auch  die  Oonver- 

genz  von  c/,.  zur  Folge  hat.  Ich  möchte  dieses  mir  be- 
mcrkeusweith  erscheinende  Resultat  hier  gleichfalls  ableiten 
und  zunächst  euuge  auch  an  sich  nützliche  Betrachtnngfn 
vorauschicken,  die  ich  gleich  etwas  allgemeiner  fasse,  als  für 
den  Zweck  des  fraglichen  Beweises  nothwendig  wäre. 

5.  Setzt  man: 

(12)  Wj  +  t*2 -[-••. +  Mh=s»,  l««|  +  2-t*,-f  ...-f-  n-M„  =  «;, 
so  folgt  der  Satz,  dass  für  die  Existenz  eines  endlichen  lim  s^y 

also       die  Convergenz  yon  die  Beziehung: 

lim  '  =  0 

nothwendig  erschemt  aus  einem  etwas  allgemeineren,  zuerst 

>)  Monatbii.  f.  Math,  und  Fhyn.  Jahrg.  8  (Wien  1897),  p.  278. 
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von  Kronocker  bewiesenen ')  Satases  (s.  weiter  unten  Gl.  (19)). 
Dieses  Resultat  lässt  sich  indessen  auch  in  sehr  einfacher  Weise 
aus  einem  bekannten  Cauehjr^  sehen  Grenzwerth-Saize^)  ab- 
leiten. Damach  ist  n&mlich  (mit  einer  unerheblichen  Abweichung 
in  der  Formulirung): 

i 

{13)  lim      =  lim  {An  —       j) , 

falls  der  rechts  auftretende  Grenzwerth  existirt.  Substituirt 
man  hier: 

und  multiplicirt  die  betreffende  Gleichung  mit: 

lim  SS  1,  so  wird: 

M=«  n-f-  i 

lim  (» •  w,  4-  (n  —  1)     -f  . . .  -i-  1  •  tt„)  =  lim  5« , 

HS«  I»  -f  1  wBoo 

falls  lim  Sh  überhaupt  (d.  Ii.  als  endlich  oder  in  bestimmter 

MS« 

Weise  unendlich)  existirt.  Ist  aber  lim     zugleich  endlich, 

t<=:ao 

also  I]  M,.  convergent,  so  kann  man  die  letzte  Gleichung 
durch  die  folgende  ersetzen: 

,.    f     ,      ,      ,       »fi, +    — l)-w8H-...+  t-M,  1 
bm  |u,4-u,4-...  +  ««  '-^  «+1  —      -  1  =  0 

d.  h.  man  findet  (wenn  man  noch  der  Symmetrie  zu  Liebe  den 
Nenner  n  -{-  1  durch  n  ersetzt): 

(U)      Ihn  _      »i  _  0 . 

Geht  man  statt  von  dem  Cauchy 'sehen  Satze  (13)  von 
dessen  Stolz ^scher^)  Verallgemeinerung  aus,  nämlich: 

(15)  lim  t;  =  \im 


—00  Jl/«       H=fic  -il/j» 


1)  Comptes  rendus,  T.  108  (1886),  p.  980. 
*)  Analyse  alg^br.,  p.  59. 

s)  tfAtk.  Ajul.  Bd.  14  (1879),  p.  282.— AUg.  Ahthm.  Bd.  1,  p.  178. 
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(wo  die  3/„  mit  v  monoton  in's  Unendliche  wachsen  und 
wiederum  die  Existenz  des  rechts  auftretenden  GreDZwerthes 
Torausgesetzt  wird)  und  substituirt: 

A.y    A.v—\ 


(16) 


l 


also:    lim  ,j  =^ —  =  lim  fi„_i  =  lim  , 


80  wird: 

und,  wenn  man  y  2, 3, . . .  n  setzt  und  die  betreffenden  Gleich- 
ungen addirt: 

(17)  An  =  A^-\-         (3/,  —  Mr-i)  . 

'i 

Durch  Eiiiiüliruiig  der  Bcziidiiingcn  (IG),  (17)  in  Gl.  (15) 
nimmt  daher  der  betreffende  Grenzwerthsatz,  wenn  man  noch 

A 

beachtet,  dass:  lim -t^J  «»0,  zunächst  die  folgende  Form  an: 

HS«  Mh 

1  • 

(18)  lim  (Ä  —  JC-i)  •  «F-i  =  lim 

00  JU^  2  HS« 

sofern  Hm     Oberhaupt  existirfc.  Die  linke  Seite  dieser  01eich- 

N=GC 

ung  lässt  sich  aber  noch  in  folgender  Weise  transformiren: 
«  II  «— 1 

«  S  1 

=         (^'-i M  —  -3f,  5,  H-  Jfcf«  5« 

2 

N 

Ji;      ^  2'  Ä  «r 

1 

(wegen:  S^  =  w,  und  für  >  1 :  5,,  —  S,— i  =  t<^),  sodass  Gl.  (18) 
in  die  folgende  übergeht: 

lim  (s^  uA  =  hm  $n. 

WSSX    \  -Ä!«    j  /  MS« 
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Ist  jetzt  wiederum  noch  lim      eine  bestimmte  Zahl,  d.  h. 

«=00 

2Jttv  convergent,  so  folgt  schliesslich: 

(19)  ^^Jtf,«,  +  JM;«..  +  ...  +  Jf.u.^^^  ,j 

HSS« 

Diese  Beziehung  bildet  also,  geradeso  wie  die  speciellere 
(14)  eine  noth wendige  Bedingung  fUr  die  Conyergens  Ton 
2Jfiy.   Dass*die  Bedingung  (14)  für  die  Convergenz  von  £«*r 

nicht  hinreichend  ist,  folgt  unmittelbar  aus  der  Bemerkung", 

dass  es  divergente  Reihen  mit  pobitiven  Termen  u^^^v  giebt: 

^,  1 

so  genügt  z.  B.  die  Reihe  £     17  ,  der  Bedingung  (14),  ob- 

schon  sie  divergirt.  Waü  Hodanii  di»'  Bodinf^ung  (19)  bttriflFt., 
so  gelten  im  Falle  n,  >  0  die  folgenden,  ohne  besondere 
Schwierigkeit  zu  beweisenden  Sätze: 

Wie  stark  auch  £!ur  diyergiren  njag,  so  lassen 
sich  stets  monoton  in*s  Unendliche  wachsende  Folgen 
Jlfy  angeben,  derart  dass  die  Relation  (19)  erfüllt  ist.*) 

Wie  schwach  auch  ^  1/,,  di vergiren  mag,  so  lassen 
sich  stets  solche  My  angebon.  für  welche  der  örenz- 
werth  (19)  von  Null  verschieden  ausfallt. 

Daraus  folgt  dann  schliesslich: 

Genügen  die  f/,  (^vü  m^>0)  bei  jeder  Wahl  der  Mr  der 
Beziehung  (U*))       ist  £  u,  coiivergent. 
In  diesem  Sinne  kann  also  die  Bedingung  (19)  als  hin- 
reichend für  die  Gonvergenz  Ton         gelten.  — 

Schb'esslich  bemerke  ich  noch,  dass  nach  dem  Cauchy- 
schen  Satze  61.  (18): 

hm  '-^  '       -  hm  iiff., 

N=«  ^  MS« 


')  Das  ist  di<'  Kronecker'sche  lietliniruirj  <ii<'  >i<  Ii  ihm  h  in  f^ewisser 
Weise  vcrallgeinciiiein  lüHht.  Vgl.  Kronecker  a.  a.  U.  und  Jensen, 
Comptea  rendua,  T.  1Ü6  (188'),  p.  835. 

^  Dieaer  Satz  bleibt  natürlich  a  fortiori  auch  l&r  beliebige 
Kr  betteben. 
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sobald  der  rechts  bteiiendc  Grenz werth  existirt.  Somit  ist  die 
Beziehung  (14)  allemal  erfüllt,  wenn: 

(20)  lmifi*if»»0 

MS« 

(aber  niclit  umgekehrt).  Entsprechend  ergieht  sich  aus  dem 
▼eraUgemeinerten  Gauchy*  sehen  Satze  (GL  (15),  dass  die  Re- 
httion  (19)  sicher  besteht,  wenn: 

6.  Hülfs-Satz  L  Convergirt  ^  (a?)  =  für 
\x\  <r^l,  so  gelten  ffir      <r  die  Transformationen: 

(A)  *(«)«(!  ~a?)  .&^af^ 

1 

(B)  ¥  {x) = h  T^TTs  • +  (1  -  a:) .  h     •  ^; 

ir'(i'+l)  'iv-|-l 

wo: 

y  y 
I  1 

Beweis.  Die  Formel  (A)  ist  selir  bekannt,  wird  jedocli 
zumeist  unter  wesentlich  engeren  Voraussetzungen  abgeleitet. 
Sie  wird  hauptsächlich,  nach  dem  Vorgange  von  Dirichlet,*) 
zum  Beweise  des  Aber  sehen  Grenzwerthsatzes  (Gl.  (1))  benutzt, 

also  unter  der  Voraussetzung,  dass  £    convergirt,  d.  h.  lim  5» 

N=:aD 

eine  bestimmte  Zahl  vorstellt.  Du  in  diesem  Falle  offenbar 
lim  5«  jE**  s  0,  so  resultirt  die  Formel  (A)  ohne  weiteres  aus  der 

«MB» 

Abel* sehen  Transformations-Gieichung : 
„  „_i 

(22)  a,,;»*'  =  (1  —  «)  ü»^  4" 

I  I 

wenn  man  n  in 's  Unendliche  wachsen  lässt.  ^Vird  aber  die 
obige  auf  lim  s»  bezügliche  Annahme  nicht  gemacht,  so  mUsste, 


>)  Journ.  de  Math.  (2),  T.  7  (1868),  p.  358.  —  Oes.  Werke,  Bd.  II,  p.  806. 
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um  von  Gl.  (22)  zur  Formel  (A)  zu  gelaugen,  erst  feststclun, 
dass  lim  5«     =  0  für  ,    j  <  r.    Dies  lässt  sich  in  der  Tbat, 

was» 

auf  Grand  der  vorausgesetzten  Oonvergenz  von  So»^  für 
'  ar  j  <  r,  ohne  Schwierigkeit  direkt  nachweisen.  Noch  einfacher 

gelangt  iiiaii  jodoch,  ohne  den  Weg  über  die  Transformation 

(22)  zu  nohmen,  zur  Formel  (A)  mit  Hülfe  der  unmittelbar  für 
I  a;  I  <  r  <  1  als  richtig  erkannten  Beziehung: 

(23)  •  ¥  (a?)  =        .  I;»^    a?"  =        ar . 

Die  Vergleichung  mit  (22)  lehrt  dann  zugleich,  dass  alle- 
mal: lim    a:**  3=  0  fttr  I    I  <  r,  sofern  nnr  die  Beihe  9  (^)  ^nen 

von  Isull  verschiedeneren  Convergenz- Radius  r  besitzt,  mag  Sm 
im  ührigen  auch  mit  n  beliebig  stark  in's  Unendliche  wachsen. 

Zum  Beweise  der  Formel  (B)  bemerke  ich  zunächst,  dass 

gleichzeitig  mit  $  (a;)  auch  die  Reihe  x '  Sg>  (x)  ^Ji"  y  * 

für  I  o;  I  <  r  convergirt.  Daraus  folgt  aber  auf  Grund  der  soeben 
gemachten  Bemerkung,  dass  auch: 

(24)  lim5;a!*  =  0,  x*'^'{x)^1^^8',a^  für:  \x\<r. 

Man  hat  sodann: 
8^  —      =  V  •  a,,  also  Op        — ^  (y     2, 3, 4, . . . .), 

und  diese  Beziehungen  gelten  auch  noch  für  v  ^  1,  wenn  man 
$0  die  Bedeutung  von  0  beilegt.   Hiemach  ergiebt  sich: 

(25)  ^    -x)'sr^-  snm?' 

1    y(i'4-l)  1  » 
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und  hieraus,  mit  Rücksicht  auf  GL  (24)  und  die  Oonvergenz 
von  X]       (aus  welcher  a  fortiori  diejenige  der  beiden  rechts 

aul'treteuden  iieihun  resultirt): 

OS  Od  -|  «0  1 

1  1    r     -f  1)  '  '    1    V  4-  1 

Zusatz.  Für  o;  =  1  resultirt  aus  (25)  die  späterhin  zu 
benützende  Beziehung: 

(26)  (Lr  =  ii'  ^   + 

7.  Httlfs-Satz  n.   Ist  Hm  -  =0  (wo  wiederum: 
=s    4~  + <>»)t  so  hat  man: 

(27)  lim(l— e)-S''«.'e*'  =  o.  ») 
Beweis.   Es  ist: 

00  M  CO 

?(ö  =«S>      =»         + S' 

1  1  11+1 

Da  andererseits: 

J2,  _,     (mit  Benützung 

=  a-rt-ii"  ^*+- der  Formel  (A)) 

so  folgt: 

(28)  V  (q)  «  S" «.    —         +  ö  (1  -  ^)  •  5. 
und  daher: 

(29)  H5(rfi<£i' ia.i-i-k.i4-(i-e)-i:' 

1  »+1 


y 


»)  Der  Satz  lasst  sich  leicht  in  folgender  Weise  Tenllgememem: 
Iit:   lim  -  =  0,  80  hat  man:  lim  (l  —  e)l-P  Jj' 6'' =0. 

1900.  Sitziui^b.  d.  m»tb.-pby8.  GL  4 
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Wegen  lim  -  -  =  0  läsat  sich  nun  zu  beliebig  kleinen  £  >0 
ein  n  so  fixiren,  dass: 

S    !  E 

~  <2  für:  v>nr 
also,  wenn  man  Ungl.  (29)  noch  mit  (1  —  g)  multiplicirt: 

l(i-e)-IKy)i<(i-y)-{i-',«^l  +  i«.|}+(i-e)'-2'£/e— • 

Da  aber: 


CO 


so  resultirt  aus  der  letzten  Ungleichung  die  folgende: 

(30)   |(i-e)-?(e)l<(i-c)-{S'lo,|  +  «.j  +  |. 

Wird  jetzt  q  so  eingeschr&nkt,  dass: 

(i-e).[L'|«'l+s.}<2 

^"^•^        d.h.e>l  ,  r  (aber<l), 

so  ergiebt  sich: 

(82)  |(i~e).?(t,)|<«, 

und,  da  e  jede  noch  so  kleine  Zahl  >  0  bedeuten  kann, 
schliesslich : 

Um|(l-~e)¥te)l  =  0.  - 

Zusätze,  (a)  Ersetzt  man  wiederum  durch  X**,  wo 
|X|=«1,  so  folgt: 

Ist: 

(33)  lim  ?LÄ±^.      +  ■ ±.  ^  ^'  ^  o , 

ll=5C  W 

80  hat  man: 
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(31)    lim{l—e)'^{QX)  =  Um(X^QX)'^{QX)^0. 

(b)  Die  Bedingung  (33)  ist  offenbar  für  jedes  X  mit  dem 
absoluten  Betrage  |  X  |  =  1  erfüllt,  wenn  : 

(:i5)  lim  +       » 0 . 

«SdO  M 

In  diesem  Falle  gilt  also  auch  die  lltlation  (34)  für 
jedes  X. 

(c)  Ist  limaM~0,  so  besteht  (nach  dem  Cauchy 'sehen 

M=00 

Satze,  Gl.  (13))  allemal  auch  die  Beziehung  (35)  und  somit 
wiederum  auch  Gl.  (34)  für  jedes  X. 

8.  Nunmehr  beweise  ich  den  oben  erwähnten  Satz  des 
Herrn  Tauber  in  der  folgenden  Fassung: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedin<^iin 


o 


ffir  die  OonTOrgens  von  ij^Or  besteht  in  den  bei- 

1 

doli  Beziehungen: 


00 


(I)     lini  =^  A  (d.  h.  gleich  einer  bestimmten  Zahl) 

(U)     lira  ^:^0  (wo:  Ä;=l.a,  +  2.<i4  +  ...-f«-aH). 

Beweis.  Die  Nothwendigkeit  der  Bedingung  (I)  folgt 
aus  der  Stetigkeit  der  Potenzreihe,  diejenige  der  Bedingung 
(II)  aus  GL  (14),  p.  44. 

Um  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingungen  auch  hinreichen, 

iranaformire  ich  zuni&chst         q*^  mit  Holfe  der  Formel  (B) 

I 

p.  47,  also: 

1' n •  s'  +  (1  - e) ■  i;- ,  •  Q'- 

1  i  i)  i    V     k  . 

LSsst  man  o  gegen  1  convergiren,  so  folgt  mit  Benützung 

der  Voraussetzung  (I)  und  des  Hülfssatzcs  II  (dessen  Anwend- 
barkeit aus  dem  Zusätze  c)  und  der  Voraussetzung  ^U)  folgt): 

4* 
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(30) 


00 


A  =  lim  ij»* 


=  11    V  •  (v  +  1) 


Da  es  hierbei  gleichgültig  ist,  welche  Folge  monoton 
gegen  1  zunehmender  Zahlenwerthe  q  durchläuft,  so  hat  man 
speciell : 

A  =  lim  — 7-^-rJ\  •  U  1 

(37)  '   »'•(»'+1)  ^ 

=  lim      vln-  (l-  0'+  . 

H=oo  1    r{y-\-l)  \      nJ      „=«  n+i       +    \  nJ 

In  Folge  der  Voraussetzung  (II)  kann  man  zu  beliebig- 


kleinem  c  >  0  ein  n  so  fixiren,  dass 


<  £  für  V  >  n,  also : 


d.  h.  es  ist: 


lim  h  /in-^-0=Q- 

*  =  «   N+l   >"(>•+   1)       \  «/ 


und  man  kann  in  Folge  dessen  die  Beziehung  (37)  durch  die 
folgende  (nur  noch  von  einem  Grenzübergange  abhängige) 
ersetzen : 


(38) 


(39) 


A  =  lim  h  -r^n  •  (l  -  -)'• 
«=•  1    »'■(>'+  1)    \  nJ 

Man  hat  nun  ferner,  mit  Benützung  von  Gl.  (26) 


I  I    v  •  (r  4-  1 )  n 


und  daher  in  Folge  der  V^oraussetzung  (II)  und  Gl.  (38): 
(40)     lim  (s„  —  A)  =  lim      ,,-7^  ^  ^ * |  ^  ~      ~  n)  J  * 


,=00   1      V  •  (>'  4-  1) 


Digitized  by  Google 


A.  Pringtheim:  U^ber  äa$  VerhaiUn  wm  FoUtuareiken  de.  53 
Da  aber: 

80  wird: 


>  Sy 

I  V 


S',-7(,.n)(i-(,i-JJ|<i?',,+-ii<„V 

und  da  mit  RlIcksIcHt  auf  die  Yoraussetzung  (II)  und  den 
Gauehy^schen  Satz  (Gl.  (13)): 


1 

lüii  -  •  ij*" 


V 


0, 


bo  geht  til.  (40)  schliesslich  in  die  fulgendtj  über: 

(41)  lim(s»— ^)«0. 

«so» 

d.  h.  man  findet : 

(42)  S'a^Ä-l, 

1 

womit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist. 

9.  Siib5?tituirt  man  wiederum  X»"  für  a^,  so  nimmt  der 
eben  bewiesene  Satz  die  folgende  Form  an: 

Die  notbwendige  und  hinreichende  Bedingung 

für  dieConvergenz  der  Fot6nzreihe$(:c)  =  £>'  o,  d;** 

1 

fflr  irgend  eine  Stelle  x^'K^  besteht  in  der 

Existenz  eines  eudlicheu  lini'$(^X)  und  der  Be- 

Ziehung: 

(43)  lim  l(l.a, J!C  +  2.ajJ£»  +  ...  +  «-<i„J^-)  =  0. 

Ist  insbesondere  lim  n  •        0,  also  auch:  lim  n  <  |     |  0, 


«=«>  w=« 


so  hat  man  (s.  die  Bemerkung  am  Schlüsse  von  Nr.  5, 
GL  (20))  auch: 

(44)      lim^(l.|a,|  +  2.|a,|+...4-»-iö»|)  =  0, 

M—OD  W 
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und  somit  besteht  in  diesem  Falle  die  Beziehung  (43)  für  jedes 
X  mit  dem  absoluten  Betrage  |  X|  =  1.  Man  gewinnt  daher 
schliesslich  noch  den  folgenden  Satz: 

Ist  lim  «  •  a„  =  0,  so  con  vergirt  9^  (x)  =  S» 

u     x  1 

für  je(h;  Stelle  X  mit  dem  absoluten  Betrage  1, 
für  welche  lim     (o  X)  einen   endlichen  Werth 

besitzt. 

Es  läge  nahe  aus  den  Sätzen  in  Nr.  8  und  9  durch  Ein- 
führung der  bekannten  Integral-Form  für  die  Coefficienten 
Convergenz-Bedingungen  abzuleiten,   welche  lediglich  von  der 
Beschaffenheit  der  durch  die  Gleichung  f  (x)  =  lim     (q  X) 

definirten  Kandfunction  (vgl.  den  folgenden  Paragraphen) 
abhängen.  Es  ist  mir  iiulessen  nicht  gelungen,  auf  diesem 
Wege  weitere  Bedingungen  zu  erhalten,  als  diejenigen,  welche 
aus  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen  bereits  bekannt  sind. 


§  2.    Ein  Kriterium  für  die  absolute  Convergenz  einer 
Potenzreihe  auf  dem  Convergenz-Kreise. 

1.  Es  sei  wiederum: 

(1)  {x)  =  S"  a;- 

1 

eine  Poteuzreihe  mit  dem  Convergenz-Radius  |a;|=l.  Die- 
selbe definirt  dann  zunächst  für  |  a; .  <  1  eine  eindeutige  und 
stetige  Function  von  x,  die  mit  f(x)  bezeichnet  werden  möge. 
Für  die  Stellen  X  =  e^^'  auf  dem  Convergenz-Kreise  soll  sodann 
f  (x)  detinirt  werden  durch  die  Beziehung: 

(2)  f  (X)  =  lim  f  (o  X)  =  \im^{QX), 

WO  o,  wie  früher,  stets  eine  positive  reelle  Zahl,  kleiner 
als  1  bedeutet.  Für  solche  Stellen  X,  für  welche  ein  (end- 
licher oder  unendhch  grosser)  lim'!p(^X)  nicht  existirt, 
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mag  f  (X)  als  undelinirt  gelten.  Die  auf  flitse  AVeise  für  alle 
Btellon  '  X  I  <  1  mit  Ausnahme  etwaiger  Stellen  der  letztge- 
nannten Art  eindeutig  delinirte  Function  /  (x)  soll  schlechthin 
die  zur  Reihe  $ (x)  zugehörige  Function  und  specieli  f{X) 
die  zugehörige  Kandfunction  heissen. 

Es  ist  ohne  weiteres  klar,  dass  Oberall,  wo  "iHX)  conver- 
girt,  die  Beziehung  /■(X)  =  *^(A)  bestellt  (riiich  dem  Abel- 
sclieu  Sat/.e),  und  dass  an  allen  Stellen  X,  über  welclie  hinans  eine 
analytische  Fortsetzung  von  (x)  existirt.  /  (X)  mit  die.ser  iinn- 
ly tischen  Fortsetzung  zusammenfallt,  ist  ferner  ^  (x)  die  Ueihen- 
Entwickelung  eines  gegebenen  arithmetischen  Ausdruckes 
F(x),  für  welchen  F  {X)  =  lim  F  (q  X),  so  hat  man  offen- 

bar  /•(/•)  =  F (./•).  f{X)^F(X).  Tn  diesem  Falle  lilsst  sich 
im  allgemeinen  das  Verhalten  der  Liaudtunctiou  /  (>V)  aus  der 
Natur  des  arithmetischen  Ausdruckes  F(x)  genau  beurtheilen, 
und  es  handelt  sich  nun  darum,  aus  diesem  Verhalten  bestimmte 
Schlüsse  auf  die  Convergenz  der  Reihe  £  X*  zu  ziehen. 
Hierzu  ist  vor  allem  erforderlich,  dass  die  Reihe  So^X''  mit 
der  Fourier^schen  Reihe  für  f{X)  sich  identisch  erweist,  was 
bekanntlich  keineswegs  ohne  weiteres  der  Fall  zu  sein  braucht, 
auch  wenn  für  f{X)  wirklich  eine  convergente  Fourier^sche 
Reihe  existirt. 

Wie  ich  bei  früherer  Gelegenheit  gezeigt  habe/)  basirt 
aber  das  etwaige  Zusammenfallen  von  ^^cl^X*  mit  der  Fourier* 
sehen  Reihe  für  f  (X)  nicht  allein  auf  der  Beschaffenheit  dieser 
Randfunction,  d.  h.  auf  dem  Verhalten  yon  lim  f  {q  •  t?'- ')  als 

Function  der  reellen  Veränderlichen  i9,  vielmehr  auf 
dem  Verhalten  von  f{x)  in  der  Umgebung  der  Stellen  X  — 
wobei  unter  der  , Umgebung*  einer  solchen  Stelle  X  immer 
nur  deijenige  Theil  der  Gesammt-Umgebung  zu  verstehen 
ist,  welcher  dem  Inneren  und  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises  angehört. 


1)  8itE.-Ber.  Bd.  85  (1806),  p.  846  ff. 
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2.  Zur  Kennzeicliiuing  der  eigentluimliciien  Eventualitaien, 
welche  bezüglicli  des  Vfjrhaltens  von  f(jc)  in  der  Umgebung" 
der  Stellen  X  thatsächlich  eintreten  können,  bemerke  icb,  dass 
aus  der  Stetigkeit  von  f(x)  längs  eines  etwa  von  den 
Punkten      =  e^',      =  c^*^  begrenzten  Einbeitskreis-Bogetis 
und  auf  jedem  Radius  0X\  wo  X'  jeden  beliebigen  Punkt 
jenes  Bogens  bedeutet,^)  noch  keineswegs  folgt,  dass  f{x)  in 
der  Umgebung  einer  solchen  Stelle  X'  stetig  sein  müsse 
oder  dass  daselbst  uuch  nur  \f(-r)\   unter  einer  endlichen 
Grenze   bleibe.     Die   liierin    aiisges])n)chene   Tiiatsache,  da.ss 
nämlich  aus  der  Stetigkeit  einer  (für  ein  zweidimensionales 
Oontinuum  definirten)  Function  in  zwei  auf  einander  senk» 
rechten    Richtungen    noch  keineswoo-s  deren  Gebiets- 
Stetigkeit  (im  üblichen  Sinne)  resultirt,  ist  zwar  für  Func- 
tionen zweier  reeller  Yariabeln  langst  bekannt.*)  Dass 
dieselbe  aber  auch  an  den  Qrenzstellen  analytischer  Func- 
tionen einer  complexen  Veränderlichen  yorkomroen  kann, 
ist  meines  Wissens  bisher  nicht  bemerkt  worden,  und  es  mag 
daher  nicht  überflüssig  erscheinen,  die  fragliche  Erscheinung 
durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  ülustrireu. 

Es  sei  zunächst  für  { o;  |  <  1 : 

Für  jedes  von  1  Terschiedene  JC  =  (—  Ji  ^  i^  ^  +  »),  also 
für  jedes  Yon  0  Terschiedene  ^  hat  man  auf  Grund  der  zur 
Definition  der  Randfunction  gegebenen  Festsetzung: 


und  wegen: 


')  =  lime"  U'-i)  , 


»)  Die  Stetigkeit  von  f{X')  in  der  Richtung  des  Radius,  ist 
allemal  da  vorhanden,  wo  ein  beatimmtes  endliehes  f{X')  überhaupt 
ezistirt,  da  ja  die  definirende  Exietens-Bedingung  fiX*)    Um  /'(f  X') 

fast 

mit  der  betr.  iStetigkeita- Bedingung  /.UHaniinenfilllt. 

2}  Vgl.  Encyklopädie  der  Math.  Wisaenach.  Bd.  Ii,  p.  48,  Fussn.  254. 
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1     cou  2  i>  ~  i  »in  2  i> 

(für  jedes  i>  ausser  ^  =  0).    Ferner  wird ; 

/•(l)  =  limc  ^^-'^=0. 
imd  andererseits  auch: 

lini/'(c«)=«0, 

sodass  also  f  {x)  nicht  nur  für  jede  von  x  =  1  verschiedene 
Stelle,  sondern  auch  noch  für  x^l  in  der  Richtung  des  be- 
trefienden  Radius  und  längs  der  Peripherie  stetig  ist. 

Zieht  man  jetzt  aber  solche  Stellen  x  in  Betracht,  welche 

auf  der  die  Punkte  i  und  1  verbindenden  Geraden  liegen, 
d.  h.  setzt  man : 

+  (0<i<i). 

so  folgt: 

und  (wegen  (1  —  0*  =  — 

sodass  also  f{u)  für  lim  |  =  1,  d.  h.  wenn  j:  auf  der  Oeraden 
i  1  der  Stelle  x  =  \  zustrebt,  unendlich  gross  (von  unendlich 
hoher  Ordnung)  wird. 

Die  Function  f  (x)  =  e  ist  also  für  keine  noch  so 

kleine  Umgebung  der  Stelle  x—1  stetig  oder  auch  nur 
endlich,^)  obschon  sie  auf  jedem  Radius  und  längs  der 
Peripherie  ausnahmslos  stetig  ist. 


D.  h.  absdnt  genommen  unter  einer  festen  poritiven  Zahl 
bleibend* 
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Da  man  sirli  im  übrigen  scjlclic  Stellen,  wie  sie  die  i-hvu 
betrachtete  Function  für  x  =  l  besitzt,  auf  dem  Ein lu  itsk reise 
beliebig  condensirt  deoken  kann,  so  ist  sogar  die  Möglich- 
keit vorhanden,  dass  eine  im  Einheitskreiae  convergirende 
Potenzreihe  ^{x)  eine  auf  jedem  Badius  und  längs  der 
gesammten  Peripherie  endliche  und  stetige  Rand- 
fun et  ion  l\X)  =slimSß(Q  X)  besitzt,  ohne  dass  f{x)  in  der 

Umgebung  irgend  einer  einzigen  Stelle  X  stetig  ist 
oder  auch  nur  endlich  bleibt 

3.  Die  Uebereitistimmung  von  Xni,  X'  mit  der  Pourier- 

schen  Keilie  für  /  (  A  )  hängt  wesentlich  und  ausschliesslich 
davon  ab,  dass  die  (ileichung: 

wo  Cf,  einen  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreis  mit  dem 

Radius  p  bedeutet,  noch  richtig  bleibt,  wenn  man  diesen  In- 
tc'<,^rations-Kreis  durch  den  Einheitskreis  C\  ersetzt.  Hierzu 
wäre  ott'enbar  Ii i nrcicliend,  dass  f{X)  für  jede  einzelne  Stelle 
X  einen  hestiiumten  endlichen  Werth  besitzt  und  /  (qX)  bei 
lim  o  —  1  durchweg  gleichmässig  gegen  den  betreifi  ndeu 
Werth  f  (X)  convergirt.  Kann  nun  aber  auch  schon  das  Vor- 
handensein einer  einzigen  Stelle  X\  fUr  welche  die  eben 
genannte  Bedingung  nicht  erftlllt,  die  Existenz  der  Gleichung 
(3)  für  p  »  1  hinfällig  machen,  selbst  wenn  f(X'),  wie  in  dem 
Beispiel«^  von  Nr.  2,  einen  bestimmten,  den  benachbarten 
Run d \M  r llien  stetig  sich  anschliessenden  W'erth  besitzt,  so 
ist  andererseits  jene  Bedingung  doch  sehr  weit  davon  entlernt, 
eine  noth  wendige  zu  sein,  da  sogar  dann,  wenn  sie  für 
unendlich  viele  Stellen  X'  nicht  erfüllt  ist,  noch  die  Mög- 
lichkeit besteht,  in  der  Gleichung  (3)  durch  O,  zu  ersetzen. 
Diese  Möglichkeit  beruht  nämlich  (abgesehen  von  gewissen,  so- 
gleich  anzugebenden  Einschränkungen)  nicht  sowohl  auf  der 
Anzahl  der  etwaigen  Ausnahmestellen  X\  als  vielmehr  auf  dem 
besonderen  Verhalten  von  f  {j)  in  der  Umgebung  jener 
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Stellen  X'.  In  dieser  Hinsicht  sind  folgende  zwei  Eventuali- 
täten vorhanden: 

CO  I  I  bleibt  in  der  Umgebung  von  X'  durchweg 
unter  einer  endlichen  Grenze.  Wie  ich  in  der  oben 
dtirten  Abhandlunjjf  gezeigt  habe,0  durch  das  Auftreten 
einer  solchen  Stell«'  die  Möglichkeit,  in  Gl.  (3)  den  Integrations- 
weg (,'„  durch  C\  7.11  ersetzen  in  keiner  AVeise  altcrirt  (gleicli- 
j^ültig,  ob  /  (X')  selbst  einen  bestiiiiinten  Werth  besitzt  oder 
nicht).  Das  gleiche  gilt  dann  auf  Grund  bekannter  Methoden 
der  Integral-Theorie  auch  dann  noch,  wenn  Steilen  X'  der 
bezeichneten  Art,  eine  unausgedehnte  Menge  bilden. 

(II)  i  f  (/)  1  nimmt  in  der  Umgebung  von  X'  beliebig 
grosse  Werthe  an  (wobei  es  wiederum  gleichgültig  ist,  ob 
f(X*)  einen  endlichen  oder  unendlieli  grossen  Wertli  besitzt 
oder  überhaujit  nicht  detinirt  ist).  Auch  in  diesem  Falle  bleibt 
Gl.  (8)  noch  liir  den  Integrationsweg  C\  gültig,  wenn  f{x)  bis 
an  die  Stelle  X'  absolut  integrabel  ist,  sobald  der  In- 
tegrationsweg dem  Innern  oder  der  Peripherie  des  Einheits- 

kreises  angehdrt,  d.  h.  wenn  das  Integral  ^\f(j')\*da;  für 

jeden  solchen  Weg  gleichzeitig  mit  der  Länge  dieses  Weges 
beliebig  klein  wird.  Dieses  zunächst  für  den  Fall  einer 
solchen  Stelle  geltende  Resultat  bleibt  dann  wiederum  noch 
bestehen,  wenn  Stellen  X'  der  bezeichneten  Art  eine  reduc- 
tible  Menge  bilden.*) 

Wenn  nun  f  {qX)  im  allgemeinen,  d.  h.  höchstens  mit 
den  soeben  sub  fl)  und  (II)  als  zulässig  statuirten  Ausnahmen, 
f&r  lim  (9  SS  1  gleichmässig  gegen  die  endlichen  Kandwertlie 
coDvergirt,  so  wollen  wir  den  hierdurch  definirten  Cha- 
rakter Ton  f(x)  durch  den  Ausdruck  bezeichnen:  Es  sei  f(x) 
und  f(a:)\  in  und  auf  dem  Einheitskreise  gleichmässig 
integrabel.  In  diesem  Falle  darf  man  dann  die  Gleichung  (3) 
auch  durch  die  folgende  ersetzen: 

')  a.  a.  0.  I).  34C). 

^  Vgl.  Uarnack,  Math.  Ann.  Bd.  24  (1884),  p.  224. 
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woraus  dann  weiter  folgt,  daas: 

(5)  =      J  fie^O '  e-^^'  -d^. 

Da  andererseits  zun&elist: 
X  /  (0  •  i"''  'dt^O   für  jedes  ^  <  1  und  »  «  1, 2, 3, . . . , 


und  in  Folge  der  Torausgesetzten  gleichmässigen  Integrabilität 
von  f(x)  und  \f{iß)\  auch: 


also: 


J  /*(0  •       •  dt  =  iim  J  f{t)  •       .  flf^  «  0, 


so  folgt,  wenn  man  diese  letzte  Gleichung  einmal  zu  Gl.  (5) 
addirt,  das  andere  Mal  davon  subtrahirt: 

+« 


(6) 


— » 


^-  f/Xt  ")  •  sin  y 


— w 


d.  h.  die  Reihe  ^  a,  •      ist  mit  der  Fourier'schen  Reihe 

fOr  fie")  identisch. 

4.  Mit  Hülfe  dieses  Ergebnisses  und  der  Zerlegung: 

er  eo 

£''ar  6*"^'= S''(ar + ßpi)  (cos  y  i>  -f  i  -sin  y  t^) 

CO  00 

1  1 
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könnte  man  aus  einem  von  HarnackO  bewiesenen  Satze  er- 

sehUessen,  dass  die  Reihe  S(«*-f-^r),  also:  Sl^^vj*  con- 

Tergirt,  sohjild  zu  (lt*n  IxTeits  gcmacliten  Voraussetzungen 
noch  (]if  weitere  hinziikoiniiit,  dass  auch  '/"(e"*)!*»  d.h.  \f{X)\* 
längs  des  Einheitskreises,  integrabul  ist. 

Man  kann  indeesen  dieses  Resultat  mit  den  kier  zu  Ge- 
bote stekenden  HfllÜBinitteln  in  etwas  einfackerer  Weise  ab- 
leiten, wenn  man  statt  der  gleickmSssigen  Integrabilität  von 
f{x)\  Ton  Tornkerein  diejenige  von  \f(jjc)\^  voraussetzt. 

Man  hat  für  e<l: 

(7)  h  (a.  4-     0  •    •  6-"  =  /•  (e  •  , 
und  wenn 

1 

gtisetzt  wird: 

(8)  f>  (or  -ßri)'Q^*  e-^' «  rö?^^- 

I 

Berlickaicktigt  man,  daas: 

/  te  •  ^)  •  /  te  -V"')  =  if(Q'  I*. 
ao  ergiebt  siek  durck  Multtplication  der  Gleichungen  (7)  und  (8): 

wobei  der  Accent  bei  dein  Doppelsummen-Zeichen  ausdrücken 
soll,  dass  die  Combination  /x  =  v  wegzulaöäeii  ist.   Da  nun: 

y  (A.n-y)^.       ==  0      (ju.  v  =  1,  2,  3, . . .  /i ^  v) , 

SO  folgt  aus  (9)  durck  Muitiplicatiou  mit  d&  und  Integration 
in  den  Grenzen  — n  bis  ni 


>)  Math.  Ann.  Bd.  19  (188S),  p.  956.  —  Serret-Haraaek,  Diffe- 
rential- und  Integnl-Bechnmig,  Bd.  II,  1  (1665),  p.  846. 
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(10)  25i.i;''i»ri*-^*'=xV(e-ß*oi*-<'*« 

Dft  femer,  in  Folge  der  vorausgesetzten  gleichmässigen 
Integrabilitat  von  \f(Q*f^)\i 

lim  T  \1\Q'  ^"")  \^'dö^J\  /  (c")  I » .  <l  * , 
SO  findet  man  zunächst: 

lim  t'  ia.i*-r'  =n^^  Ji^c^Oi^-^^  ^ 

^  -  .T 

und,  da  die  betreffende  Keihe  ausschliesslich  positive  Glieder 
enthält,  mit  Rücksicht  auf  Nr.  3  des  §  1,  schliesslich: 

(11)  i:^i«.r=2lJ''^^'''^''''^^' 

sodass  also  2j{c»y{*  als  convergent  erkannt  wird. 

Es  besfplit  somit  der  lulgendc  Sat/: 

Ist  die  zur  Potenzreihe  ^  üy  zugehörige 
Function  f  {x)  nebst  dem  Quadrate  ihres  ab- 
soluten Betrages  in  und  auf  dem  Convergenz^ 
kreise  gleichmässig  intcgrabel,')  so  con- 

vergirt  die  Reihe  S 

5.  Um  aus  diesem  Resultate  weitere  Schlüsse  zu  ziehen, 
formuliren  wir  zunächst  den  folgenden  Uülfssatz: 


')  Setzt  man  voraus,  dass  ;  f  ( r)  \  für  |  .»• '  <  1  durchweg  unter  einer 
endlichen  Grenze  bleibt,  so  fol^t  aus  der  gleithniäs^igen  Integrabilitat 
von  fix)  schon  co  ipso  diejenige  von  | /"(«)!  und  \f(x)\'^.  In  diesem 
Falle  kann  man  auch  statt  der  Integrale  die  von  mir  sur  Dantellung 
der  Mac  Lau ri naschen  Reihen- Goefficienten  angewendeten  Mittel- 
werthe  (vgl.  Sitz.-Ber.  Bd.  25  (1895),  p.  92;  Math.  Ann.  Bd.  47  (189C). 
p.  137)  einf&hren  und  das  betrcffendo  Rei>ultat,  mit  Beibehaltung  der  im 
Texte  benQt/.ten  Sehl  nsswci.sc,  lediglich  niit  den  Holfs-Mitteln  der  ele* 
mentaren  FunGtionen-Tfaeorie  ableiten. 
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Ist  S   ö,.  I*  convergent  und  bedeutet 

irgfiid  eine  convergente  lieihe  mit  positiven 
Teruieii,  so  eon  vergirt  auch  die  Reihe  S^^V 

Derselbe  ist  lediglich  eine  besondere  Form  des  auf  der 
bekannten  Ungleichung: 

beruhenden,  schon  bei  anderer  Geh  g(  nheit^)  von  mir  benfitsten 

Satzes,  dass  aus  der  Convergenz  der  beiden  Reihen  2L)i>rf  Ij^Jr 

stets  diejenige  von  £  Vpr  •  qr  resuitirt. 

Aus  dem  obigen  Hülfssatze  folgt  dann,  dass  unter  den 
besOglich  der  Beschaff<»iheit  von  f{x)  gemachten  Voraussetz- 

I  ^  I 

ungen  jede  Keihe  von  der  Form  £C/r'*|a^|t  z.  B.  £^1^1 


- —  etc.  convergiren  muss. 

y  y  .  lg  V 

Angenommen  nun,  es  gehöre  zu  der  Potenzreihe: 

(12)  ^'{x)=^hya,'X^-' 

1 

eine  Fu  lu  iion welche,  ebenso  wie  | (o:)  I*.  in  und  auf 
dem  Einheiiskreise  gleichmässig  integrabel  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  dem  Satze  der  vorigen  Nummer  zunächst  die  Convergenz 
Ton  ^y*'  und  somit  auf  Grund  des  obigen  Hülfssatzes 

diejenige  jeder  Reihe  Ton  der  Form  £  Or^  •   •  |  Or  |, 

Baraus  folgt  dann  a  fortiori,  dass  £  |  [  convergirt  und 
somit  :if  auf  dem  ganzen  Einheitskreise  absolut  con- 
Tergent  ist. 

*)  Unrichtig  wftt«  es,  mit  Harnack  (Math.  Ans.  a.  a.  0.)  aaa  der 

Cimverj^en«  von  auf  dna  Verichwinden  von  lim  r«;«»-!* 

8chll.  -M  n  zu  wollen  (vgl.  ineine  licraerkungen  Math.  Ann.  Bd.  S6  (1890), 
p.  343  ff.). 

Sitz.-Bor.  Bd.  29  (1899),  p.  263. 
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Die  der  Function  f,  {x)  auferlegten  Bedingungen  sind  aber 
sicher  erf&Uti  wenn  die  zu  ^{sSj^^a^sif  gehörige  Function 

eine  Derivirte  (a;)  besitzt,  welche  in  der  Umgebung^) 
der  Peripherie-Stellen  X  im  allgemeinen*)  stetig  ist  und 
deren  Quadrat  höchstens  für  eine  reductible  Menge  von 
Steilen  X'  von  der  Ordnung  1  — e  oder  doch  von  einer  „hin- 
länglich**) niedrigeren,  als  der  ersten 

1  / 

(z.  B.  wie  —  [  lg  - )        etc.  bei    =  0) 

unendlich  wird.    Denn  für  |  J?  |  <  1  hat  man  ohne  weiteres 
(a)  =  / '  (a )  und  sodann  auf  Grund  der  in  Nr.  1  getroft'enen 
Festsetzungen:    (X)  =  lim  f    i)  =    (i).  Man  gewinnt  auf 

diese  Weise  den  folgenden  Satz: 

Besitzt  die  zur  Potenzreihe  '^üyX''  gehörige 
Function  f{x)  eine  in  der  Umgebung  der  Conyer- 
genzkreis-Stellen  noch  im  allgemeinen  stetige 
Deriyirte,  deren  QmdrcA  höchstens  für  eine  re- 
ductible Menge  solcher  Stellen  Ton  hinlänglich 
niedrigerer  Ordnung  als  der  mim  unendlich 
wird,  so  ist  X  noch  auf  dem  Convergenz- 
k reise  absolut  convergent. 

6.  Dieses  Kriterium  ist  von  erheblich  grosserer  Tragweite, 
als  das  bekannte,  auf  einer  gelegentlichen  Bemerkung  des 
Herrn  Lipschitz*)  beruhende,  welches  die  ausnahmslose 
Stetigkeit  der  ersten  und  ausserdem  noch  die  eindeutige 
Existenz  und  Endlichkeit  der  zweiten  Derivirten  fordert. 


')  Biese  BezeielinuBg  ist  wiederum  nur  in  dem  am  Sdilnsae  von 

Nr.  1  definirten  Umfange  zu  verstehen, 

')  D.  Ii.  mit  eventueller  Aufinalime  einer  unausgedelmten  Menge, 
für  welche  fiX^  enrnirh-iinotetig  wird,  bezw.  nicht  existirtt  aber 
in  der  Umgebung  endlich  bleibt. 

^)  D.h.  in  der  Wei.se.  dass  l/^(.r)[2  intecjrabel  bleibt. 

^)  Lebrbu«  h  der  Analjsio,  l>d.  11,  p.  492.  Vgl.  auch  Math.  Ann. 
Bd.  25  (1885),  p.  425. 
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Die  Convergenz-Thüorie  der  Fourier 'sehen  Heiheu  würde 
auf  Grund  der  über  f  {x)  geraachten  Voraussetzungen  nur  den 
Schlitss  gestatten,^)  dass  x""  auf  dem  Convergenzkreise  noch 
ausnahmslos  convergirt.^)  Daraus  folgt  aber  noch  keines- 
wegs die  absolute  Oonvergenz  dieser  Reihe,  wie  im  folgenden 
Paragraphen  noch  des  näheren  erGrtert  wird. 

Das  niimliche  Resultat  würde  sich  auch  aus  dem  Satze 
am  Sclilussie  von  §  1  (p.  54)  ergeben,  wenn  man  l)eriicksichtigt, 
iLoss  aus  der  Integral-DarsteUung  der  üy  (>)))  (Uircli  par- 
tielle Integration  (welche  wegen  der  über  /  (i)  gemachten 
Voraussetzungen  gestattet  ist)  sich  ergiebfc: 

a^^^    ff  (e'">sini'd.<l^ 
vn  J 

—n 

und  daher: 

lim  f  -o»  =  0. 

Einen  Sehluss  auf  die  absolute  Oonvergenz  von  X* 
gestattet  dagegen  ein  von  Heine^)  mitgetheilter  Satz  Ober  die 

Art  des  VerschwindenH  der  Fourier 'sehen  lleihen-Coefficienten 
bei  unendlich  wachsendem  Index.  Darnach  würde  aus  der 
Voraussetzung,  dass  f  (c^')  nur  von  niedrigerer  Ordnun^r  als 
der  ^-ten  unendlich  werden  darf,  folgen,  dass  lim     •  a,  =  0, 

woraus  dann  ohne  weiteres  die  absolute  Oonvergenz  von 
X'  hervorgeht.    Der  betreffende  Satz  gilt  indessen  nur 
für  den  Fall,   dass  f  {e'*^)  der  Dirichlet'schen  Bedingung 
genügt.    Zwar  behauptet  Heine  ausdrücklich  seme  UUltig- 

')  8.  z.  B.  Serret-Hn rnuck  a.  a.  0.,  p.  35?^.  Um  daa  betreffende 
Kesultat  anzuwenden,  hat  man  nur  zu  beachten,  daaa  aus: 

sich  ergiebt: 

^  Dabei  bliebe  übrij^cns  Schluasweiae  tind  Resultat  noch  gültig, 
wenn  f  («)  selbat  (nicht  erat  f{3^^  in  der  angegebenen  Alt  nnend« 
lieh  witd. 

f)  Handbuch  der  Kugelfunctionen,  Zweite  Auflage,  Bd.  I,  p.  68. 
IMMlL  Sitsaufabk    akllk-phyi.  CL  5 
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keit  niR'li  liir  den  Fall,  thuss  die  Function  an  einzelnen  Stellen. 
wo  sie  nicht  uneudlicli  wird,  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  hesitzt.  Sein  Beweis  aber,  wenn  ich  ihn  anders 
richtig  vei*stehe,  scheint  mir  diesen  Fall  nicht  zu  umfassen, 
und  ich  möchte  sogar  den  Satz  selbst  alsdann  für  unrichtig 
halten.  Gerade  durch  das  Auftreten  unendlich  vieler  Maxima 
und  Minima  wird  die  Kegelm Sssigkeit  in  der  Abnahme  der 
Reihencoeflficienten  im  allgemeinen  zerstört,  und  es  tritt  eben 

an  die  Stelle  der  Beziehung  lim     •     =  0  lediglich  die 

Convergenz  der  Ueihe  (welche  unmittelbar  aus 

der  Existenz  jener  Beziehung  folgen  würde,  aber  nicht  um- 
gekehrt). 

Da  alle  Schwierigkeiten  und  Ausnahinel^ille  in  der  Theorie 
der  Fourier 'sehen  Reihen  von  dem  eventuellen  Vorkommen 
unendlich  vieler  Maxima  und  Minima  herrühren,  so  scheint  mir 
ein  wesentlicher  Vorzug  des  oben  gegebenen  Kriteriums  gerade 
darin  zu  liegen,  dass  es  in  dieser  Hinsicht  nicht  tUe  geringste 
iElinschi^Rkung  verlangt. 

7.  Ln  übrigen  sind  die  in  jenem  Satze,  l)ezüglich  dor  Exi- 
stenz und  des  Verhaltens  von  f  i^)  lür  die  Stellen  X,  einire- 
fUhi-ten  Voraussetzungen  sehr  weit  davon  entiernt,  für  die 
absolute  Convergenz  von  2^ayX*'nothwendige  zu  sein.  Dies 
geht  schon  daraus  hervor,  dass  dieselben  ja  nicht  nur  die  ab- 
solute Convergenz  von  sondern  sogar  diejenige  von 

A  iiacb  sich  zieht  n.  Man  könnte  darnach  eine 
scliärfV'?-e  Form  des  lVa<Jclicli*'n  Kriteriums  etwa  dadurch  erzielen, 
dass  man  statt  der  irsten  Dtrivirten  eine  solche  mit  iicht 
gebrochenem  Index ^)  in  Betracht  zieht:  fllr  seine  prak- 
tische Anwendbarkeit  würde  indessen  auf  diese  Weise  kaum 
etwas  gewonnen  werden. 

Andererseits  lehrt  ein  Blick  auf  die  bekannte  Weier- 
strass^sche  Fimction  ij     •  ic**^  (a  <  1,  h  eine  ungerade  ganze 

Riemanii,  Ges.  Werke,  XIX,  p.  882.  —  Hadamard,  Jonrn.  de 
Matli.  4ieme  S^rie^  T.  8  (1898),  p.  164. 
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Zahl,  +|--r),  dass  es  Potenzreihen  giebt,  welche  auf 

dem  Convergenzkreise  absolut  convcrgiren.  ohne  für 
iri:«'!!'!  eine  Stelle  (Ussclhen  eine  bestiimnte  Derivirte  /u  l>e- 
sit'/en.  I>ie  Natur  tiiiucs  Beispiels  lässt  zugleich  (lautlich 
erkennen,  dass  die  Existenz  eines  im  allgemeineii  emllichcu 
f  (X)  durch  die  absolute  Convergenz  von  2j  «>  X*"  in 
keiner  Weise  präjudicirt  wird  (ähnlich,  wie  etwa  die 
GeoTergeDz  oder  Divergenz  von  £  a,  über  die  Existenz  eines 

bestimmten  lim         nicht  dati  geringste  aussagt).  Bedeutet 

nfunlich.  a,,  (v=  1,2,  8,  .  .  .)  irgend  eine  Folge  reeller  oder 
complexer  Zahlen  von  der  BeschaH'euheit,  dass  lim     ~  ü, 

1 

lim ;    I     1,  SO  besitzt  nicht  nur  die  Poteuzreihc:  "^ijc)  ^  «rX^'t 

v-m 

sondern  auch  jede  aus  ihr  herausgehobene  Potenzreihe: 

%{£)^^am^x'**  den  Ckinvergenzradius  1.  Die  zu  ^{x)  ge- 
hörige Function  f  {x)  kann  dann  auf  dem  Convergenzkreise  das 
denkbar  einfachste  Verhalten  zeigen,  nämlich  für  alle  Stellen 
mit  Ausnahme  einer  einzigen  noch  regulär  sein,  gleichgültig 
ob  I  Oy  I  convergirt  oder  divergirt.  Andererseits  lässt  sich 
die  Folge  der  natürliehen  Zahlen  iHy  allemal  (auf  uneutllich 
viele  Arten)  so  auswählen,  dass  ^  \  a«,^  |  (also  ^  a«^  X''V  ab- 
solut) convergirt  und  zugleich  der  Convergenzkreis  eine 
singulare  Linie  für  £  a«,^  jB"r  bildet:  bei  passender  Annahme 
der  ür  und  w,  kann  man  insbesondere  erzielen,  dass  die  zu 
^(«)  gehörige  Function  (  \x)  für  unendlieli  viele,  überall  dicht 

liegende  Stellen  X  kein  endliches  f  {x)  besitzt.  Mit  anderen 
Worten:  Gerade  deijenige  Process,  welcher  hier  die  absolute 

Convergenz  der  Potenzreihe     (a)  auf  dem  Convergenzkreise 

7.\ir  Folge   hat,  nämlich  das   Her iiu.sli eben   der  Theilreibe 

^{x)  aus  der  Keihe  mx\  zerstört  in  diesem  Falle  die  Exi- 
stenz einer  im  allgemeinen  endlichen  und  stetigen  Derivirten. 

Beispiel:   Mau  setze  a».  —  \       =  2*.    Die  Keihe 

6* 
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convergirt  fttr  |  r  |  =  1  nur  noch  bedingt,  ausser  für  die 
Stelle  a;  =  1,  wo  sie  eigentlich  ilivorgirt;  für  iille  ül>rigen 
Stellen  verhält  sich  Jie  zugehörige  Function  regulär,  besitzt 
also  endliche  Derivirte  jeder  Ordnung. 

-  ■  .,  1 

Ander^aeits  eonvergirt  die  Reihe:  $  (x)  —         -  auf 

0 

dem  Convergenzkreise  noch  absolut,  die  zugehörige  Funetion 

besitzt  aber  für  alle  Stellen  X  =  e^*^        (n  =  1,  2,  3, .  . . .) 

keine  endliche  Derivirte,  da  die  Reihe  (x)  ==  —  •  ü^" 
daselbst  eigentlich  divergirt  und  somit 

f  (X)  =  liiu     {(jX)  ^  CO 
wird  (nach  g  1,  Kr.  2), 

§  3.    Potenzreihen,  welche  auf  dem  Convorgenzkreise 
a uänaiimBlos  und  dennoch  nicht  absolut 

conyergiren. 

1.  Ich  ha))«'  hi;i  früherer  Gelegenheit')  darauf  aufm  orksam 
g<'iiiaclit,  'hiss  zwar  alle  bek im nteren  Potonzreilien,  die  auf 
dem  Convergenzkreise  noch  bedingt  convergiren,  daselbst 
mindestens  eine  Divergenzstelle  besitzen,  dass  es  nichts 
destoweniger  Potenzreihen  giebt,  welche  auf  dem  Cowrergeoz- 
kreise  ebenfalls  nur  bedingt,  aber  ausnahmslos  convergiren. 
Nachdem  ich  a.  a.  0.  einen  allgemeinen  Typus  von  Reihen- 
coefficienten  mitgetheilt,  welche  £  Or  /if  die  fragliche 
Eigenschaft  besitzt,  habe  ich  daran  die  Frage  geknüpft,  ob  sich 
nicht  auch  im  Einheitskreise  analytische,  durch  geeignete 
Singularitäten  auf  der  Peripherie  charakterisirte  Func- 
tionen angeben  lassen,  deren  Mac  Laurin'sche  Entwickelung 

«)  Math.  Ann.  Bd.  25  (1886),  p.  419. 
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auf  der  Peripherie  ausiialimslos  und  doch  nur  bedingt 
convergirt.  Diese  Frage  kann  auf  Grund  dorjemgeii  al)o;e- 
meinen  Hetraclitungen,  welche  ich  in  einer  anderen,  oben  l)ereits 
citirten  Arbeit^)  angestellt  habe,  und  durch  Angabe  sehr  ein- 
facher Beispiele  in  bejahendem.  Sinne  entschieden  werden. 
Man  setze  etwa: 


(1)  -«■-', 

sodass  also:^) 


ao 


wo:  %=\  und  lür  y  >  1  : =  ^ — p-  (y  —  . 

Die  Function  ist  auf  der  gesammten  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises noch  regulären  Verhaltens  mit  Ausnahme  der 
Steile  x-^l»   Hier  wird: 

(3)  Al)  =  lini  rW^-O. 

und  zwar  alleinal,  wenn  x  auf  einen  beliebigen  Strahl  aus 
dem  Innern  der  Steile  1  zustrebt.    Andererseits  hat  man: 

(4)  r(e^)«eijcos(icüt|)-i.8in(icot^^jJ  (d^O). 

sodass  also  f  (e'''  )  bei  ^  »  0  mit  unendlich  yielen  Osciliationen 
endlich-unstetig  wird.  Die  Fourier'sche  Reihe  für  f{e^% 
welche  in  Folge  der  }iedinguii<)f  ('i)  und  des  im  übrigen  durch- 
weg rej^iilären  Verhaltens  von  fix),  mit  der  JJcihe  ^n,.r*''^ 
zusammenfallt,  ist  alsdann  fUr  — n^^Kn  ausnahmslos^) 


>)  Sits.-Ber.  Bd.  25  (1895),  p.  816. 
S)  A.  a.  0.  p.  865. 

*)  yermöge  eines  «iiuieiitatellendeii  Drackfeblen  beisst  es  a.  a.  0., 
daas  die  fragliche  Reihe  fOr  #eaO,  also  für  x  =  l,  divergirt.  Da.s8  es 
sidl  hierbei  .wirklich  nur  um  einen  Druckfehler  han  lolt.  geht  daraus 
hervor,  dass  ich  an  anderer  Stelle  (Math.  Ann.  Bd.  44  (1694),  p.  64,  Fuss- 
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convcrgcnt.    Sie  kann  indessen  keinesfalls  absolut  eonver- 

gin-n,  weil  in  diesein  Falle  die  dargestellte  Function  f(e^O 
a usiialiiiiälüü  stetig  seiu  müsste.  Somit  ist  die  Potenzreihe 
a;"  auf  dem  Convergenzkreise  zwar  ausnahmslos,  jedoch 
lediglich  bedingt  convergent.  Für  x—1  ergiebt  sich  dabei 
insbesondere,  auf  Ghrund  der  Beziehung  (3)  und  des  Abel- 
sehen  Satzes: 

(5)  t'-a.^O.  0 

Dieses  Beispiel  lässt  zugknch  deutlich  erkennen,  durch 
welche  Art  von  Singularitäten  .X'=e'*'*  die  fragliche  Conver- 
genz-Erscheinung  hervorgebracht  wird;  es  muss  hm  f  (x)  einen 

eindeutig  bestimmten  Werth  besitzen,  wenn  x  auf  einem  be- 
liebigen Strahle  von  iuiien  her  der  Stelle  A"  zustrebt; 
andererseits  iiiu>s»s  f{e''^')  hei  ß  =  t7'  eine  Unstetigkeit  erleiden, 
welebe  immerhin  iioeli  die  Convergenz  der  betreffenden 
Fourier' sehen  Keihc  für  ß  —  bestehen  lässt,  die  aber  dann 
eo  ipso  deren  absolute  Convergenz  definitiv  ausschliesst.^) 

note)  ausdrücklich  die  Convergenz  dieser  Keihe  (bezw.  der  damit  gleich- 
artigen: 

e   *  =  £  Cr  («  — ly^  fQr  a?r=o) 

bervorgehübon  halM>.     Dio  Convorijon?  für      =  0  folgt   im  übrigen 
auH  den    von   Du   1^  o  i  s   Reymuud   ;iii<:<'stt'lltrii  Untcrsnehungen 
über  Pourier'acho  Reihen  (Ahh.  der  Bayer.  Akad.  II.  Cl.  Bd.  XII* 
p.  87.  44),  etwas  einfacher  ans  §  4,  Nr.  4  dieses  Aufsatzes.  —  Wie 
ich  inzwischen  bemerkt  habe»  hat  Herr  Saalschüts  die  CoefBcieDten 

der  Reihe:  e*  ~ '  —  ^  zum  Gegenstände  einer  sehr  aasflahrlichen 

Untersuchung  gemacht  (Archiv  der  Math,  und  Phy».  (2),  ßd.  6  (1888), 
p.  305— 85<i)  und  hierbei  auch  einen  (mir  freilich  nicht  ganz  einwurfafrei 
erscheinenden),  auf  asymptotischer  Integration  f  iner  für  die  Coeffidenten 
ar  bestehenden  Becursionsformel  beruhenden  Beweis  fllr  die  Gonvergens 
von  ^fff  mitgetheilt. 

>)  üebereinstimmend  mit  dem  von  Herrn  Saal  schütz  (a.a.O.  p. 884) 
durch  asym|)totiM<  he  Betrachtungen  berechneten  Resultate.  • 
^  Vgl.  auch  §4,  Nr.C. 
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2.  Die  Yon  mir  früher  imtg<etheilten,  am  Anfange  dieses 

P;ir;i^raphen  erwähnten  Pütenzreihen  (mit  ausnahmslos  be- 
dingter Convergenz  für       ==  1)  sind  von  der  Form: 

WO  in  bestimmter  Abwechselung  die  Werthe  +  l  besitzt, 
während  die  M,  eine  monoton  in*8  XJnendliehe  wachsende 
Folge  positiver  Zahlen  vorstellen,  von  der  Beschaffenheit,  dass 
zwar: 

(7)  >  y 

ist,  dagegen  S  jg^  divergirt      B.  J^tr  Ich  will 

nun  zt  igen,  dass  man,  bei  etwas  anders  gewäliltrr  Anordnung 
jener  Glieflcr-Vorzeithen  f^,  IJeihen  von  analogem  Verhalten 
gewinnen  kann,  bei  welchen  die  monotone  Zunahme  der 

nur  in  dem  Maasse  erforderlich  ist,  dass  }^  convergirt, 
sodass  also  im  wesentlichen^)  nur 

zu  sein  braucht.  Abgesehen  davon,  dass  die  in  diesem  Falle 
zulassige  Wahl  M»=^v  ein  besonders  einfaches  Beispiel 
einer  Reihe  von  der  fraglichen  Beschaffenheit  giebt,  so  scheint 

mir  das  betreftenfU»  H*»siiltat  aus  dem  Grunde  besonders  lehr- 
reich, weil  es  eine  bcmerkcnsw  erthe  Ergänzung  zu  dem  Satze 
m  Nr.  4  des  vorigen  Paragraphen  liefern  wird. 

Ich  setze,  wie  in  Ol.  (6): 


1  I 


(8)        I]"  a„ ar  =  •  ^^    wo:     =  (—  1)' 


Genauer  gemgt: 

wo  sty  nur  80  in's  Unendliche  zu  wachsen  braucht,  daa«  £  con- 

vergirt  (cf.  61.  (20)). 
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(dabei  soll  [Vv]  die  grdsste  in  Yv  enÜhalteiie  ganze  Zahl 
bedeuten),  und  will  darauf  ausgehen,  die  schwächste  mono- 

tont!  Zunahme  der  J/,  zu  bestiiiunen,  bei  welcher  die  Reihe 
^  «„  a;''  für  \  x  —1  noch  ausiiahniäloü  coavergirt. 

Damit  dies  zunächst  an  der  Stelle  x  =  1  statttinde,  also 
<^  convergire,  ist  nach  p.40,  Gl.  (19)  jedcni'alls  noth wendig, 
dass: 

d.  h. 

(9)  lim  ^"  =  0,  wo:  a,  =  «,  +  e,  + . . .  +  f«. 

Die  aus  bestininiten  Gruppen  positiver  und  negativer 
Einheiten  bestehende  Summe  nimmt  bei  successiTe  wach- 
sendem n  unter  anderen  Werthen  eine  Reihe  Yon  Minimal- 
bezw,  MaximaUWerthen  an,  welche  allemal  dann  auftreten, 
wenn      das  Schlussglied  einer  Gruppe  negativer  beav. 

(V>]-» 

positiver  Einheiten  bUdet.    Da     =  ( — 1)  und  [Vv] 

jedesmal  um  1  zunimmt,  wenn  v  gerade  eine  Quadratzakl 
erreicht,  wobei  dann  also  ey  das  Vorzeichen  wechselt,  so 
sind  jene  Minimal-  und  Mazimalwerthe  von  charak- 
terisirt  durch  die  Bedingung  n  —  m* — 1;  und  zwar  ist  das 
betreffende  Schlussglied  fMein  negatives  bezw.  positives, 
der  entsprechende  Werth  von  o„  also  ein  Minimum  bezw. 
Maximum,  je  naclideui  n  gerade  oder  ungerade.  Mau  hat 
nun  für  »  =  (2  /*  -f-  1)*  —  1=4  f.i^  -j^  ^  /' ' 

S  8  15  24 

I  4  9  Itt 

(2/.)* 

=  (3  — 5)4-  (7"-yj  +         (4ju  — 1)  — 1) 

(10)  =-2/t, 

und  für  »     (2 /*)»—!  =  4 

ov-,«(3-5)  +  (7  — 9)+...  +  (4Ai  — 1) 

(11)  =2/1 -f-1. 


Digitized  by  Google 


A.  Print/sheim:  üeher  das  Verhalten  von  Potemreüun  etc.  73 
Hieraus  ergiebt  sich  zunScIisi,  dass: 

(12)  Hm  /^^^^     -     1,  K».  -^^J=L_ 

und  da  die  Folge  der  04^,^+4,,  =  1 ,  2,  .S,  .  .  .)  oflenbar  den 
unteren,  die  Folge  der  a4^t_j  den  oberen  Limes  von  ö„ 
defioirt,  schliesslich: 

(13)  lim  ^  =  -1,  lim  ^  =  +  1. 

Daraus  folgt  aber,  dass  die  nothwendige  Bedingung  (9) 
Ar  die  Convergens  Ton  dann  und  nur  dann  erfüllt 
ist,  wenn: 

(U)  >  Vv, 

sodass  man  also  setzen  kann: 

(15)  Mp  =  Yv  •  mr,  wo:  lim  co. 

ras  09 

Man  hat  nun  mit  Hülfe  der  Ab  ersehen  Transformation: 

 *'yy     Oy     Mr^x  —  My  On 

und  daher»  mit  Berücksichtigung  Ton  Gl.  (15)  und  (13): 
^         ^   Oy   F»'  +  1  •  Wv+i  —  V^'  niy 

ZJ^  Or  =^  ZJ'  Ly-   T/-   ■   . 


Daraus  folgt,  dass  £  o»  gleichzeitig  mit  der  rechts 

stehenden  iicihe,  also  wegen:  lim       ==  1,  gleichzeitig  mit 

«»soD  y  V 

der  Reihe   

Vr  +  1  .  tn^i  —  Vv  '  niy 

convergirt. 
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Man  hat  nun: 


(■4;) 


m^^i—nir 

—  (wo:  lim  i>k  =  1, 


Um       BS  1) 


Di^  — 2L'  (las  allgememe  Glied  einer  convergeuten 

Reihe  bildet,  sofern  nur  überhaupt  my  mit  v  monoton  (wenn 

aiicli  beliebig  langsam)  iu's  Unendliche  wächst,')  so  wird  die 

fragliche  Reihe  dann  und  nur  dann  convergiren,  wenn  £ 
convergirt.    Darnach  ergiebt  sich  also  zunächst: 

Für  die  C on v i  i  j^ enz  der  lieiho  üa^i  wo: 

ass  (™- l)!*^**^"' . —  ist  no^hwenc^f  dass 
lim  iMr «  00,  Mnreu^end,  dass  die      monoton  zu- 

nehmen  und  S  ^^^^  convergirt. 

3»  Ks  lüsst  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  alsdann  gleich- 
zeitig mit  2j  a,  auch  £  X"  fUr  jedes  von  1  Yerschiedene  X 
mit  dem  absoluten  Betrage  |X|=sl  convergirt.  Man  hat 
nämlich; 

also  fElr  jedes  von  1  verschiedene  Xi 

(17)  h  a.     =  ^  («r-«r-.)-(l-X^)  +a». ^3^^ 

1)  Math.  Abd.  Bd.  85  (1890)»  p.  827. 


Digitized  by  Google 


A.  Fringtheim:  U^ber  das  VerkaUm  van  Mewutihen  eie.  75 
und,  wegen  lim        0,  lim  1 — X*  |  ^2: 

MSSOD  p  =  ao 

m        h  a.     =         h  (a.  -  a^O .  (l  X"). 

Da  für  (jedes  X  und  r):  |  1  —  X"  <  2,  so  convergirt  die 
rechts  stehende  Reihe  sicher,  wenn  S  |  <»r  —  |  convergeut 
ist.  Da  je  zwei  auf  einander  folgende  Terme  a»,  Or^t  gleiches 
Yorz eichen  haben,  ausser  wenn: 

w  findet  man: 

WO  der  Accent  an  dem  ersten  Summenzeichen  der  rechten 
Seite  andeuten  soll,  dass  die  Warthe:  v  —  X(X-\-  2)  (A  =  l,2.3,....) 
auszuschliesisen  sind:  an  die  Stelle  der  Ijetreffenden  (Glieder 
treten  die  in  der  zweiten  Summe  vereinigten.  Setzt  man 
diese  letztere  in  die  Form: 

und  fügt  die  Glieder  der  ersten  Summe  noch  zu  deigenigen 
der  Sunwie       so  wirds 

(19)  bior-a^  I  =  i'        -  jj-)  +  2  b 

sodass  sich  unmittelbar  die  Oonvergenz  von  £  |    —  a^^ 
ergiebt,  wenn  man  noch  beachtet,  dass  nach  Gl.  (15): 

und  sodann,  wegen  1/^(44.1)1  >  nij,^i : 

>  (A  4- 1) .       >  A  •  mxt 

also  >j  ,v — <V  ,  ^ —  d.  h.  converirent  ist. 


1 1 
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Man  findet  somit  schliesslich: 

%  [VrJ-l  X 

Die  Reihe  ij»'«r-2L*i  wq;  ör=( — 1)        *  w=  

1  Vv  -  «n, 

ist  für    X'  =  l  ausnahmslos  cuiivergeiit,  wenn 

die  m,.  monoton  in  dem  Maasse  zunehmen,  daäs 

22 — - — cmoergirt,  Sie  canTergirt  also  nur  hedmgi^ 

wenn  {andererseits  die     so  angenommen  werden, 

dass     "/ -'^  —  (üver^irt*   Man  setze  z.  B.: 

(20)  m,  =  (>^)S        Ugi')'+%  w„=lgi'-(lg,v)'+',  etc.  (e>0).O 
4.  Da  mit  der  Itcihe  — ^ —  a  fortiori  auch  ü — j 

convergirt  und  |  a,  {  =  ^  ^     ,  so  folgt  zunächst,  dass  bei  den 

Reihen  der  betrachteten  Art  stets  conTer- 

gent  ist.  Andererseits  können  aber  die  m,  so  langsam  zu- 
nehmen (z.  B.  » keine  niedrigere  Potenz, 
als  das  Quadrat  der  j  a,.  {  eine  convergente  Reihe  liefert. 
Mithin  erhält  man  das  folgende  Resultat: 


0  Ein  besonders  einfaobc»,  fOr  Yorlesuii^^sswecke  geeignetes  Beispiel 
resultirt,  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  für: 

iw»>=V«',  also:  Mr  —  v. 
Die  GlcichuDg  (19)  nimmt  in  dieäcm  Falle  die  Form  an: 

welche  ohne  weiteres  die  Conver^en z  di  r  l-i  ti effenden  Keihe  erkennen 

l;l"st.  AndereiJ-t'it-  t  iL'i»  )it  sich  diu  Coiivergenz  von  ^  Oy  hier  un- 
miitcUnir  aus  der  idureh  einfache  Kechnung  leicht  zu  veriticirenden)  Be- 
merkung, dass  die  positiven  und  negativen  Glieder  sich  zu  Gruppen 
slternirenden  Vorseicketia  vereinigen  Isssen,  deren  Zahlenwerthe  mono* 
ton  gegen  Null  abnehmen. 
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Es  giebt  Poteuzreiheu  (a;)  ==  a;"  mit  dem 
Con vergenzradiiis  1^  welche  für  |  |  =  1  noch 
ausnahmslos  bedingt  convergiren,  während  /:  =  2 

der  läeinsk  Exponent  ist,  für  welchen  £|ar|* 

(also  Sa^X**  absolut)  convcrgirt. 

Die  zur  Reihe  £  o»  gehörige  Function  f  (x)  besitzt  hier 
für  jede  einzelne  Stelle  X  der  Peripherie  einen  bestimmten 

OD 

endlichen  Werth  (nämlich  den  Werth  ^ct^X''),    Da  femer 

die  aus  Gl.  (17)  durch  Substitution  von  x  für  X  resultirende 
Beziehung: 


erkennen  lässt,  dass  die  Reihe  2]  a>  a?''  gleichraässig  conver- 
girt  im  Innern  uud  auf  der  Begrenzung  desjrnigen  Bereiches, 
welclirT  entsteht,  wenn  iiiun  aus  der  Flüche  di-s  Einheitskrrises 
eine  beliebig  kleine  Umgebung  der  Stelle  1  aus- 
scheidet, 80  folgt  weiter,  dass  f(:r)  nicht  nur  längs  der  ge- 
sammten  Peripherie  mit  eventuellem  Ausschlüsse  der  Stelle  1, 
sondern  in  der  Umgebung  jeder  von  1  verschiedenen  Stelle 
X  ToUkommen  stetig  ist  In  der  Nähe  der  Stelle  x=l 
kann  dagegen  £  (und  speciell  auch  £  (K  X*)  u  n  gleich - 
massig  conyergiren  (ich  vermuthe,  dass  dies  auch  wirklich 
der  Fall  sein  dürfte,  obschon  es  mir  andererseits  bisher  nicht 
gelungen  ist,  einen  vollständigen  Beweis  dafür  zu  erbringen). 
In  Folge  dessen  braucht  auch  ^f(x)\,  wiewoül  lür  jede  ein- 
zelne Stelle  x  (incl.  A')  einen  hesti muiten  endliehen 
Werth  besitzend,  in  der  Ünigehung  der  Stelle  x=l  nicht 
unter  einer  festen  Grenze  zu  bleiben.  Für  das  etwaige  An- 
wachsen Yon  \f(x)\  in  der  Nähe  der  Stelle  l  lässt  sich  leicht 
eine  obere  Grenze  angeben.   Da  nämlich: 


f^^Or'iQ  xy 


<:b\a.\'Q'  d.h.  =  F(ri, 
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80  kann  der  Worth  von  i  f  {x)  \  iür  x  =  q  >  e'*'  niemals  den- 
jenigen von  F(o)  ülu  istpijren.  Dabei  wird  F{q)  für  lim  n  — -  1 
schwächer  unendlich  als  (1 — ja  sogar  um  so  viel 
schwächer,  dass  nicht  nur  F{q),  sondern  auch  -F(e)'  für 
^  <  1  integrabel  bleibt.*)  Hieraus  kann  nun  zwar  die  In- 
tegrabilität  von  |/*(^)|*  auf  jedem  in  den  Punkt  1  von  Innen 
her  einmündenden  Strahle  erschlossen  werden:  ob  aber  diese 
Eigenschaft  auch  längs  der  Peripherie  erhalten  bleibt,  ist  auf 
diesem  Wege  nicht  ohne  weiteres  zu  erkeimen.^)  l]s  kann  dies 
imit'sseu  aus  der  hier  a  priori  l'eststelu'nden  (absoluten)  Con- 
vergenz  der  Reihe  durch  Umkehruug  der  in  g  2,  Kr.  4 

benützten  Schlussweise  gefolgert  werden. 

cc 

Hiernach  genügt  also  f  {x)  =  X)**  den  sümiutlicheu 

für  die  Gültigkeit  des  Satzes  §  !2.  Xr.  4  geforderten  Beding- 
ungen und  sogar  noch  den  weiteren,  für  jede  Stelle  X  einen 
endlichen  Werth  zu  besitzen  und,  mit  eventueller  Ausnahme 
der  einzigen  Stelle  X  =s  1,  auch  vollkommen  stetig  2U  bleiben. 
Trotzdem  giebt  es,  bei  geeigneter  Auswahl  von  tny,  keinen 

Exponenten  £  <  2,  derart  dass  2^  |  |*  convergirt.  Man  kann 
darnach  sagen,  dass  der  fragliche  Satz  das  ausserste  leistet, 
was  aus  den  ihm  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  ge- 
folgert werden  kann. 

1)  Die  Richtigkeit  der  ersten  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus 
p.  49,  Fnssnote;  die  der  Bweiten  aus  einem  ähnlichen,  den  Zusammen- 
hang zwischen  der  Abnahme  (bezw.  Zunahme)  der  |  Or  T  und  dem  Un- 

00 

endlichwerden  von  lim  ^»  ar  Qv  noch  genauer  priieitiirenUeu  Satze,  Jen 

e=i  1 

ich  bei  späterer  Gelegenheit  mittheilen  werde. 

^  Die  gleichmäsaige  Integrabilität  von  f{x)  selbst  steht  wegen  der 

absoluten  Convergenz  der  Ueihe       ^       •  Or  XH-i  =  J*  /"  (a:)  dx  von 

Tomherein  ausser  Frage. 
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§  4.  Zusammenhang  zwischen  dem  reellen  und  imaginären 

Theile  der  Eaudfunction. 

1.  Man  hat,  mit  Beibehaltung  der  bisher  angewendeten 
Bezeichnungen: 

(1)  rfe . c*') « i;-(a.  f /?.  0 . e'«  flir  Q<1, 

1 

und  daher,  wenn: 

(2)  /Ce-c'^')  =  9^(e,i?)  +  i-vfe»^) 

gesetzt  wird: 


CO 


(p  (g,  i9)  =  X]"  {oy  COS  »»  ^  —  ßr  sin  v  t?)  •  g** , 

(e  <  1). 

cc 

Vtei  ^)  =  Jj»     cos  V    +  Or  sin  V    •  t 
1 

Für  die  Randwerthe      ergiebt  sich  sodann: 

(4)  Ac*0-=9>W  +  i-vW» 

wenn  definirt  weiden  durch  die  Beziehungen: 

(5)  y W  =  lim^fe,d),  yf(ß)^hmyf(e,^). 

Es  werde  nun  angenommen,  dass  /'(•'')  diejenigen  (in  §  2, 
Nr.  3  näher  erörterten)  Integrabilitäts-Eigenschaften  besitzt^ 

welche  das  Zusammenfallen  von  ^  (ftv ßy  i)  '  e*''^'  mit  der 
Fourier  scheii  J\eilie  für  f{(i^')  zur  ij'olge  haben.  Alsdann 
wird  nach  GL  (G),  p.  60: 

+•' 

flr  +  ß.  *  =  -  J(9^  iv)  4-  ^  •  •      y  ij  'dy 

—n 

~  ^  J  (95»  te) +»•  V  («?))•  sin  » 

also: 
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(6) 


—St 


— n  — 31 


und: 


(7)  liraa»«0,    lim 0. 

Wenn  die  Reihe  £  .r*"  fik  irgt  iid  eine  Stelle  x  =  c**" 
convergirt,  so  müssen  die  beidea  Eeihen: 

(8)  £"(0,  cosyi? — ^rsinyiJ^),  S»' cos  >•  t?  +  a»  sin  f  i>) 
1  I 

gleichzeitig  convergiren  —  vice  versa;  und  mau  hat  sodann 
nach  dem  Abel' sehen  Satze:  ^) 


(9) 


M 

<p  (ßf)  =  lim  S»'  (a,,  cos  V  ^  —  ßränvd), 

V  W  ^  ^      (/^r  cos  V  1?  "t"  <^  sin  V  ^) . 

»so  1 


Zur  Beurtheilung  der  Convcrgcnz  oder  Divergenz  dieser 
Reihen  können  dann  zunächst  die  bekannten  Kriterien  aus  der 
Theorie  der  Fourier* sehen  Reihen  dienen,  wobei  also  in  der 
Reihe  für  (p{t>)  die  Ooefficienten  o,.,  ßr  als  Functionen  Ton 

ff  (♦'>)  erscheinen,  und  als  Convergenz- Bedingungen  gewisse 
Stetigkeits-Eigenschulten  von  7  (/>)  resultiren  (ontsprechend  so- 
dann für  v  (/>)).  Dfi  sich  aber  «,.,  ßr  nach  ül.  auch  als  Func- 
tionen von  yf  {f})  darstellen  lassen,  so  ergiebt  sich  hier  auch 
noch  die  folgende,  gänzlich  ausserhalb  der  gewöhnlichen  Theorie 


Der  Volhtändigkeit  halber  bemerke  ich,  dass,  wie  ein  Blick  auf 
die  Gleichnxigen  (8)  ttod  (6)  lehrt,  das  entsprechende  Theilresultat  auch  er- 
halten bleibt,  wenn  nur  eine  der  beiden  fraglichen  Reihen  convergirt 
Und  man  hat  nach  §  1»  Nr.  S  auch:  ^{0)*^±<c  bexw.  yf{d)=s±ab^ 
wenn  die  betreffende  Reihe  eigentlich  diveigirt. 
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der  Fourier 'sehen  Reihen  liegende  Fragestellung:  Welche 
Stefcigkeits-Eigenschaften  von  i/^  (»^)  sind  erforderlich  oder  hin- 
reichend, damit  die  Reihe  fUr  fp{^)  bei  einem  beetimmten 
Werthe  i^  überhaupt  convergire?^)  Die  hierauf  zu  er- 
suelende  Antwort  gilt  dann  in  Folge  der  zwischen  97  (d)  und 
bestehenden  Reciprocität  (s.  Gl.  (9)  und  (6))  mutatis 
mutandis  auch  bezüglich  der  Gonvergeaz  der  Reihe  für  y 

2.  Setzt  man: 
II 

(10)  2>  (or  cos  V  t9  —    sin  r  ^)  =  9?»  (1^) , 

I 

80  handelt  es  sich  also  um  die  Untersuchung  tou  lim  ipn 

unter  der  Voraussetzung,  dass  für  Uy,  der  zweite  der  in 
GL  (6)  ang^benen  Integral-Ausdrücke  eingesetzt  wird.  Man 
erhält  auf  diese  Weise  zunächst: 

(11)  9?^(d)=-  f v^(j;).£»'smf (ly  — *)-<liy, 
und  da: 


«  ,    .      .      cos  4  A  —  cos  (n  -j-  i)  ^ 

2  sin  4-  X 


=  I  ^cot  ^  —  cosiii  •  cot +  sin  nA^ 


so  wird: 


(12)  2?r.y«(t>)«  Jv(i?).cot5-^-^.(l— cosn(i7— *)).di?  +  J^ 


wo: 


Dass  ilire  Suiniiie  alsdann  stets  den  \Wrth  7  ('')  hat,  folgt  wieder 
unmittelbar  aus  dem  Abel 'sehen  Satze  (s.  auch  die  voii^'e  Fuasnotc). 

2)  Eine  ähnliche  Untersuchung  des  Herrn  Tauber  (Mtmatuh.  f« 
Math,  und  Phys.  Jahrg.  2  (1691),  p.  79  -118)  beruht  theilweise  auf  an< 
deren  Vorautsetaeongen  and  verfolgt  im  wesentlichen  andere  Ziele. 
IMOl  Sarantil»,  d.  iMifk-pbya.  CL  6 
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(13) 


—ff 


«  »  (om  cos  »  ^  —  ßnsmn^) 


also: 

(14)  lim  ^  =  0 


und  zwar  gleiclimässig  für  alle  möglichen  Bezeichnet 
man  das  andere  in  01.  (12)  auftretende  Integral  mit  «/.(f^),  so 

ergiebt  sich,  indem  aiaü  »;  —  ^  =  a  substituirt: 


Jet 
y)  (/>  -{-  a)  •  cot  2  •  (1  —  cos  na) 'da, 


und  wenn  man  sodann  das  Integrations-Intervall  durch  Ein- 
schaltung des  Theilpunktes  —  in  zwei  Theile  zerlegt  und 
beuchtot,  da-ss,  mit  Hülfe  der  Subtetitutiou :  a  =  a' — 2  Ji  und 
mit  liücksicht  auf  die  Periodicität  von  yfiß)' 

J"*  a 
y}     '\-  a)  '  cot  ^  •  (1  —  cosna)'  da 

n 

Ja 
tf  (j?  -\-  a  )  '  cot  2  •  (1  —  COS  n  a)  •  da\ 

SO  folgt: 

+.-' 

Ju  i*^)  =  l'  v  (.'^  +     '  cot  ^  •  (1  —  cosna)'  da 

(16) 

—  + «) — — **)}  'Cot  ^  •  (1  — C08na)*<2a. 

0 

Bedeutet  t  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  und  zerlegt 
man  Jn  (^)  in  die  beiden  Theil-Integrale: 
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(17)  J.W-./L"W  +  ^,..(*), 

wo: 

(18)  Ji'>        J{v(^+a)-v(^-a)}-cot^  .(l~coBiia).<ia, 

0 

3t 

(19)  JmA^)= J{v(^  +  a)-v(^-fl)}-cofc^-(l-co8»a).da, 
so  hat  zunächst  Jm,,  (ß)t  iu  Folge  der  ausnaliinislost^n  Stetigkeit 

(2 

von  cot  ^  für  £  <  a  <  ^  und  der  vorausgesetzten  Integiabilität 

TOD  und  I V  (^)  I V  nicht  nur  für  jedes  noch  so  grosse  n 
einen  bestimmten  Werth,  sondern  es  ist  auch  insbesondere: 

(20)  ]imJ^,,{a)^  ^(^(d+o)— v(^— a)}.cot^  <?a, 

8 

da  nach  einem  bekannten  Fundamentalsatze: 

n 

(21)  lim  \  {^f  {0  ~{- a)  —    {&  —  a)]  -  cot'^'Coa  na  •  da  — 0 

« 

wird.  Diese  Beziehungen  gelten  für  jedes  noch  so  klein  an- 
genommene constante  e>0.   Soll  aber  die  Existenz  von 

UmJ^,{d^)  auch  bei  unbegrenzter  Verkleinerung  von  t 

nssm 

erhalten  bleiben,  so  ist  dazu  noth wendig  und  hinreichend, 
dass  ausserdem  noch  lim         gleichzeitig  mit  e  verschwindet, 

d.h.  durch  Wahl  einer  oberen  Schranke  für  f  l)eliebig 
klein  gemacht  werden  kann.  Und  sollen  die  beiden  Gleich- 
ungen (20),  (21)  für  e  =  0  einen  Sinn  behalten,  so  ist  des 
weiteren  erforderlich,  dass  die  beiden  Bestandtheile  von 
lim  Ji^>(i>),  nämlich: 

»so» 

6* 
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(22) 


0 

lim  I  {y>(i?  +  a) — %p{j^ — a)}-cot ^ -cos wa- Ja, 

RS»  V  a 


m 

0 


einzeln  genommen  die  eben  angegebene  Eigenseluifl;  besitzen. 
In  diesem  Falle  geht  dann  GL  (20)  in  die  folgende  über: 

(23)  lim  /«(^)=  r{y(^+a)— v(^— a)}-cot^  rfa. 

0 

Dabei  liisst  sich  noch  (ins  Integral  e/J'^  (ß).  wie  auch  jedes  der 

Theil-Integrale  (22),  durch  ein  etwas  eiulacheres  ersetzeu.  l)a 
namUch  die  identische  Umformung  besteht: 

(24)  Jl')  W  ^  2  ^cosnayda 

0 

H-  J         + «)  - «)} (1  -  COS»a) 2  ~ a )  * 
0 

und  da: 

(25)  cot^~=—  ^-e- 

a«8in^ 

für  a  =  0  verschwindet,  so  wird  das  letzte  Integral  in  GL  (24) 
gleichzeitig  mit  e  beliebig  klein,  und  zwar  unabhängig  von  n, 

insbesondere  also  auch  für  lim  w  ==  x .  Hiernach  wird  also 
hm  e/j^'^  (i>)  allemal  dami  gleichzeitig  mit  e  gegen  Null  cou- 

vergiren,  wenn: 

e 


(20)        lini  '-^  <  (I     cosna) •  da 
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die.s»^  Eij^enschuit  l>e:*itzt,  und  da»  analoge  gilt  fUr  die  beiden 
Tkeil-iutegrale  (22). 

Bemerkt  man  schliesslich  noch,  dass  aus  QL  (12)  die 
eigentliche  Diyergenz  von  £(0,008^^  —  ß^sinv^)  re- 
sultirt,  falls  lim  J»  (i>)  =  ±  00  ist,*)  so  kann  man  das  Ergeb- 

niss  dieser  Untersuchung  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Es  ist: 

.T 

(27)  ^i>)«^  lnn  J{v<^+a)-v<d--a)}.cot^.(l-co8»a).da, 

0 

sobald  dieser  Grenzwerth  exlstirt;  d.  h.  die  lieihe 

et 

q>  iß)  =      [tiy  cos  V  ^  —    sin  v  ä) 
1 

ist  comcrycnt  oder  eigentlich  dirmyent,  je  nachdem 
der  obige  Grenzwerth  oidiuh  oder  unendlich  (/ross 
ausfällt.  Als  nothwendig  und  hinreichend  für 
die  Cmvergene  ergiebt  sich,  dass: 

(A)    lim  (•'^<^  +  °>-^<^-°>  (l^cas»a).da 


gleichzeitig  mit  e  gegen  Null  convergirt.  Be- 
sitzen schon  die  beiden  Bestandtheile  dieses 
Ausdruckes,  nämlich: 


(B)      ]vi(*  +  «)r-.v!(?-iL).<,<, 


(C)     hm  I  — — - —  ^—^   '  cos  na  -  da 


MS« 

0 


^)  Hierfür  ist  wiedenim  hinreichend,  wenn  der  Grenxwerth  (26)  f&r 
irgend  ein  <>0  nnendlidi  gross  ausfiiUt. 
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diese  Eigenschaft,  so  reducirt  sich  zugleich  die 
Beziehung  {2,1}  aui  die  folgende: 

(28)  9  (ö)  =2y{  V     +    -V'(*— «)}•«*  I  •««"•') 

0 

3.  Vergleicht  man  die  Darstellungs-Fonnel  (27)  mit  der 
gewohnlicheii  (Diriehlet^schen)  SummationsfoTmel: 

(29)    y(*)=iliiii  C{y(*+„)+y(*-o)}2^.<l«, 

0 

=*M'^+")+7(»-o)}  +  J,J^'(«)--^-«»«. 

u 

wo: 

=  {^'(^  +  «) — «^('^  +  0)}  +  {^(^  -  a) — flp    -  0)} , 

80  ergeben  sich  die  lolgciKleii  fuudamentuleii  UiiturschicJe: 

1)  Der  Werth  des  Grenz-Ausdruckes  (29)  hängt  lediglich 
von  den  Functionswerthen  <p  {&)  in  unmittelbarer 
Nähe  der  betrachteten  Stelle  #  ab,  derjenige  des  Aus- 
druckes (27)  von  der  Gesammtheit  der  Werthe,  welche 

^'  ip)  für    -  JT  <  ^  <  -f-  annimmt. 

2)  Die  Convergenz  von  (20)  basirt  aui' dem  Verhalten  der 
S u m vi\(irf  {&-\-a)-\- fp{0  —  a),  diejenige  von  (27)  bez w.  ( A) 
auf  dem  Verhalten  der  Differenz  y(^+fl) — v(^ — <*) 
in  unmittelbarer  Nähe  der  fraglichen  Stelle  ^. 

3)  Von  den  beiden  für  die  liescluiH'enheit  der  (irenz- Aus- 
drücke (29)  und  (27)  bozw.  (A)  charakteristischen  In- 
tegralen : 

*)  Herr  Tauber  beweist  die  Gültigkeit  von  Gl.  (28)  auch  unter 
dor  Vorausset^imiT,  das»  nur  daa  Into^^rnl  (Hl  der  angegebenen  Be- 
dingung genügt  und  dass  an  die  Atolle  der  auf  (C)  bezüglich.eQ  Be- 

dingnng  die  Convergens  der  Keihe  v' (^)  ^  £ (/^^ <^ ^ ~h >hi r i^) 
tritt  (a.  a.  0.  p.  87). 
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Jsiu  n  a  ,         f  1  —  cos  n  fi  _ 
 »a,     I  — 'da 
a  Ja 

0  0 

ist  das  erstere  bei  lim  n  =  oo  convergent,  das  zweite 
dagegen  divergent. 

Nach  alledem  kommt  die  Convergenz  des  Ausdruckes  (29) 
zu  Stande,  wenn  q  >  >  vi  hl  roclits.  als  links  von  der  be- 
tracliti'tfii  Stelle  i9  gewisse  Siriigkeits-Kigensclialten  besitzt, 
während  dieselbe  durch  das  Vorhaiidciisoin  eines  Sprunges 
zwischen  (p(ß  -\-  0)  und  —  0)  nicht  alterirt  wird.  Da- 
gegen würde  das  Auftreten  eines  Sprunges  zwischen  y  (d  -j-  0) 
und  yf(0  —  0)  die  Convergenz  des  Grenzwerthes  (27)  bezw. 
(A)  definitiv  ausschliessen,')  während  dieselbe  allemal  dann  zu 
Stande  kommt,  wenn  yf  (fi)  zu  beiden  Seiten  der  Stelle  sich 
symmetrisch  oder  doch  nahezu  symmetrisch  verhält, 
mögen  dabei  die  Werthe  von  yf  (0  +  a)  bei  unbegrenzt  ab- 
nehmendem a  aucli  ül)er  alle  Grenzen  wachsen  oder  unendlich 
viele  Osciliationeu  mit  beliebig  grosser  Amplitude  aufweisen. 

Eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Convergenz  des 
Integrals  (0)  bildet  offenbar  diejenige  des  Integrals: 


-t-  g)  —  V     —  g) 

!  a 


also  die  absolute  Integrabiütät  von  ^      (^^  +  «)  —  V'  {j^  — 


in  der  Umgebung  von  a     0.   Dieselbe  zieht  dann,  wegen 
cos  n  a '  <  1,  sofort  auch  die  Convergenz  des  Grenzwerthes  (C) 
und  somit  schliesslich  diejenige  der  Reihe  für  <p  (^),  sowie  die 
Gültigkeit  der  Beziehung  (28)  nach  sich.   Setzt  man  fllr  den 

ir»  radfc  betrachteten  Werth 

(30)  V     +  «)  -  V     -  «)     ^  («) » 

80  mag  J  [a)  als  das  mittlere  Stetigkeitsmaass  von  v'  00 

^)  Nähere»  s.  Nr.  6  Uieseti  Paragrapheu. 
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für  jene  Stf'lle  »'/  bezeichnet  werden.  Die  Coavergenz  des  In- 
tegrals (D)  ist  dann  gesichert,  wenn  bei  lim  a  =  -|-  0: 

(81)    |^(a)u(lg,^-lg,v  .lg»^)~'-(lg»J)"'  fe>0), 

da  in  diesem  l'aLle 

y(d  +  q)  — — g) 


also  in  der  Uiiif^cbiiTig  von  a  =  0  intt  j^rabel  ausfüllt.  Dabei 
darf  eventuell  J  (a)  im  Intervalle  0  <  «  <  c  noch  unendlich  oft 
das  Vorzeichen  wechseln.  Findet  dies  wirklich  statt,  so  ist  die 
Convergenz  des  Integrals  (D)  und  somit  auch  die  Bedingung 
(31)  sehr  weit  dayon  entfernt,  eine  fOr  die  Convergenz  des 
Integrals  (B),  (C)  und  somit  fttr  diejenige  der  Reihe  ^  (d) 
nothwendige  Bedingung  zu  liefern.    Setzt  man  z.B. 

V(^)  =  8in^,  so  nimmt  das  Integral  (B)  für  ^  =  0  die 

Form  an: 

0  A 

ist  also  convergeut,  während  J  (a)  =  2  ^^iii—  in  diesem  Falle 

überhaupt  nicht  mit  a  verschwindet,  sondern  mit  unendlich 
vielen  Zeichenwechseln  um  Null  oscillirt.  Ja  es  convergirt 
hier  sogar  auch  der  Grenzwerth  (C),  d.  h.: 

r 

Jl  1 
•  sin    '  isosna»da. 
  a  a 

0 

also  schliesslich  die  lieilie  97(0),  d.  h.  die  Reihe  für  cos^  an 

der  Stelle  #»0.    Dies  kann  zwar  aus  den  bereits  obenO 

citirten  allijf  meinen  Untersuchungen  Du  Bois  Reymond's 
gefolgert  werden.    Da  es  indessen  bei  der  coniplicirten  Be- 

')  p.  70,  FoMnote. 
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MjLaffeiiheit  derselben  ziemlich  schwierig  und  zeitrauheiul  ist, 
in  die  betreffenden  Entwickelungen  genügende  Einsicht  zu  er« 
langen,  so  mag  es  vielleiclit  nicht  ganz  überflüssig  erscheinen, 
den  Weg  anzugeben^  auf  welchem  das  fragliche  Resultat  direkt 
abgeleitet  werden  kann. 

4.  Man  schreibe  in  dem  Integrale  (33)  statt  n  und 
briugo  dasselbe  sodaun  auf  die  Form: 


9 

o  r  •  1        *  da 
2  I  sin  -cosw'a»  - 
Ja  a 

«  J  sm  (m^  a  -t-  ^)  .  ^  -  J  sin  (^n^  «  -  ^ )  '  • 

0  0 

Substituirt  man  in  dem  ersten  der  beiden  rechts  stehenden 
Integrale: 

m*a  +  ^  =  2/^, 

so  folgt  zunächst: 

Da  ß  ^  CO  für  a  =  +  0  und  ß  mit  wachsendem  a  zu- 
nächst abmuiuit,  bis  es  bei  a  =  ~  den  Minimuiwerth  ß  =  m 
erreicht,  so  hat  man  zu  setzen 

für  0<«<1:  a^^^iß-Vß-fn^),  da  ?  dß, 

für -<a<«:  o=         + da^   -dß, 

sodass  also: 

(35)  Jrin(««a  +  i).^ 

0 

r   s'»  '^ß      j  ,  ,       C      sin  2  /?     , , 
J  Vß^-^m*       ^     J     Vß^—m'  ' 
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Da  für  ß  =  m  der  Nenner  nur  von  der  Onlnimg  ^  unendlich 
wird,  so  wird  die  Convergenz  der  Integrak*  hierdurch  nicht 
alterirt.    Man  hat  zunächst: 

I   r_sm2ß    ^1      r      dß  fHjf i? +1^2 iii»+i>^ 

m  m 

also: 

IH+P 

(36)  lim  f  ^.M=  d^  =  0, 

wenn  p  eine  feste  endliche  (oder  auch  schwächer  als  m  in*s 
Unendliche  wachsende)  Zahl  bedeutet.  Die  restirenden  Integrale : 

können  durch  Zerlegung  des  Integrations-Intervalles  in  Theil- 
Intervalle  von  der  Form  [Ä; (h  -f-  4)  w],  [(t  +  J)  (k  +  1)  »] 
in  eine  unendliche  bezw.  endliche  Reihe  von  numerisch  he- 
strmdiij  abnehmeuden  Tennen  mit  altemirendem  Vorseichen 

unigeioj  iiit  werden.    Da  es  freisteht  ^>  und  e  so  zu  wählen, 

dass  m  +     I  ^«»^«-f      ganze  Multipla  von  n  sind,  so  ist 

die  Sumnip  einer  jeden  dieser  Reihen  kleiner  als  das  An- 
fangsglied : 

Jsin  ^  ß_  m  -]r  P^kn),  d.  h,  <    ,         — , 

sodass  die  littieiltiHUn  (iim/werthe  für  luii  =  x  ver- 
schwinden. Durch  Zusammenfassung  dieses  Kcsultates  mit 
Gl.  (36)  ergiebt  sich  abo: 

(38)  lim  J  sin  {m^a  +  ^  -      =  0. 
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Xocli  etwas  einfacher  gestaltet  sicii  der  entsprechende 
Beweis  für  das  letzte  Integral  der  Gleichung  (34).  Die  Sub- 
stitution: 

a  ' 

liefert  zunächst: 

Da  aber  ß  =  —  oo  für  a=:-|-0  und  sodann  ß  mit  wach- 
sendem a  beständig  zunimmt,  so  entfallt  hier  die  Zerlegung 

des  betreffenden  Integrations-Intcrvalles  in  zwei  Theile,  und 
zwar  hat  man  zu  setzen: 

* 

(39)  J,i„(„,.„  +  y.!^ 


— w  — » 


(da  allgemein:  f  -^^^  -  *dß^O)  und,  wenn  man  schliess- 

lieh  noch  —  /3  statt  ß  als  iutegrations- Variable  einfuhrt: 


ein  Integral,  dessen  Vorschwinden  für  lim  ni  =  gc  sich  in  der- 
selben Weise  ergiebt,  wie  für  dus  erste  der  Integrale  (37). 
Somit  findet  man  schliesslich,  wie  behauptet  (Gl.  (33)): 
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Imi  I  sin  -  •  cos  «a  •  =  ü . 
HS»  Ja  a 

0 


Ich  bemerke  hierzu  noch,  das«  das  Verschwinden  voa 

C     1    .        da     1.     f      1   cos  I  da 

(41)  lim  isin-'smna«  — ,   lim  Icos   -  .  na 

^    ^     «=«  J     a  a  '         J      a  sin  J  « 

in  analoger  Weise  bewiesen  werden  kann.  Und  da  die  Integrale ; 

(42)  /»'"Qcot^).^^}««.^,  Jeos(^cot^-).^^U--° 

(wegen:  ^""^  ^*        (2^))  offenbar  das  analoge 

Verhalten  zeigen,  so  ergiebt  sich  (durch  jede  der  beiden 

Formeln  (27  )  und  (29))  die  Couvergcnz  der  in  §  3,  Nr.  1  be- 
trachteten lieihe: 

(43)  /•(ß'O       {cos     cot  0  -  i .  sin     cot  ^  j 

für  1^  —  0,  d.  h.  der  Mac  Laurin'schen  Entwickelung  von 

X 

c*~^  an  der  Stelle  a;  =  1. 

5.  Erleidet  .1  (a)  (Gl.  (30))  in  der  Umgebung  der  betrach- 
teten Stelle  i'}  nicht  unciKllich  viele  Zeiclu  iivvechsel,')  so  wird 
bei  hinlänglicher  V  erkleinerung  von  a  «lurchweg  i  {(t)  =  ,  -  J  j ' 
oder  =^  —  [A(a)[j  und  die  Bedingung  der  absoluten  In- 

tegrabilität  von  ^  •  J  (a)  ist  dann  keine  andere  als  die  der  ein- 
fachen Integrabilität.  Auch  in  diesem  Falle  ist  die  Bedingung 
(31)  keine  nothwendige  für  die  Convergenz  der  Integrale 
(H),  (C),  aber  sie  nähert  sich  bei  unbegrenzter  Yergrösserun 


<  r 
O 


')  Damit  ist  kcincswf ir^  fmsf»esphlns=?or).  das«'  \"(t7)  in  dfv  fm«jlichen 
Umgebung  noch  unendlich  viele  Maxima  und  Jlkliuima  besiti^u  kann. 
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Ton  X  and  Verkleinerung  von  q  dem  Charakter  einer  noth- 
wendigen  Bedingung  in  dem  Sinne,  dass  im  Falle: 

(44)  \A{a)\i  (lg, ^  •  lg, ^ . . .  lg« y "'=  A,{o), 

nirht  nur  jedes  der  Integrale  (H)  und  (C),  sondeTn  aucli  der 
Gitn/.werth  (A)  und  somit  schliesslich  die  Keihe  ff  \^t})  eigent- 
lich divergirt. 

üm  dies  nachzuweisen,  werde  also  angenommen,  dass  ftir 

(45)  A{a)>_g  'X^{a)    bezw.  <.-~g-X^{a) 

(wobei  e  von  vornherein  so  klein  anzunehmen  ist,  dass  lg«  — 

nnd  somifc  auch  ^«((a)  positiv  ausföllt).  Alsdimn  hat  man 
behufs  Abschätzung  des  Grenzwerthes  (A)  zunächst: 

(40)  I  J^^-(l— cos»a).ciabi/.J^^^(l— cos»a).rfa, 

0  0 
und,  wenn  n  von  vornherein  so  gross  angenommen  wird,  dass 

n 


(47)  J -^^.(l-coswa).(/a  =  J^.(l  — coswa).<l(i 
0  0 

r 


Dabei  ergiebt  sich  unmittelbar: 
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Die  Integrale  und  nehmen  durch  Einführung  von 
^  an  Stelle  Ton  a  die  folgende  Form  an: 


(49)  K  = 


Da  Am        für  a  =  0  veiiichwindet  und  gleichzeitig  mit  a 

monoton  zunimmt,  so  hat  man: 

»    .  .a 


d.  h. 

(50) 


0 


,  wo  0<i><l, 


lg,«..,lg^w' 

sodass  also  ^|  für  Hm  »  =  od  verschwindet. 

Um  zur  Abschätzung  von  den  zweiten  Mittel  w er tlisatz 
anzuwenden,  soll  zunächst  gezeigt  werden,  dass  ^  •  für 
K  n  <ne  monoton,  nämlich  beständig  abnehmend,  verläuft. 


Man  hat: 


und  daher: 


^  a-J„(lg.^..lg,^) 


(51) 


n 


n  n 


1 


1 


'«'«  '«'ä 


lg,-...lg.-^ 
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Da  im  Integrale      (Gl.  (49)): 

l<a<ne,  also:  -<-<«, 

—  €  a 

1  w 
so  ist  —  der  kleinste  Werth,  den  das  Argument  ^  bei  der 

Integration  aiuumiut.    Man  kann  nun  e  von  vornherein  klein 

1 

genug  fixiren,  sodass  Ig^  -  >1,  also  um  so  mehr  ftir  jedes  in 

Betracht  kommende  a:  lg»*->l.    Alsdaiiii  wird  aber: 

Ig«_i  ~>e,  lg«-2- >  e\  u.  s,  f., 

sodass  als  Summe  der  in  (51)  auftretenden  k  negativen 
Glieder  ein  durch  Wahl  von  e  beliebig  klein  zu  machender 
achter  Bruch  resultirt.  Hiemach  hat  man  aber  fQr  das  frag- 
liche lutegratious>Litervall: 


(52)  Z>« 


('■er"' 


d.  h. 

.1.  (  - 


^  ^  nimmt  daselbst  beständig  zu,  also  -  •  1^  (  "  ) 

beständig  ab.   Und  man  findet  somit  auf  Grund  des  zweiten 

Mittel  werth-Satzes : 


^  s=s  jl„       J*  cos  a  •  4la  *-{-  ~  4  (^)  J*cos  a  •  da 

-2(±^'.A.(^)+^^.>1.(.)),  wo:  0<j^lj<l, 

■ 

d.  h.  auch       verschwindet  für  lim  n  =  oo. 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (48)«  (50),  (58)  geht 
dann  schliesslich  GL  (47)  in  die  folgende  Uber: 
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a 


(i  —  coBfia)«  da 


sodass  also  dieses  Integral  für  limn  ^  oo  so  unendlicli  wird, 
wie  lg  i^^.   Aus  XJngl.  (46)  folgt  sodann,  dass  der  absolute 

Werth  des  zu  untersuchenden  Iiite<rrals  d.  Ii.  des  Grenzwerthes 
(26)  bezw.  (A),  also  auch^)  derjenige  des  Grenswerfcbes  (27) 
mindestens  in  derselben  Weise  unendlich  wird  und  somit 
die  Reihe  für  7  an  der  fraglichen  Stelle  eigentlich 
divergirt.  Man  gewinnt  auf  diese  \yeise  den  folgenden  Satz: 

Die  Beihe 

q>  iß)  =  ij*-  i^*  COS  vi}  —  ßr  sin  v  {>) 
i 

ist  ägmtUek  divei^fetU,  wenn  v  (^  +  ^)  —  V  —  ^) 
für  a<e  constantes  Vorzeichen  besitzt  und  ffir 
lim  a  8=  0  nicht  starker  gegen  Null  convergirt, 

als  beliebig  grossem  h 

6.  Hieraus  ergiebt  sich  aber  insbesondere,  dass  die  Reihe 
für  (p  {d)  an  jeder  Stelle  ^  eigentlich  divergiren  muss,  in 

deren  Umgebung  die  Differenz  »/» (i? -f  a)  —  yf(i)  —  a)  über 
einer  positiv»  11  oder  iiiitri  »iiHr  iiegativtn  Zahl  bleibt. 
Dies  wird  allemal  dann  der  Fall  sein,  wenn  1/^  (ß)  an  der  frag- 
lichen Stelle  einen  gewöhnlichen  Sprung*'*)  erleidet,  d.  h. 
wenn  yi^-^O)  und  y}  (ß  —  0)  beide  existiren  und  von 


8.  p.  80,  Fusanote. 

Nach  Dini'a  lieieicbnung  eine  Unstetigkeit  erster  Art.  Vgl. 
Enoykl.  der  Math.  Wissenaeli.  Bd.  II,  p.  29. 
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<niiander  Terschieden  sind;  ul^er  auch  dann,  wenn  nur 
hmyf  (ü-i-  a)> lim  yf{{f—d)  oder  lim  xp  {i}     a)  <  lim  i/» {ß~ay) 

"^ü  «=0  «=0 

Ikzciclinet  man  jede  derartige  Unsfcetigkeit  als  einen  Sprung 
schlechthin,  so  kann  mau  also  sagen,  dass  q)  (ü)  allemal 
eigentlich  divergirt,  wenn  y  (i^)  einen  Sprung  erleidet. 
Und  da  offenbar  analog  das  Auftreten  eines  Sprunges  bei  tp  (^) 
die  eigentliche  Divergenz  der  Reihe  für  nach  sich 

zieht,  so  ergiebt  sich  der  f<j>lgtnde  Satz: 

Die  Potenzreihe  '^{x)  mit  absolut  und  beim 
Üebergangü  zur  Convergenzkreis  -  Peripherie 
im  allgemeinen  gleichmässig  integrabler  Kand- 
function  f(^0  ist  eigeniHdi  divergent  an  allen 
Sprungstellen  von  f(e^')> 

Bezeichnet  man  andererseits  als  sprunglose  ünstetig- 

keiten  solche,  bei  denen 

lim  yf(;&'\'d)<.  hm  yf(ß  —  o),    lim    (t^     o)  >  lim  y/{^  —  a) 

osO  «=0  «=0 

und  in  der  Nähe  der  betreffenden  Stelle  alle  zwischen 

jenen  Limites  enthaltenen  Werthe  durchläuft,  (wie  sin  ~  bei 

X 

^  0),  so  zeigt  das  Beispiel  der  Potenzreihe  fUr  e*^^ 
(b.  den  Schluss  von  Nr.  4  dieses  Paragra|)hen),  dass  deren  Vor- 
kommen die  Convergenz  der  Potenzreihe  an  der  betreffenden 
Stelle  nicht  ausschlicsst. 

Man  gelangt  also  auf  Grund  dieser  Betrachtungen  zu  dem 
folgenden,  wie  mir  scheint,  neuen  und  nicht  unwichtigen  find- 
Etgebnisse : 

Eine  für  irgend  ein  zusammenhängendesBogen- 
stück  ihres  Con vergenzkreises  cmvergivmde  Po- 
teuzreihe  unterscheidet  sich,  als  eine  aus  zwei 

*)  Beispiel: 
Ar  ^»  1. 

im  Bitnaftlk  d.  iii»Ui.-pii]rii  OL  7 
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von  einander  ahliünyigcn  Fourier'' aclu^n  lieihen  /. u- 
Siiiiiniengesetzte  Reihe,  in  sofern  wesentlich  vou 
einer  gewöhnlichen  Faurier' sehen  Reihe,  als  ihre 
Summe  niemals  Sprünge  erleiden  kann.  Dagegen 
i&t  das  Auftreten  sprungloser  Unstetigkeiten 
keineswegs  ausgeschlossen. 

In  Folge  dieses  letzteren  Umstandes,  nuiss  also  jeder  Ver- 
such/) aus  der  blosiseu  Convergenz  von  '^(x)  auf  dem  Cou- 
vergenzkreise  die  Gleichmüssigkeit  dieser  Convergenz  oder 
auch  nur  die  Stetigkeit  der  Reihensumme  erschliessen  su 
wollen,  von  yomherein  aussichtslos  erscheinen. 

In  wieweit  dagegen  umgekehrt  aus  der  Stetigkeit  von 
f{e^')  auf  die  Convergenz  von  ^-^P  (e**')  geschlossen  werden 
könne  (NB.  allemal  unter  Voraussetzung  der  Identität  von 
^(e^O  mit  der  Fourier'schen  Keihe  für  f(e^'))  —  diese  Frage 
erscheint  vorläufig  noch  als  eine  offene.  Denn  wenn  auch 
aus  den  Untersuchungen  Du  Bois  Reymond^s*)  herrorgeht, 
dass  es  Functionen  giebt,  deren  Fourier^sche  Entwieke- 
lung  '^(by  cos  V  ü Oy  sin  V  i})  an  einer  Stetigkeitsstelle 

=  0'  divergirt,  so  bleibt  doch  immerhin  fraglich,  ob  nun 
auch   das   zugehörige   9?  (0)  —  ^  (üy  cos  v  &  —  by  sin  v  i>)  für 

—  ^'  ebenfalls  stetig  ausfällt.  Hiernach  erscheint  es  zum 
mindesten  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Stetigkeit  Ton 
/(«^Oi  d>  ^*  clie  gleichzeitige  Stetigkeit  von  <p{^)  und 

(^),  stets  die  Convergenz  von  $  (e^*)  zur  Folge  habe.  Eine 
hinreichende  Bedingung  fOr  diese  letztere  ergiebt  sich  im  An- 
schlüsse an  die  Bedingung  (31),  p.  88,  wenn  man  beachtet,  dass: 

(55)  A  (a)  =     (d  +  a)  -  y  W}  -  {v     -  o)  -  V  (»)}, 

und    dass    im   Falle   der   Stetigkeit    von   V' W»  "wegen: 
i  0)  =    iß)y  die  Bedingung : 

(56)  ^    {0  ±a)^xp{i))\  ^  (lg.  ^- . . .  lg.  i)     (lg.  1)'*  fe>0) 

>)  Vgl.  Zeitschr.  f.  Math.  20  (1875),  p.  870;  desgl.  29  (1884K  p*  12a 
2)  Vgl.  p.  70,  Fussnofce. 
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einerseits  die  Convergenz  der  Keihe  andererseits  mit 

KUcksicht  auf  Gl.  (55)  die  Existenz  der  Beziehimg  (31)  und 
somit  auch  die  Convergenz  der  Reihe  9?(i?)  nach  sich  zieht. 
In  Folge  der  zwischen  y  (ß)  und  q>  (i9)  bestehenden  Beeiprocität 
gewinnt  man  also  noch  den  folgenden  Satz: 

Die  Reihe  ^  (e**')  converyirt  an  jeder  Stelle  //, 
für  weiche  der  reelle  oder  imuginärp  Theil  von 
f(j^*)  stetig  ist  und  ein  der  Bedingung  (56)  genü- 
gendes (rechtes  und  linkes)  SUOgkätsnuunss  besitzt. 

7.  Die  Belation  (28),  p.  86,  nSmlich: 

0 

kann  zuweilen  mit  Yortheil  sowohl  als  Summationsformel,  als 
auch  zur  Auswerfchung  gewisser  bestimmter  Integrale  ange- 
wendet werden.  Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  sie  in  der 
obigen  Form  nur  dann  gilt,  wenn  v  ('^)  öber  das  Intervall 

( — Tt,  -f- ^)  hinaus  periodisch  fortgesetzt  wird  (v^^d.  p.  86 
den  Ueber«^ang  von  Gl.  (15)  zu  Gl,  (16)).  Wird  dagegen  (&) 
durch  einen  arithmetischen  Ausdruck  dargestellt,  welcher  an 
sich  eine  nicht-periodische  Fortsetzung  besitzt,  so  hat  man 
die  obige  Formel  durch  die  folgende,  aus  Gl.  (12),  (14),  (15) 
kerrofgehende,  ohne  die  beireffende  Verschiebung  des  In- 
iegrations-Intervalls  zu  ersetzen: 

(57)  9>W  =  ^  J  V(^  +  a).cot^.£ia. 

Um  ein  einfaches  Beispiel  zu  geben,  werde  etwa  gesetzt: 

y(d)  =  i:>  (-l)'-».?5iil^  d.h.  =^    für  —n<^<  +  7i. 
Alsdann  wird: 

l  V 

vmd  daher  mit  Benützung  von  Gl.  (57): 

7* 
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ff-« 


(da:       ^  •  cot  —  •    o  =    •  J'cot ^  •  cifa  =  0).  Ferner  bat  man : 


— » 


.-T  -  * 


J*  a*cot^*das  J*  o  •  cot^  •  f/a  4"  J*  « •  cot^  •  rfa 


—.1—1 


—  3t 


J*  (a  —  2 «)•  cot ^ •  <ia  -|-     a  •  cot  ^  da 


also: 


=  —  4 ^  •  ^Ig  sin 2 j      -J"  J*«*  •  cot ^  -  da. 


y  (-1)-'.—-=  lg  cos  2  +  4^  J  « 


•  cot  2  •   a . 


Daraus  ergiebt  sich  für  i9  s  Q: 
+•» 

\     C  a  *,  1 

a.cot_  •da  =  L'  (—  iy-*«-=lg2 

—  .1 

(wie  Legendre*)  auf  anderem  Wege  gefunden  hat)  und  somit 
schliesslich: 

i-'  i.-  1) •  — —  =  lg  (2  cos  2  j  . 


Exercic««  tor  le  calcnl  integral,  T.  II,  p.  900. 
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Sitzung  vom  S.  März  1900. 

1.  Herr  J.  Ranke  hält  einen  Vortrag:  „Ueber  defor- 
mirte  Schädel  aus  den  Gräbcrfeldorn  von  Ancon  und 
Pachacamac  bei  Lima".  Die  Schädel  aind  von  Ihrer  König- 
licheD  Hoheit  der  Prinzessin  Therese  von  Bayern  bei  ihrer 
Reise  in  Peru  gesammelt  und  der  prähistorischen  Sammlung 
zum  Geschenk  gemacht  worden.  Die  Mittheilung  ist  för  die 
Abhandlungen  der  niathematiseb-physikfilischen  Classe  bestiiniiit. 

2.  Herr  W.  Kobnkjs  bespricht  eine  von  ihm  mit  Herrn 
Dr.  Eduabd  Knorr  ausgeführte  Untersuchung:  ,Ueber  einige 
Derivate  des  Traubenzuckers*. 

3.  Herr  Seb.  Fihstebwalder  legt  das  von  Herrn  Dr.  Adolf 

BlOm<  kk  Ulli]  Herrn  Dr.  Hans  Hess  in  Nürnberg  herausgegebene 
und  de  r  Akadoinie  zum  Geschenk  gcuiachte  Werk:  »ünter- 
äuchungeu  am  Hintereisferrier''  vor. 

4«  Herr  H.  £bert  tragt  die  Kesultate  einer  mit  Herrn 
B.  HoFFKAHX  ausgeführten  Arbeit:  , Versuche  mit  flüssiger 
Luft*  vor. 

5.  Herr  R.  Hertwig  überrtMcht  zwei  Abhandluiij^eii  des 
Herrn  Dr.  Fkanz  Doflbin,  Assistenten  an  der  zoologisch-zooluim- 
schen  Sammlung: 

a)  , über  eine  neue  Süss  wasserkrabbe  aus  Columbien, 
gesammelt  von  Ihrer  Königlichen  Hoheit  der 
Prinzessin  Therese  von  Bayern*; 

b)  ^pWeitere  Mittheilungen  Ober  dekapode  Orusta- 
ceea  der  k.  bayerischen  Staatssammlungen*. 
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Ueber  einige  Derivate  des  Traubenzuckers. 

Von  Wilhelm  koeuigs  und  Edaard  Knorr. 
(Mvwfaif^  ja.  MSwB.) 

Bekanntlich  bat  CoUey  ^)  durch  Behandlung  Yon  Trauben* 
zueker  mit  Acetylchlorid  eine  Verbindung  H,  €1(0 C,H,  0)40 
dargestellt,  in  welcher  vier  Hjdroxyle  durch  Ozacetylgruppen 
und  das  fünfte  Hydroxyl  durch  Chlor  yertreten  ist.  Er  nannte 

dieselbe  Acetochlorhydrose.  Der  Entdecker  gibt  jui,  dass  es 
ihm  nur  zwei  Mal  gelungen  sei,  diese  Verbindung  in  krystalli- 
sirtem  Zustande  zu  erhalten.  In  der  Ucgei  bildet  dieselbe 
einen  farblosen  zähen  8yrup.  Michael^)  und  nach  ihm  Drouin^) 
sowie  Hugh  Ryan*)  haben  die  grosse  Keaktionsfuhigkeit  der 
Aeetochlorhjdrose,  welche  sie  ebenfalls  in  Form  eines  Syrups 
gewannen,  zu  schönen  Synthesen  verschiedener  Phenol-Qlucoeide 
yerwerthet.  Der  letztgenannte  Chemiker  hat  auch  aus  der 
Galactose  durch  Behandlung  mit  Acetylchlorid  ein  entsprechen- 
des Deiivat  dargestellt,  welches  übrigens  auch  wieder  amorph 
war.  Hugh  Ryan  bezeichnet  die  Acetochlorhydrosen  aus 
Traubenzucker  und  aus  Galactose  als  Acetochlorglucose  und 
Acetochlorgalactose. 

Bei  Versuchen  über  das  Verhalten  der  Acetochlorglucose 
empfanden  wir  es  als  einen  grossen  Uebelstand,  dass  man  bei 
der  syrupförmigen  Beschaffenheit  dieser  Verbindung  keine  ge- 

1)  CoUey,  Annalea  de  chimie  et  de  phyaique  (IV]  21,  868. 

^)  Michael,  American  Journal  1,  305  und  6,  336. 
3)  Drouin,  Bulletin  de  la  80ciete  chimique  [III],  13.  5. 
Hugh  Kjan,  Journal  of  tbe  Chemical  Society  7ö,  1054. 
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nügende  Garantie  fttr  deren  Reinheit  besitzt.   Indem  wir  den 

Traubenzucker  der  Einwirkung  von  Acetylbromid  unterwarfen, 
gelnnj^  es  uns  da^  cntspif^clitiKU'  HtomJerivat  des  Trauben- 
zuckers, die  Acetobronii^liuosc  C^.  H,Br^()C2Hj,0\< )  /.u  frewiunen, 
welche  eine  ähnlich  leichte  Vertretbarkeit  des  Halogens  zeigt, 
wie  die  Acetocliloi  «?luco.se.  Vor  dieser  hat  sie  den  Vorzug, 
dass  sie  sehr  leicht  krystallisirt,  und  dass  ihre  Reinheit  durch 
die  Bestimmting  de8  Schmelzpunkts,  der  bei  88—89^  liegt, 
rasch  controlirt  werden  kann. 

Die  Acetobromglucose  krystallisirt  aus  absolutem  Aether 
in  glänzenden  weissen  Nadeln.  Auch  aus  hochsiedendem  Lig^In 
lässt  sie  sich  unikrystallisiren.  Sie  löst  sich  kaum  in  Wasäser, 
von  welchem  sie  bei  längerem  Stehen  —  rascher  beim  Korben 
—  zorsft/.t  wird.  Sie  ist  rechtsdrehend  und  reducirt  iiochende 
Fchling  Hche  Lösung. 

Wir  haben  zunächst  das  Verhalten  der  Acetobromglucose 
gegen  Methyl-  und  Aethylalkohol  und  gegen  Silberverbin- 
dungen etwas  eingehender  untersucht  und  haben  dabei  Folgendes 
beobachtet. 

Bei  längerem  Stehen  einer  Lösung  yon  Acetobromglucose 
in  absolutem  Methylalkohol  bildet  sich  das  /^-Methylglucosid. 
Aus  der  Acetochlorglucose  hat  E.  Fischer^)  durch  Einleiten  Ton 

gasförmiger  Salzsäure  in  die  methylalkoholische  Lösung  das 
a-Methyl^lucosid  erhulteu. 

Schüttelt  man  die  methyhilkoholische  Lösung  der  Aceto- 
bromglucose mit  trockenem,  fein  gepulvertem  Silbercarbonat, 
80  bildet  sich  die  bisher  noch  nicht  bekanntf.  prächtig  krystalli- 
sirte  Tetraacetylverbindung  des  /^-Methylglucosids.  Dieselbe 
schmilzt  bei  104 — 105**,  ist  linksdrehend,  reducirt  nicht  die 
Fehling^sche  Lösung  und  wird  bei  längerem  Stehen  mit  Normal- 
natronlauge zu  jff-Methylglucosid  verseift.  Durch  Umsetzung 
mit  Silbemitrat  hoflten  wir  aus  der  Acetobromglucose  die  yon 
Collcy  entdeckte  Acctouitrose  zu  erhalten.   Als  wir  die  methyl- 


E.  Fischer,  Berichte  der  Deutschen  chemischen  Gesellachaft 
26,  2407. 
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alkoholische  Lösung  des  Bromderivats  mit  einer  methjlaikoholisch- 
nrässengen  Höllensteinlösung  schüttelten,  fiel  zwar  sofort  quanti- 
tatir  das  Bronisilber  aus,  aber  statt  des  erwarteten  Salpeter- 
sSureathers  erhielten  wir  wiederum  das  Tetraacetjl-/?-Methyl- 
gluooeid.  Dieselbe  Verbindung  entstand  auch  bei  einem  Ver- 
such, die  in  Methylalkohol  gelöste  Acetobromglucose  mit 
Traubenzucker,  der  in  wenig  Wasser  gelöst  ssuv.  bei  Gegen- 
wart von  Siibercarbouat  zum  Derivat  einer  Diglucose  zu 
combiniren. 

Schüttelt  man  die  aethylalkoholische  Lösung  der  Aceto- 
bromglucose mit  Siibercarbouat  oder  mit  einer  concentnrten 
wSsgerigen  Ldsung  von  salpetersaurem  Silber,  so  entsteht  das 
gut  krjstallisirende  Tetraacetyl-Aeth  jlglucosid.  Dasselbe  schmilzt 
bei  105 — 106^  ist  linksdrehend  und  reducirt  nicht  Fehling^sche 
Lösung.  Durch  längeres  Stehen  mit  Nonualn.itioiiluuge  wird 
es  vera»eift  zu  einer  in  Wasser  uinl  in  Aikoliol  sehr  leicht  lös- 
lichen, linksdrebencleu  Verbindung,  welche  wahrscheinlich  das 
bisher  noch  nicht  bekannte  /?-Aethylglucosid  darstellt.  Bisher 
wollte  dieses  Produkt  nicht  krystaiiisiren;  es  reducirt  Fehling 
erst  nach  iSngerem  Erwärmen  mit  Normalsalzsäure,  wobei 
Aethylalkohol  abgespalten  wird. 

Durch  Schütteln  der  in  Eisessig  gelösten  Acetobrom- 
glucose mit  Silberacetat  erhielten  wir  die  bei  130 — I  ii* 
sr-b  malzende  Pentacetyl^^lucose.  Diese  letztere  Verbindung 
gehört  also  zusammen  mit  der  Acetobromglucose  und  dem 
/J-MethTlglucosid  in  die.selbe  stereochemische  (ß-)  Keilie. 

Mit  trockenem  Chlorsilber  scheint  sich  die  Acetobrom- 
glucoee  bei  längerem  Schütteln  in  absolut  ätherischer  Lösung 
umzusetzen  zu  Acetochlorgluoose,  welche  aus  hochsiedendem 
Ligrotn  krystallisirt.  Hit  Versuchen  tlber  die  Einwirkung  von 
trockenem  Silberoxyd,  Silhercarbonat.  ( 'yansilbcr,  Silbernitrat 
auf  die  Lösungen  der  Acetobroin<^hK'()se  in  reinem  trockenem 
Aether,  Aceton  oder  Benzol  sind  wir  zur  Zeit  noch  beschäitigt. 
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Versuche  mit  flüssiger  Luft 

Von  Hermiiim  Bb«rt  und  Berthild  HoftnaiiB. 

{Bmjf$iau/m  £6.  Man  1900.) 


A.  Elektricitätserregung  mit  Hilfe  von  flüssiger  Luft. 

1.  Fttllt  man  flüssige  Luft^)  in  ein  Becherglas  und  hingt 
in  dieselbe  ein  an  einem  Coconfaden  befestigtes  Metallstttck, 

so  erweist  sich  dieses,  wenn  man  es  nach  einiger  Zeit  ans  der 
ÜiL^igeu  Luft  herauszieht  und  an  ein  Elektruskoj»  anlegt, 
stark  negativ  geladen.  Wir  haben  diesen  Versuch,  welcher 
nie  versagt,  wenn  die  Luft  in  dem  Glase  schon  einige  Zeit  ge- 
siedet hat,  und  das  isoliert  aufgehängte  Metailstück  genügend 
lange  in  dieselbe  eingetaucht  war,  mit  Stttcken  Ton  Alumi- 
nium, Eisen,  Zink,  Blei,  Kupfer,  Silber,  Gold,  Platin,  Palla- 
diom,  Zinn  und  Messing  angestellt. 

Aber  auch  Nichtleiter  der  Elektricität  nehmen  solche  La- 
dungen an,  so:  Siegellack,  Olas,  Holz,  Gummi. 

Auch  wenn  die  genannten  Substanzen  an  eiueni  Seiden- 
faden  direkt  in  die  Dewar'sche  Vacuumfla.sche,  in  der  die  Luft 
nur  schwach  siedet,  hineingehängt  werden,  nehmen  sie  nach 
einiger  Zeit  die  genannte  negative  Ladung  an. 

2.  Ein  einfacher  Voltaeffect  in  Folge  des  Contaktes  der 
heterogenen  Substanzen  kann  nicht  die  Ursache  dieser  Ladungen 

>)  Die  bei  den  Yennchen  benoUte  flasrige^Luft  wurde  uns  in 
grOsMreD  If ragen  von  der  hiesigen  Gesellschaft  fSr  Linde'sche  Eis« 
maschinell,  specieU  von  der  Abteilung  für  LnftverflQssigttDgS'MaBchiuen 
frenndlichst  sur  Teifttgang  gestellt,  woAir  wir  anch  an  dieser  Stelle 
unseren  besten  Dank  ansspredien. 
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sein:  denn  derselbe  würde  nur  oin  oder  zwei  Volt  SpanimiiLf 
eizeu^'en  können,  während  wir  Hunderte  von  Volt  Spannung 
an  den  eingetauchten  Körpern  maassen.  ^)  Auch  die  niedrige 
Temperatur  (— 193«  bis  —183«  C.)  an  sich  kann  nicht  die  ür- 
Sache  der  Elektrisierung  sein.  Eher  könnte  man  an  eine  Elek- 
tricitatserregung  in  Folge  der  heftigen  Verdampfung  der  flüs- 
sigen Luft  denken.  Die  Aenderung  des  Aggregatzustandes  an 
sich  kann  aber  schon  nach  den  Untersuchungen  Faraday's 
nicht  die  Ursache  der  beoljacliteten  SpaiinuTiLr"^ersclieiminguii 
sein;  denn  in  der  berühmten  IH.  Keihe  seiner  Experimental- 
Untersuchungon zeigt  er  an  dem  Beispiele  des  Wassers,  dass 
die  Elektricitätserregung  unabhängig  von  der  Verdampfung 
oder  der  Aenderung  des  Aggregatzustandes  ist  (2083).  Femer 
weist  er  nach,  dass  trockene  Luft  in  allen  Fällen  ganzlich 
unvermögend  ist,  durch  Reibung  Elektricität  zu  erregen  (2 1 32). 
Die  flüssige  Luft  sowie  das  aus  ihr  verdampfende  gasformige 

1)  Bei  diesen  Spannungsmessungen  lat  nicht  ausser  Acht  zu  lassen, 
dass  die  Capacität  c  der  eingetauchten  Metallstücke  meist  sehr  klein 
gegenüber  der  Capacität  c'  der  anzuwendenden  Messinstnimente  ist 
(c'>e),  Ist  also  der  eingetauchte  KOrper  durch  Aufnahme  der  Elektri» 

citätsmeuge  £  zu  dem  Totentiale  K  =  —  geladen,  so  verteilt  sich  beim 

Anlegen  desnolbcn  an  das  Elektrometer  diese  Ladong  auf  einen  Leiter 
von  der  Capacit&t  C  ~  e-{-c\  so  dass  die  an  dem  nach  Volt  graduierten 

Elektrometer  abgelesene  Spannung  v  —  -j  zn  Idein  ist,  und  die  in  dem 

VC 

Luftbad  wirklich  auftretende  Spannung  in  dem  Verhältnisse  —  =  — 
c'  «  c 

1 H  grösser  als  die  beobachtete  ist.  Da  sich  so  Ueine  Capad* 

tiit'  Ji  c,  wie  sie  die  hier  verwciuleten  Versuehnkörper  haben,  nur  sehr 
scLwt'i-  messen  loiisen,  so  verfiihrt  man  bei  diesen  biKinnnngsmessiingen 
besser  so,  dass  man  das  Elektrometer  durch  eine  Trocke)i>.iiule  oder  viel- 
sellige  Accumnlatorenbatterie  bis  auf  ein  bestimmtes  negatives  Potential 
ladet  und  zusieht,  ob  sich  der  Ausschlag  heim  Anlegen  des  aus  der  Luft 
kommenden  Körpers  vergrdssert  oder  vermindert;  im  ersteren  Falle  hat 
der  K<Vrper  höheres  (negatives)  Potential,  im  «weiten  niedrigere«,  und  so 
kann  man  die  wirkliche  Spannung  in  immer  engere  Grenzen  einschlieesen. 

*}  Experimental- Untersuchungen  Uber  Elektricit&t  von  Miebael 
F a r a d ay  f  deutsche Uebersetzung  von  S.  Kalischer,  2.  fid>  6»  96a  1890» 
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Produkt  muss  aber  als  überaus  trocken  augesehen  werden,  da 
fJn*;  ^V'a8.ser  bei  so  niederen  Tenii)eraturen  weder  als  Dampf, 
noch  als  Flüssigkeit  bestehen  kann,  sondern  der  verdampfenden 
Flüssigkeit  aU  Eis  von  äusserst  niedriger  Dampfspannung  bei- 
gemengt ist. 

Wenn  also  auch  tropfbar  flüssiges  Wasser  dem  Wasser- 
dampfe  oder  der  Luft  beigemengt  und  durch  seine  gasförmigen 
IVSger  g^n  feste  Substanzen  geblasen  vermöge  der  Reibung 
an  diesen  naeb  Faradaj  zu  einem  starken  Elektricitätserreger 
wird,  so  kann  dies  bier  dennoch  nicht  als  Ursache  der  be- 
obachteten Erscheinung  herangezogen  werden. 

Dagegen  könnte  man  vielleiclit  noeh  an  eine  Elektrisie- 
rung bei  der  Bereifung  denken.  Wird  der  Versuch,  wie  in 
§  1  angegeben  ist,  angestellt,  so  schlägt  sich  auf  dem  in  der 
äüiisigen  Luft  stark  abgekühlten  Körper,  wenn  man  ihn  heraus- 
zieht, um  ihn  dem  Elektroskop  zu  nähern,  sofort  der  Wasser- 
dampf der  umg^nden  Luft  als  Reif  nieder;  dichte  Nebel  Ton 
condensiertem  Wasserdampfe  sinken  dann  Yon  dieser  Reif- 
sehicht  herab.  Dass  auch  hierin  nicht  die  Ursache  der  Er- 
regung liegen  kann,  wird  schon  durch  die  Bemerkung  Fa- 
rad ay^s  wahrscheinlich  gemacht,  dass  auch  die  Oondensation 
von  Wasser  keine  Elektrisierung  hervorrufen  kann  (a.  a.  0. 
2083).  Um  hierüber  ganz  sicher  zu  werden,  haben  wir  Con- 
trolversuolie  mit  fV>ster  Kohlensäure  als  Kühlmittel  angestellt. 
Wenn  dieselbe  mit  Aether  vermischt  auch  nur  Abkühlungen 
bis  zu  — SO''  C.  zu  erreichen  gestattet,  so  erfuhren  doch  die 
gekühlten  Präparate  auch  hier  eine  sehr  starke  Bereifung,  und 
Kebelwolken  senkten  sich  auf  den  seitlich  Ton  dem  £lektro- 
skopknopf  herausragenden  Metallarm,  aber  nicht  die  mindeste 
Elektrisierung  war  hierbei  selbst  an  den  empfindlichsten  In- 
strumenten wahrzunehmen. 

3.  War  nach  den  im  Vorigen  beschriebenen  Controlyer- 
suchen  eine  direkte  Wirkung  der  Bereitung  bei  der  beobach- 
teten Elekui.>ierungserscheinung  ausgeschlossen,  so  konnte  die- 
selbe doch  möglicherweise  indirekt  mitgewirkt  haben.  Denn 
wenn  der  stark  abgekühlte  Körper  sich  mit  einer  Keif-  oder 
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Eisscbicht  bedeckt,  sowie  er  aus  der  flüssigen  Luft  heraus- 
gezogen wird,  so  könnte  mau  zu  der  Vermutunf;r  noTs^en,  diiss 
die  thatsächlich  jii^cfundene  Divergenz  der  Elektro.skupblüttchen 
vielleicht  einlach  daher  rühre,  dass  diese  Eisschicht  am  Knopfe 
des  £lektroskope8  reibe  und  diesen  negativ  elektrisch  mache, 
d&88  also  die  Vorgänge  in  der  flüssigen  Lufib  gar  niclits  mit 
der  Elektrisierung  selbst  zu  thun  haben  und  diese  nur  als  Kälte- 
mittel wirke.  Dem  gegenüber  ist  zu  erwähnen,  dass  die  ein* 
getauchten  Körper  meist  so  stark  elektrisiert  aus  dem  Luft- 
bude hervorgingen,  dass  sie  schon  durch  Influenz,  noch  ehe 
sie  das  Kiekt roskop  berührten,  die  Blättchen  desselben  zur 
Divergenz  brachten. 

Wiederholt  man  den  Versucli  oft  mit  demselben  Körper, 
so  bedeckt  er  sich  allerdings  schliesslich  mit  einer  so  dicken 
Schicht  von  Keif,  dass  nun  andererseits  die  Vermutung  aus- 
gesprochen werden  konnte,  die  eingetauchte  Substanz  spiele 
gar  keine  indiyiduelle  Rolle  mehr,  sondern  die  beobachtete 
Erscheinung  brächte  direkt  eine  negative  Elektrisierung  des 
Eises  selbst  zum  Ausdruck.  Es  war  daher  geboten  den  (jruud- 
versuch  bei  völligem  Ausschluss  der  Luftfeuchtigkeit  und  un- 
abhängig von  jeder  Bereifung  zu  wiederholen.  Wir  haben  da^ 
her  eine  Reihe  von  Versuchen  in  einem  grossen  Vacuum-Ex- 
siccator  angestellt,  in  den  das  Elektrometer  sowie  das  GefSss 
mit  der  flüssigen  Luft  seihst  eingebaut  waren;  in  ihm  konnten 
die  nötigen  Hantierungen  von  aujBsen  her  mittels  eines  Glas- 
hebels verrichtet  werden,  der  durch  eine  im  Stopfen  des  Ex- 
siccntors  sitzende  Glasröhre  liindurcliging.  Auf  der  Grundplatte 
der  Exsiccatorglocke  war  ein  grosses  Getliss  mit  concentrierter 
Schwefelsäure  aufgestellt;  auf  diesem  stand  ein  kleiner  poröser 
Thonteller,  auf  dem  Phosphorsüureanhydrid  ausgestreut  lag. 
Dieser  Teller  trug  das  für  die  flüssige  Luft  bestimmte  Becher- 
glas, das  aussen  mit  einem  Stanniolmantel  umkleidet  war, 
welcher  durch  einen  durch  den  Stopfen  isoliert  hindurchgeh- 
enden Draht  dauernd  zur  Erde  abgeleitet  war.  Neben  dem 
Schwefelsäuregefuss  stand  das  Exner'sche  Elektroskf)]) ,  dessen 
Gehäuse  au  die  genannte  Erdleitung  ebeuiails  angeschlossen 
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war.  Das  Vorzeichen  aller  Ladungen  konnte  durch  eine  von 
ausst'ii  genäherte,  geriebene  Siegellackstange  in  jedem  Falle 
leicht  fest«r('steilt  werden.  Der  Guninii-Stopfen  in  dem  3,4  cm 
weiten  Tubulus  der  Glasglocke  war  fünffach  durchbohrt;  durch 
die  mittelste  weiteste  Durchbohrung  ging  ein  Trichterrohr  aus 
dfinnem  Messingblech  in  das  Innere  des  Becherglases;  hier 
wurde  die  flüssige  Luft  eingegossen.  Eine  zweite  Durehboh- 
rung  trag  eine  Glasröhre,  durch  welche  der  oben  genannte 
Glasbebel  gefuhrt  war.  Dieser  war  im  Innern  der  Glocke 
kniefönnig  umgebogen  und  trug  an  seinem  zu  einem  Haken 
zusammengebogenen  Ende  an  einem  Bündel  von  Coconiaden 
den  in  die  fiii.s.sige  Luft  einzusenkenden  Körper.  Da  sieh  beim 
Yerdam})fen  der  Luft  allmählich  eine  immer  sauerstofi'reicliere 
Atmosphäre  entwickelt,  so  wühlten  wir  ein  möglichst  schwer 
owtlierbares  Metall  und  häiifrten  an  den  Glashebel  ein  dünnes 
Paüadiumblech.  Durch  den  Hebel  konnte  dieses  in  das  Gefäss 
getaucht  oder  aus  ihm  herausgezogen  werden;  durch  Drehen 
an  dem  Glashebel  konnte  es  dann  gegen  einen  Palladiumiing 
gefOhrt  werden,  der  an  einem  Seitenarm  des  Elektroskopes  be- 
festigt war.  So  waren  durch  die  Anwendung  desselben  Me* 
talles  Voltaeflfecte  möglichst  ausgeschlossen;  Thermoeflfecte  bei 
der  Berührung  des  gekühlten  Bleches  und  des  Kin^^^s  von 
/innnertemperatur  waren  natürlich  nicht  zu  vermeiden;  ihr 
Eintluss  ist  aber  jedenfalls  verschwindend  klein. 

In  einer  dritten  Stopfen durehbohrung  war  ein  Hohr  be- 
festigt, welches  sich  zu  einem  Chiorcalciumrohr  erweiterte,  das 
durch  einen  Hahn  abschliessbar  war«  Ein  anderes  Rohr  diente 
zum  Abzug  des  aus  der  flüssigen  Luft  verdampfenden  Gas- 
gemisches, durch  die  letzte  der  fünf  Stopfendffhungen  war 
ein  Glasrohr  gezogen,  in  welches  die  von  dem  Innern  heraus- 
führende Erdleitung  eingekittet  war. 

Zuniiclist  wurde  das  Tnchterrohr  und  alK«  anderen  Oeff- 
nungen  durch  Gummiverschlübse  luttdielit  a])gt  scliIoss('u,  und 
die  ganze  Glocke  durcli  das  Chlorcalciumrolir  hiudurch  ver- 
mittelst der  Wasserluitpumpe  evacuiert  und  dann  abgeschlossen. 

Vor  jeder  Versuchsreihe  stand  der  Ezsiccator  längere  Zeit 
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(bis  zu  acht  Tagen)  eTacuiert,  sodass  die  in  ihm  aufgestellten 
Trockenmittel  alle  Feuchtigkeit  absorbiert  hatten.  Dann  wurde 

durch  das  Trichterrohr  aus  der  Dewar*8cheii  Flasche  Luft  in 
das  Gelass  g«\<r()ssen  und  gleiclizeitig  das  Abzugsrohr  geöftnet. 
Da  die  Luit,  sowie  sie  in  das  in  dem  Exsiccator  sttluiule 
Sammelgefüss  hinubgelangt,  sofort  sehr  heftig  aufsiedet,  so 
entweicht  vom  ersten  Momente  an  nur  trockene  Luft  von  innen 
nach  aussen,  aber  es  vermag  nicht  Feuchtigkeit  enthaltende  Luft 
Ton  aussen  nach  innen  zu  dringen. 

Wiewohl  also  bei  allen  in  diesem  Räume  angestellten  Yer- 
suehen  Reif-  und  Nebelbüdung  vollkommen  ausgeschlossen  war, 
gelang  doch  der  in  §  1  beschriebene  Versuch  jederzeit,  diese 
Nebenerscheinungen  waren  demnach  nicht  die  Ursache  der 
beobachteten  Elektrisierung. 

4.  Nachdem  gezeigt  war,  dass  die  Elektricitätserregung 
in  der  flüssigen  Luft  selbst  ihren  Sitz  habe,  war  es  nötig 
näher  zu  prüfen,  welchem  Bestandteile  derselben  diese  Wirkung 
zuzuschreiben  sei.   Neben  den  schon  bei  niedriger  Temperatur 

üllmühlich  verdampfenden  Bestandteilen  der  reinen  atmosphä- 
rischen Jjuft:  Stickstoff,  Argon  und  Sauerstoff  enthält  die 
flüssige  Luit,  wie  sie  von  der  Maschine  geliefert  wird,  als  Ver- 
unreinigungen noch  Kohlensäure  und  Reste  von  Maschinenöl 
in  festem  Zustand.  Im  Laufe  der  Zeit  gesellt  sich  aber  auch 
Eis  in  reidilichem  Maasse  hinzu,  da  z.  B.  bei  offen  stehender 
Dewar-Fiasche  die  Feuchtigkeit  der  Luft  fortwährend  als 
Schnee  niedergeschlagen  wird.  Alle  diese  Beimengungen  kann 
man  aber  durch  Filtrieren  der  Luft  leicht  entfernen.  Wir 
haben  zunächst  mehrere  Versuche  mit  völlig  reiner  Luft  an* 
gestellt,  die  ein  in  den  Trichter  der  Exsiccatorglocke  einge- 
sctzleä  Papierlilier  passiert  hatte,  che  sie  in  das  Versuchsgefääs 
im  Inneren  eintrat. 

Diese  Luft,  die  eine  wundei-voU  bläuliche  klare  Färbung 
nnd  das  von  K,  Olszewski  beschriebene  Absorptionsspectrum 
mit  den  vier  eigentümlichen  Banden  zeigt,  ^)  giebt,  selbst  wenn 

1)  K.  OUzewski,  Wied.  Aon,  3S.  p.  670.  1888. 
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sie  z,  B.  aui  Anfange  uaunLUlbar  nach  dem  Eingiesscn  sehr 
heftig  an  den  Geflisswänden  und  dem  ein^etaiuliten  Ivörjter 
empoi-schäumt,  keine  Spur  einer  KlektrisiLrung.  Die 
Reibuag  der  reinen  flüssigen  Luft  vermag  also  weder 
Glas  noch  ein  Metall  durch  Reiben  elektrisch  zu 
macheD.  Hierdurch  wird  das  Faraday^sehe  Ergebnis  (vgl. 
S.  108)  bis  zu  Temperaturen  von  — 193^  binab  erweitert. 

üm  2U  erkennen,  welcher  Bestandteil  es  nun  ist,  der  bei 
nicht  gereinigter,  gewöhnlicher  flüssiger  Luft  die  beobachtete 
sehr  starke  Elektrisierung  henromift,  haben  wir  der  reinen 
flilssigeii  Luft  zunächst  Kohlensäureschnee  in  reiclilic-luT  Monu*e 
beigesetzt.  Hierbei  war  Vorsicht  geboten;  denn  dii'  Icste 
Kohlensäure,  wie  sie  der  Bombe  entnommen  wird,  zei<rt  itnnicr 
eij2fene  elektrische  Ladung,  meist  eine  positive.  Wir  haben 
daher  grössere  Stücke  fester  Kohlensäure  zunikdist  zwischen 
zwei  zur  Erde  abgeleiteten  ebenen,  dicken  Zinkplatten  zer- 
kleinert, dann  den  fein  zerriebenen  Schnee  am  Elektroskop 
geprüft  und  erst  wenn  er  sich  ganzlich  entladen  zeigte  in  den 
Bxsiccator  geworfen.  Alsdann  zeigte  sich  keine  Elektrisierung 
des  eingetauchten  PaUadinmbleches,  also  auch  die  Spuren  fester 
Kohlensäure,  die  immer  der  flüssigen  Luft  beigemengt  sind 
und  ihr  das  bekannte  milchige  Aussclicn  verlrilit'n,  sind  nicht 
die  Ursache  der  in  §  1  gertchilderten  Erregungen. 

Nun  gingen  wir  dazu  über  der  filtrierten  flüssigen  Luft 
Eis  in  möglichst  fein  verteiltem  Zustande  zuzusetzen.  Dies 
war  ausserordentlich  schwierig,  wenn  dasselbe  elektrisch  völlig 
neutral  in  das  Siedegeiass  gelangen  sollte.  Denn  jegliches  Zer- 
kleinem eines  stark  unterkühlten  festen  Eisstfickes  mit  irgend 
einem  Körper,  Metall  oder  Nichtmetall  würde  dieses  sehr  stark 
positiv,  das  zerkleinernde  Instrument  negativ  erregt  haben 
(vgl.  w.  u.  §  5  S.  115).  Ja  selbst  ab  wir  mittels  eines  Glas- 
zerstäubers einen  feinen  Sprühregen  von  destilliertem  Wasser 
gegen  die  filtrierte  liüssige  Luft  richteten,  wobei  sich  in  der- 
selben kleine  Eiskiigelchen  ansammelten,  erwies  sii:li  das  in  ihr 
gebildete  Eis  als  iilKjraus  stark  positiv  elektrisch  geladen.  Wir 
haben  hier  den  EÜect  der  Dampf elektrisiermasch ine,  von  dem 

IWO.  8ltciiDg»b.d.iQaUi.-pb7s.  OL  8 
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Farad ay  nachgi'wioson  liat,  dass  or  auf  der  Elektrisierung  der 
Wasjsertrüpfchen  beruht,  wenn  diese  durch  einen  Dampf-  oder 
Luftstrahl  gegen  irgend  einen  Körper  geschleudert  werden. 
Das  Wasser  nimmt  immer  (Ton  wenigen  Ausnahmen  abgesehen 
Tgl.  w.  n.)  positive  Ladung  an.  Beim  Eeiben  am  Zei^täuber 
oder  beim  Auffcreffen  auf  die  flttssige  Luft  werden  die  Tröpfchen 
elektrisiert  und  bleiben  eSf  wenn  sie  zu  Bis  erstarren. 

Wir  haben  schliesslich  fein  verteiltes  Eis  von  nicht  zu 
starker  positiver  Ladung  in  der  flössigen  Luft  dadurch  ange- 
reichert, dass  wir  einen  langsamen  Lultstrom,  der  mit  dainpf- 
lürinigen  Wasser  beladen  war,  z.  B.  den  Athem  (da  ja  bereits 
nachj^pwicsrii  war,  dass  die  Kolilt  iisäure  das  Pliänomcn  nicht 
hervorbringt)  ^»'ftm  die  ÜÜ4>sige  Luit  richteten;  dann  erschien 
die  negative  Ladung  des  eingetauchten  Körpers  und  wuchs  in 
dem  Maasse,  wie  das  die  flüssige  Luft  mehr  und  mehr  trübende 
Eis  sich  anreicherte.  Es  ist  also  die  Reibung  des  in  der 
flüssigen  Luft  enthaltenen  Eises,  welche  den  einge- 
tauchten Körper  negativ  elektrisiert,  das  Eis  selbst 
aber  positiv. 

5.  Dass  das  in  der  flüssigen  Luft  schwimmende,  stark 
unterkühlte  Eis,  wenn  e.s  durcli  die  Stnirnungcn  und  Wallungen 
in  der  liuft  gegen  feste  Körper  geriilxMi  wird,  die  Ursache  der 
ol)en  beschriebenen  Elektricitätserregungen  ist,  wird  notli  durch 
einige  andere  Versuche  bekräftigt.  Die  festen  Keste,  welche 
in  den  Siedegefassen  zurückbleiben,  wenn  alle  flttssige  Luft 
verdampft  ist,  zeigen  sich  stets  sehr  stark  positiv  geladen  und 
zwar  unabhängig  davon,  ob  das  Abdampfen  der  Luft  in  einem 
Qlasgeföss,  in  einem  Gummibecher,  der  bei  der  Siedetemperatur 
der  Luft  steinhart  wird,  oder  in  einem  Schälchen  stattfindet, 
das  aus  Siegellack  gepresst  ist.  Beim  Auftauen  der  festen 
IJückstände  erkennt  man,  dass  sie  zum  grössten  Teil  aus  Wasser 
bestehen  (ein  nie  ganz  fehknder  Oelgeruch  zeigt,  das-s  ihm 
Spuren  von  Maschineurd  bf  i<{('nHTi«i^l  sind).  Schon  Faraday 
wie«  auf  die  hohe  Positivität  des  VV  assers  (2131),  speciell  des 
Eises  hin,  welches  sogar  durch  Reiben  mit  flüssigem  (conden- 
siertem)  Wasser  positiv  elektrisch  wird,  während  alle  anderen 
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Körper  hei  dieser  Kcibung  negfitive  Ladungen  annehmen. 
L.  Sohncke^)  bestätigte  dieses  und  fügte  ausserdem  einige 
wichtige  Versuche  hinzu,  aus  denen  hervorging,  dass  toU- 
kommen  trockenes,  sehr  kaltes  Eis  beim  Reiben  mit  festen 
Körpern:  Messing,  Stahl  und  G-las  positiv  elektrisch  wird, 
während  die  reibenden  Körper  selbst  negativ  werden  müssen. 
Durch  unsere  Versuche  werden  die  Soh ncke'schen  lusultsite 
bestätigt,  ihr  Gtiltigkeitsbereich  biä  zu  Eistenipertituren  von 
—  193®  C.  erweitert  und  die  Versuchsergebnisse  aul'  alle  die 
in  §  1  genannten  Substanzen  ausgedehnt. 

Hat  man  nur  wenig  flüssige  Luft  zur  Vertagung,  so  kann 
man  den  fUsreibungsverBUch  wie  folgt  anstellen:  Man  filtriert 
flOssige  Luft  aus  der  Flasche  durch  einen  dOnnwandigen 
Metalltrichter  in  ein  Becherglas.  Ein  sn  einem  isolierenden 
Faden  hüiigLiides  Metallstück  erweist  sich  selbst  nach  längerem 
Hängen  in  der  filtrierten  flüs^ijyen  Luft  als  unelektrisch,  selbst 
wenn  der  sphäroidale  Zustand  lange  Uberwunden  ist,  ein  innigen 
Reiben  der  flüssigen  siedenden  Luft  am  Körper  also  stattge- 
funden hat.  Mit  der  Zeit  setzt  sich  oberhalb  des  Flüssigkeits* 
spiegeis  im  Innern  des  Glases  eine  dichte  Reifschicht  an. 
Reibt  man  das  stark  gekühlte  Metallstüek  an  dieser,  indem 
man  es  einige  Male  mittels  des  Fadens  an  der  Öefösswand 
aiH-  und  abgleiten  Insst,  so  ist  es  so  stark  negativ  g'  liiden, 
dass  schon  ein  uneni]ilin<i liebes  Hlektrnskop  diese  Ladung  an- 
^igt  und  der  Versuch  in  dieser  Form  sogar  ein  bequemer 
Yorlesungsrersuch  wird.  Die  grosse  Trockenheit  der  flüssigen 
Lufk  scheint  die  Erregung  sehr  zu  begünstigen. 

Bezüglich  des  Grades,  in  welchen  die  verschiedenen  Körper 
durch  die  Eisreibung  bei  völligem  Ausschluss  der  Mitbeteili- 
gung von  tropfbar  flössigem  Wasser  negativ  erregt  werden, 
haben  wir  keine  wesentlichen  Unterschiede  constatieren  können; 
Fara  !ay  fand  bei  der  Wasserreibung  Ausnahmen  von  tler 
allgemeinen  negativen  Elektrisierung,  die  alle  Körper  auch  bei 

1)  L.  Sohneke,  Wied.  Ann.  28.  p,  550.  1886  und:  Uräi>ruiig  der 
Gewitterdektridt&t  and  der  gewöhnlichen  Elektricitat  der  Atmosphäre 
p.  S6  ff.  1886. 
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dieser  aiinohmen,  nur  bei  drei  Substanzen:  Elfenbein,  FtMlcr- 
kiol  und  liäreiibaarp  (2099);  diese  FViiparate  wurden  nur  nn- 
nifiklicli  ciTc^gt,  Feilcrkiel-  ndor  noch  besser  E 1  teil  bei  nnilireii 
ergaben  an  seiner  Dampfelektrisiermaschine  einen  elektrisch 
neutralen  Dampfsirabl  (2102).  Auch  bei  der  Eisreibung  scheioen 
diese  Substanzen  (wir  konnten  freilich  nur  die  beiden  erst- 
genannten prüfen)  eine  Ausnahmestellung  einzunehmen,  indem 
sie  aus  dem  Luftbade  positiv  elektrisch  oder  neutral  oder  doch 
nur  schwach  negativ  elektrisch  geladen  hervorgingen;  jeden-» 
falls  war  der  Unterschied  %,  B.  gegenüber  einem  Platinstück, 
welches  abwechselnd  in  dasselbe  Bad  eingetaucht  wurde,  auf- 
fallend. 

Nach  Farailay  setzen  schon  iiusserst  geringe  Beinien- 
gun^^en  (»h^^er  Sul>stanzen  die  Wassertroplenreibungselektrieitfit 
stark  herab.  Wir  haben  auch  be/.Uglich  der  Eisreibung  nach 
einem  analogen  Einflüsse  gesucht;  durch  direktes  Zusetsen  von 
flüssigen  Gelen  ist  derselbe  freilich  schwer  nachzuweisen,  da 
die  Oeltrdpfchen  in  der  flüssigen  Luft  sofort  zu  harten  Kugeln 
erstarren.  Indessen  ist  es  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  S.  112 
und  114  erwähnten  geringen  Beimengungen  von  Maschinenöl 
den  hier  studierten  Effect  beeinträchtigen,  so  dass  man  gut 
thut  die  Luft  erst  7A\  filtrieren  und  ihr  dann  durch  Stehen- 
la,ssen  oder  durch  Anhauclien  oJur  Einblasen  gewöhnlicher  Luft 
den  nötigen  Eisgehalt  zu  erteilen. 

6.  Dadurch,  dass  diis  reibende  Kis  positiv,  jeder  geriebene 
Körper  aber  ebenso  stark  negativ  elektrisch  wird,  erklären  sich 
Qm\^o  Nebenerscheinungen,  die  sonst  unverständlich  wären. 
Verbindet  man  mit  dem  Elektrometer  oder  einem  empfindlichen 
Galvanometer  unter  Erdung  des  anderen  Poles  einen  Draht, 
den  man  in  die  flüssige  Luft  eintaucht,  so  erhält  man  keinen 
Ausschlag;  reibender,  -f  g^l^dener  und  geriebener,  — geladener 
KlJrper  liegen  nebeneinander,  die  Kraftlinien  sind  in  sich  ge- 
schlossen, freie  Spannun;^"  kann  niclit  angezeigt  werden.  Erst 
wenn  nnm  beide  trennt,  den  Draht  lierauslidtt,  (xh-r  d;is  Ge- 
fiiss  senkt.  /.«'i;4t  das  Kiekt lonjeter  freie  —  Spannung  auf  dem 
Drahte  au.    Kbenso  wird  keiu  Ausschlag  erhalten,  wenn  man 
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an  das  Elektroskop  ein  Platin schälchen  befestigt,  in  das  man 
flüssige  Luft  hineingiesst :  trotz  des  heftigsten  Siidens  zeigt 
das  Instrument  keine  freie  Spannung  an.  Ordnet  man  da- 
gegen den  Versuch  so  an,  dass  man  das  Schälchen  an  einem 
nach  unten  gebogenen  Draht  und  diesen  an  das  Elektrometer 
befestigt,  dann  Yon  unten  her  ein  Glas  mit  fltfssiger  Luft 
nöhi'rt,  so  dass  das  Schälchen  eintaucht,  so  erhäli  mau  nach 
Aufhören  des  Le  idenfrost'schen  Phänomens  einen  Aussclilag, 
sobald  man  die  Schale  mit  dem  Reibzeug,  in  diesem  Falle  den 
in  der  Luft  schwimmenden  Eispartikelchen,  senkt. 

7.  Dieses  haben  wir  dazu  benutzt,  mit  Hilfe  der  flüssigen 
Luft  gewissennaassen  eine  Biselektrisiermaschine  2U  con- 
sfcruieren:  In  eine  Glasröhre  Ton  1  cm  lichter  Weite  und  10  cm 
Lange  war  ein  zusammengerolltes  amalgamiertes  Kupferdraht- 
netz von  5  cm  Länge  eingeschoben.  Die  Röhre  hatte  in  der 
Mittf  (inen  seitlichnn  Ansatz,  durch  den  ein  mit  dem  Netz 
in  leitender  ^  erhiuilunfj^  stehender  Draht  nach  aussen  führte. 
Oben  war  die  Ilöhre  mit  einem  Gummistopfen  verschlossen, 
durch  welchen  ein  Trichterrohr  in^s  Innere  fUhrte;  am  unteren 
Ende  war  sie  zu  einem  engeren  Ausflussrohre  von  12  cm  Länge 
ausgezogen.  Diese  Böhre  war  in  einem  4  cm  weiten,  14  cm 
langen  Glasrohre  derselben  Gestalt  so  befestigt,  dass  der  seit- 
liche Ansatz  des  kleinen  Rohres  in  den  des  grossen  genau 
hineinpasöte,  wodurch  es  mös^lich  wurde  den  Ableitungsdraht 
völlig  isoliert  auch  durch  den  so  entstehenden  Mantel  nach 
aussen  zu  führen.  Der  Mantelraum  war  oben  durch  einen  drei- 
fach durchbohrten  Stopfen  verschlossen.  Durch  die  erste, 
centrale  Bohrung  ging  das  erwähnte  Trichterrohr  zur  inneren 
Röhre;  die  zweite  nahm  ein  TrichteiTohr  fttr  die  äussere  Böhre 
auf  und  die  dritte  Bohrung  diente  als  Abzug^anal  für  ver- 
dampfte Luft.  tJnten  war  das  Mantelrohr  ebenfalls  ausge- 
zogen und  von  solcher  Weite,  da.s.s  das  Ausflussrohr  der  klei- 
neren Röhre  eben  hindurchgintr.  Ein  Stück  ülxrjLre/ogenon 
Gummischlauches  dichtete  die  ineinander  sitzenden  Köhren  ab. 
Der  Mantelraum  war  mit  Chlorcalciumstücken  angefüllt,  um 
alle  Feuchtigkeit  vom  Innenrohr  abzuhalten;  in  ihn  wurde  vor 
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deui  Versuclif  Ilüssitre  Luft  gegossen,  um  den  ganzen  Apparat 
auf  iiieilrige  IV-mperutur  zu  bringen.    Wurde  nun  auch  durcli 
das  innere  Rohr  tlüssige  Luit  gegossen,  so  machte  das  in  ibjr 
mitgefUhrte  Eis  beim  Passieren  des  Drahtnetzes  dieses  negativ 
elektrisch;  die  durchgeflossene  Luft  konnte  unten  wieder  auf- 
gefangen werden.   Hier  wurde  eine  dauernde  elektrische  Er- 
regung erhalten,  solange  flOssige  Luft  durch  den  Apparat  floss. 
Bei  dieser  Elektrisiermaschine  bewegt  sich  also  das  Reibzeug, 
der  rjoriebene  Körper  bleii)t  in  Ruhe.   Jede  Mitbcteiligung  von 
llüsNigem  \\'as«er  war  hierbei  durch  den  Trocken-  und  Kühl- 
mantel ausgeschlossen. 

8.  Nicht  unerwähnt  darf  bleiben,  dass  die  genannten  Ver- 
suche gelegentlieb  Störungen  namentlich  bezU^^ch  des  Vor* 
Zeichens  der  Ladungen  erfahren  können  und  zwar  aus  einem 
leicht  ersichtlichen  Grunde.  Verbleiben  die  durch  Reiben  po- 
sitiv gewordenen  Eisstückchen  in  dem  G«fSsse,  so  reichem  sie 
sich  immer  mehr  un.  Ks  kann  ihuui  geschehen,  dass  die  ne- 
gative Elektrisierung  eines  eingetauchten  Körpers  zurüiktiMi 
und  dieser  bei  der  Berührung  mit  vielen  stark  positiv  ge- 
ladenen EisstUcken  von  diesen  durch  Berührung  Ladung  an- 
nimmt und  beim  Herausziehen  daher  positiv  und  nicht  negativ 
geladen  erscheint.  Dies  ist  besonders  dann  der  Fall,  wenn 
zerkleinertes  Eis  in  das  Luftbad  geworfen  wird  (vgl.  §  4). 
Diese  EisstQckchen  sind  dann  beim  Zerbrechen  durch  die  Rei- 
bung mit  dem  dazu  benutzten  Gegenstände  so  stark  positiv 
elektrisch  geword<Mi,  dass  ihre  Tiadungeu  voiikoiumen  den  hier 
iu  Rede  stehenden  Ell'ect  überdecken. 

9.  Durch  die  im  Vorigen  beschriebenen  Versuche  dürfte 
gezeigt  sein,  dass  beim  Reiben  mit  vollkommen  trocke- 
nem, sehr  kaltem  Eise  fast  alle  Körper,  insbesondere 
die  Metalle,  stark  negativ  elektrisch  werden,  wogegen 
das  Eis  selbst  sich  allen  diesen  Körpern  ge  genüber  positiv  er- 
regt erweist.  Die  Untersuchungsmothode  jmL  Hille  der  tlüs.sigeu 
Tiuft  bietet  liierlni  augenscheinliclie  Vorteile  getrenüber  den 
gewöhnlichen  Methoden,  die  äusserst  diihcii  sind  und  auch 
nicht  immer  übereinstimmende  Resultate  gewinnen  lassen.  Vor 
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allem  ist  wichtig,  dass  muii  bei  dieüuin  sehr  kräftiijcii  Kälte- 
mittel dtii  ^^  asst  rdampf  in  einfachster  Woisv  von  dur  Beteili- 
gung auszuschliessen  vermag,  da  der  aus  der  Atniosphiire  con- 
densirie  Dampf  sogleich  als  Keif  auf  das  Kühlmittel  sowohl 
wie  das  gekühlte  Präparat  niederfällt. 

Die  Erscheinung,  diiss  ein  in  flüssiger  Luft  gekühlter 
Körper  stark  elektrisch  geladen  wird,  ist  bei  allen  elektrischen 
Versuchen,  bei  denen  flflasige  Luft  als  Kühlmittel  dient,  wohl 
zu  beachten! 

Für  die  Meteorologie  scheint  uns  gleichfalls  das  gefundene 

Ergebnis  von  Bedeutung  zu  sein.  Für  die  sog.  „Wärme- 
gewitter"  dürfte  freilich  die  L.  Sohncke'sche  Theorie  wühl 
ihr  Recht  behaupten,  der  zu  Folge  die  Htihuii;..^  de>;  in  der 
aufsteigenden  Cumuluswolke  emporgehobenen  euiidensierten 
ÜüssiVcn  Wassers  gegen  die  Eisnädelchen  der  Cirrusschicht, 
in  welche  diese  eindringt,  die  Ursache  der  Gewitterelektricität 
ist  Es  giebt  aber  auf  der  Erde  grosse  Gebiete,  in  denen 
die  Wirksamkeit  von  tropfbarem  Wasser  unwahrscheinlich  ist: 
die  höchsten,  sehr  kalten  Hegionen  des  Luftmeeres  und  die 
Polorzonen.  Woher  kommen  jene  wenn  auch  vielleicht  nur 
schwachen  elektrischen  Erregungen,  welche  sich  in  den  Polar- 
gohiftrn  unseres  Planeten  vorwiegend  längs  der  Magnetkraft- 
liiiitii  in  Form  der  Polarlichterscheinungen  HUsrr)pt>hon? 
Diese  Fra^ife  vermag  die  Lehre  von  der  Elektriüinuiig  iicini 
Reiben  von  Wasser  und  Eis  nicht  zu  lösen.  Durch  unsere 
Versuche  wird  aber  wahrscheinlich  gemacht,  dass  kosmischer 
Staub,  kleinste  Stein-  oder  Eisen-Meteorite,  wenn  sie  sich  mit 
den  bis  zu  sehr  hohen  Schichten  emporreichenden  Eisnadeln 
(Girrusschichten,  leuchtende  Nachtwolken?}  bei  ihrem  Fall  zur 
Erde  reiben,  genügend  stark  elektrisch  werden,  um  in  den 
gasverdttnnten  Regionen  der  Erde  bei  irgend  einer  Auslosung 
ein  schwaches  Elektroluminescenzlicht  zu  unterhalten  (Himmels- 
phosphnresrenz ,  i'ularlicht  u.  s.  w.).  Die  Versuche  mit  der 
flüssigen  Luit  /.ei^fcn  ja,  djiss  jene  Krregungeii  s(  ll>st  bei  sehr 
niedrigen  Temperaturen  und  in  einer  vollkommen  wasserdarapf- 
freien  Atmosphäre  wirklich  eintreten  können. 
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Üe1)er  eine  neue  Sfisswasserkrabbe  aus  Columbien, 

gesammelt  von  I.  K.  H.  Prinzessin  Therese. 
Von  Dr.  F«  Bof  leUu  , 

(Stngtlatt/m  9.  JTib«.) 

In  meiner  früheren  Mitteilung  über  die  von  I.  K.  H.  Prin- 
zessin Therese  gesammellen  Dekapoden-Krebse*)  liabe  ieh 
unter  dem  Namen  Potamocarcinus  aequatoriulis  Ürt- 
mann  einige  Landkrabben  erwähnt,  welche  auf  dem  Markte 
von  S.  de  Bogota  gekauft  waren.  Ich  hatte  damals  schon 
Abweichungen  von  der  Ortma Untschen  Beschreibung  kon- 
statiert, aber  erwähnt,  dass  auf  Ghrund  meines  ungenügenden 
Materiales  eine  Entscheidung,  ob  es  sich  um  eine  neue  Art 
handle,  nicht  möglicli  sei,  Mittlerwi'ile  sind  mir  durch  die 
Güte  meines  verehrten  Freundes  und  ehemaligen  Lehrers,  Prof. 
Doederlein  in  Strassburg  i/E.,  Exemplare  zur  Verfügung  ge- 
steilt worden,  welche  jener  Sammlung  des  Dr.  Reiss  ent- 
stammen, auf  Grund  deren  Ortmann  seinerzeit  die  neue  Art 
aufgestelit  hatte.  Ich  konnte  also  mit  Exemplaren  yergleichen, 
welche  wohl  noch  mit  Recht  als  Typen  bezeichnet  werden 
dürfen.  Ich  konnte  feststellen,  dass  es  sich  nicht  um  die  Ort- 
manu 'sehe  Art  handelt,  sondern  um  eine  davon  abweichende 
Form,  welche  dem  ebenfalls  bei  Bogota  gefundenen  Potomo- 
carcinus  (Pseudotheiphu^a)  lindigianus(Rathbun)  sehr  nnho  steht. 
Da  aber  gerade  diejenigen  Merkmale,  weiche  zur  Artdiagnose 
nach  Miss  Kathbun  dienen  sollen,  entweder  nicht  deutlich  aus- 

>)  S.  diese  Berichte  1809,  p.  188. 
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geprägt  sind  oder  deutlich  abweichen,  so  ghuihe  icli  iDiuh  zur 
AufsteUiing  einer  neuen  Art  berechtigt,  welche  ich  der  hohen 
Sammlerin  zu  Ehreu  benenne: 

Potamocarcinus  principessae  n.  sp. 

Stirn  niittehniissig  mit  einem  aus  deutlichen  Granul:iti<»jH  /i 
bestehenden  oberen  Hand  (Fig.  3).  Der  Merus  des  zweiten 
Gnathoj)oden  hat  einen  geraden  Aussenrand  (Fig.  1).  Die  vor- 
deren Abdominalhange  des  Männchens  sind  merkwOrdig  ge- 
staltet und  sehr  breit  (Fig.  2). 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Fig.  8. 

In  der  letzteren  Beziehung  stimmt  die  neue  Art  mit 
iindigianus  (Kuthbun)  überein.  Dagegen  ist  der  Carapax  in 
transversaler  wie  longitudinaler  Richtung  fast  flach;  die  Ober« 
flache  ist  punktiert,  sehr  fein  granuliert.  Die  QranulationeD 
werden  gegen  die  Hinterseitenränder  hin  etwas  gröber.  Die 
Gervikalfurche  ist  nicht  sehr  tief,  aber  deutlich  ausgeprägt. 
Vorder^eitenrand  mit  sehr  feinen  Sägezälmen.  Die  Stirnbreite 
geht  fast  5  mal  in  die  Breite  des  Cnraiiax.  Stirn  von  o1)im 
zweüappig,  Unterrand  in  '6  Zipi'el  ausgezogen,  scharf  gerandet 
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(Fig.  3).  Das  Ischium  ist  vorn  ani  breitesten,  ziemlich  gleich- 
massig  und  mit  parallelen  Seiten  ausgebildet.  Merus  5  eckig 
mit  geradem  Aussenrand. 

Fig.  2  gibt  die  beiden  Abdominalanhänge  der  linken 
Seite  eines  Ö  von  unten  gesehen  wieder.  Sie  stimmen  mit 
der  Beschreibung  von  Miss  Rathbun  für  lindigianus  übereiu, 
doch  erwähnt  die  Autorin  nur  ein  Paar  Anhänge.  Das  zweite 
schlanke  Paar  hinter  dem  blattartig  erweiterten  ersten  gelegen, 
erinnert  sehr  an  den  entsprechenden  von  P.  aequatorialis,  wäh- 
rend das  erste  erheblich  abweicht. 


Von  aequatorialis  unterscheidet  auch  die  Bildung  der 
Scheeren,  indem  bei  principessae  die  Hand  etwas  geschwollen, 
die  Finger  dagegen  sehr  schlank  sind.  Der  Carpalzalin  ist 
konisch  und  sehr  scharf.  Die  Scheerenfüsse  sind  genau  gleich 
gross.  Ober-  und  Unterrand  der  Hand  gleichmässig  abgerundet, 
ebenso  die  Aussenseiten  der  Finger,  welche  mit  schaden  dunkel- 
gelurbten  Spitzen  endigen.  Die  ersten  Zähne  auf  den  Fingern 
sind  ziemlich  gross  und  nehmen  gegen  die  Spitze  zu  continuir- 
lich  an  Grösse  ab.  Durch  die  Bildung  der  Scheerenfüsse  ist 
also  die  Art  auch  von  aequatorialis  deutlich  zu  unterscheideu. 
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Die  Lange  des  kleineren  Ö  ist  25  mm,  die  Bmfce  38  mm. 

Sonstige  Masse  sind  aus  der  Abbildung  zu  entnehmen. 

Die  Art  steht  in  vielen  Bczieliungen  somit  lindigiauus  sehr 
njihe,  weicht  aher  hinreichend  ab,  um  bei  Anwendung  der  zur 
Zeit  üblichen  Merkmale  eine  neue  Species  zu  rechtfertigen, 
wenn  die  Beschreibung  von  Miss  Kathbun  (Bull.  Mus.  d'Hist. 
nat  Paris  T.  III  1897)  sich  als  genau  erweist.  Auch  der 
Fundort  ist  nahezu  derselbe. 

S.  Fc^  de  Bogotit  auf  dem  Markt  gekauft;  stammt  aus  dem 
Rio  grande  bei  Soacha. 

2  6,  2  9. 
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Weitere  Mitteilungen  über  dekapode  Grustaceen  der 

k.  bayerischen  Staatssammlungen.  0 

Ton  Dr.  F.  Doflein* 

lEittfitlau/tn  3.  Märt.) 

Tn  den  iiaclif«)1«^oii(k'n  Zcilon  nrcdi-nkc  ich  cini'fc  Iicsiiltatf' 

o  n 

meiner  Bearbeitung  der  Müucheuer  Dekapoden  -  ISamuiluug 
niederzulegen,  welche  sich  vorwiegend  auf  Systematik  und 
geographische  Verbreitung  beziehen.  Die  ganze  Liste  unserer 
Sammlung  zu  publizieren,  würde  keinen  Wert  haben;  ich  be- 
gnQge  mich  damit,  diejenigen  Arten  zu  erwähnen,  bei  denen 
etwas  von  unseren  bisherigen  Kenntnissen  Abweichendes  m 
bemerk«Mi  ist.  Einigf  allgt'nit'ine  Bemerkungen  w**rde  ich  t  rst 
am  Schlu&b  anfügen.  Notizen  zur  Systematik  wcrch'  ich  je- 
doch jedesmal  bei  der  betreffenden  Gruppe  vorbringeu. 

L  Pesaelde«. 

Um  die  Brauchbarkeit  der  Verschiedenheiten  an  Thelycuui 
und  Petnsmn,  den  Begattungsorganen,  der  Gattung  Penaous 
Sur  Unterscheidung  ?on  Arten  zu  prüfen,  habe  ich  samtliche 
mir  zuganglichen  Arten  genau  untersucht,  und  finde,  dass  diese 
Merkmale  ausserordentlich  scharfe  Speziesunterscheidungen  er- 
geben. Bei  denjenigen  Formen,  bei  welchen  diese  Organe  noch 
Jiidit  genauer  beschrieben  waron,  füge  ich  eine  genaue  Be- 
schreibung bei.  Diese  Charaktere  wareu  zuerst  von  Spencc  Bäte 

>)  Vgl.  Sitxungaberichte  der  math.-phy«.  Klasse  1899,  pag.  177. 
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(Ann.  nat.  hist.  vol.  VllI  SRftl)  hervorgehoben  und  dann  von 
Ortmaan  (Zool.  Jahrb.  Abt  Syst.  vol.  Y  1891)  sjstematUch 
angewendet  worden. 

1)  Penaeus  caramote  Kisso. 
Exemplare  von  Gadix  und  ViUa  franca. 

Das  Petasma  ist  symmetrisch,  zwei  Doppelrinueu  bildend; 
Spitzen  nicht  hakenförmig,  abgerundet 

Spangen  convergieren  nach  Toro;  schwach  Tierla])|iig 
Thelycum  eine  nach  vorn  offene  Tasche;  hinterste  Spange  des 
Steinums  hinter  dem  Pereiopodiiipaar  gelegen,  nach  vorn 
und  schwach  aiicli  nach  hinten  concav.  Telson  mit  sciilirlifH 
Dornen,  liostruizühne  — *  -  ^  Zwei  tiefe  (iruben  zu  beiden 
Seiten  der  Rostrai  leiste  des  Oephalothorax,  ebenso  eine  Furche 
auf  der  hinteren  Hälfte  dieser  selbst 

Die  Art  würde  also  in  der  Ortni an n 'sehen  Tabelle  eine 
neue  IJnterrubrik  für  sich  beanspruchen.  Sie  würde  fallen 
unter  .  A .  —  BBBB. 

2)  Penaeus  setifer  L. 

Petasma  symmetrisch,  vom  rund  abgestutzt  Hakenspitzen 
der  inneren  Rinne  vorhanden,  aber  nicht  von  aussen  sichtbar. 

An  der  Unterseite  des  Petasnui  verläuft  auf  bei- 
den Seiten  von  vorne  aussen  nach  hinten  und 
innen  eine  mit  feinen  Härchen  besetzte  Leiste 
(Fig.  1).  Die  Abbildung  bei  Sp.  Bäte  ist  nach 
meinen  Exemplaren  zu  schliessen  nicht  ganz 
genau.  Thelycum:  Nach  hinten  und  vorne  con* 
cave  Spange  hinter  dem  letzten  Pereiopodenpaar. 
Bei  den  9  meiner  Sammlung  finde  ich  keine 
typische  Thelycumbildung;  statt  dessen  sind  die 
(>oxen  des  5.,  4.  und  1^.  Thorakalfusspaans  mit 
starr  über  das  Sternum  hinuu.snigenden  Borsten  bedeckt;  so 
dass  nur  durch  diesdbeu  die  Tasche  des  Tbelycums  anderer 
Arten  ersetzt  erscheint. 
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Meine  Exemplare  stammen  aus: 

1)  Florida  2      2  6-    Packard  leg.  187Ö. 

2)  Mittelamerika  (Ail.  Ocean). 
8)  Santos.    Salmin  lep. 

4)  Cbarleaton.    Jos.  Dingle  leg. 

6)  1  ö  aiJgebl.  Indischer  Ocean,  jedeufulls  eine  Verwechslung 

3)  Fenaeus  brerioornis  M-Edw. 

1  9  Gfticatta.  Seblagintweit  leg. 

4)  Penaeiis  brasiliensis  Latr. 

2  9  Rio  Janeiro.  Selenka  77. 

2  9  1  cT  Hlo  Janeiro.  Eaaendorfer  76. 

n.  EoeypliidM. 

5)  Atya  scabra  Leach. 

Panama.  Atlantische  Seite.  M.  Wagner. 

6)  Atja  (Evatya)  crassa  Smith. 
Panama.  Atlantische  Seite.  M.  Wagner. 

Bisher  bekannt  von  Nicaragua,  Mexiko,  s.  Ortmann,  Pro- 
oeed.  Acad.  nat.  sei.  Philadelphia  1899. 

7)  Garidina  typus  M-Edw. 

Cap  York.   Salmin  I^.   Im  Sösswasser. 

I>i>lK'r  svar  Amlxiiüa  der  östlichste  bekannte  Fundort;  die 
Art  hat  also  eine  ähniicii  weite  Verbreitung  wie  C.  wycki 
Hicks.,  indem  sie  von  Mauritius  bis  Australien  vorkommt. 

8)  Alpheus  spinifrons  M-Edw. 

Sieht  dem  laeyimanus  sehr  nahe;  meine  Exemplare  zeigen 
auf  der  Hand  zwischen  dem  Dom  und  der  Basis  des  beweg- 
lichen Fingers  noch  einige  (2 — 3)  kleine  Höcker  oder  Zähnchen. 

Chile. 

9)  Alpheus  neptunus  Dana. 

Atlantischer  Ocean,  Westafrikanische  Küste.  Salmin. 

Bisher  nur  aus  der  Sulusee,  Arafurasee. 
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10)  Alpheus  edwardsii  Aud. 
Bai  von  Rio  Janeiro.  Sdenka  77. 

Bisher  von  Nord-Carolina  und  den  Bermudas  bekannt, 
(s.  Ortmann,  Jen.  Denksclinfien  YIIL) 

11)  Palaemon  jamaicensis  Herbst. 
Panama,  atlantische  Seite.  M.  Wagner. 

12)  Palaemon  olfersii  Wiegln. 

1)  Rio  Chagres  bei  Panama.   M.  Wagner. 

2)  Puerto  Cabello.  Salinin. 

S)  Victoria  (Kamerun).  Preuss. 

Das  Kameruner  Exemplar  besitzt  viel  stärkere  schwane 
Stacheln  auf  der  Hand,  die  auch  regelmässiger  gestellt  sind, 
tils  bei  den  Amerikanern,  wo  die  Behaarung  überwiegt. 

13)  Palaemon  acanthurus  Wiegm. 

1)  Panama,  atlantische  Seite.    M.  Wagner. 

2)  Brasilien.  Salmin. 

3)  Martinique.   Dr.  Doflein.') 

14)  Palaemon  aztecus  de  Sauss. 
Rio  Gbagres  bei  Panama.   M.  Wagner. 

Da  mir  de  Saussures  Arbeit  im  Original  uui&ugünglich 
war,  so  ist  die  Bestimmung  vielleicht  ungenau. 

15)  Palaemon  carcinus  Fabr. 


Von  den  Fundorten  ist  besonders  derjenige  hoch  im  Uiniu- 


0  Meine  in  der  vorigen  Mittheilung  (loc.  cit.)  erw&hnten  Exemplare 
von  P.  lamarrei  (von  Martinique)  gehören  zu  acanthurus  Wiegm. 


1)  Ceylon 

2)  nfi-s.i.  ('<'ii1i':ilitiilirtt 

3)  Mündi  (Killu,  Uimalaya) 


laja  von  Interesse. 
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III.  Lorioatu. 

16)  Palinurus  vulgaris  Latr. 

Ein  sehr  gi(>b.st.>  trockenes  Kxeinplar  unserer  Sammlung 
zeigte  die  Augeuddinen  viel  weiter  nach  aussen  gebogen,  als 
die  typischen  Exemplare  aus  dem  Mitteluieer.  £s  war  be- 
zeichnet als 

Palinurus  frontalis  M-£dw. 

Chile  ?  ? 

Diese  Art  soll  aber  nacli  Ortniann  (l.  c.)  zu  Jasus  ge- 
hören, welche  Gattung  durch  die  Sfcirnbildung  deutlich  unter- 
schieden ist 

17)  i*;uiulirii,s  argus  Latr. 

Wir  besitsen  Exemplare  von 

Martinique,  leg.  Doflein. 
Surmani.  Salmin. 
St.  Thomas.  Essendoifer. 
Rio  Janeiro.  Essendorfer. 

Die  beiden  Exemplare  von  Surinam  und  St.  Thomas  zeigen 

keine  Unterbrechung  der  Abdomenfurchen,  ausserdem  neben 
ilt  ii  4  Haupthöckem  des  Antt  nnensegnientes  eine  Anzahl  kN  iiK  r 
Döriii  lu  n.  Beide  sind  grü.m'r  als  die  Exemplare  von  JVlur- 
tim({uc  und  Hio. 

18)  Panulirus  btlrgeri  de  Hann. 
Japan.  Salmin. 

Bei  unsoroni  Kxomplaro  (9)  dieser  seiteuen  Art  linde  ich 
alle  Angaben  Ortmanns  bestätigt. 

19)  Panulirus  japonicus  v.  Siebold 
stimmt  übereiu  mit  den  ( )i  ttnann'schen  Angubt  ii. 

Das  Exemplar  nähert  sich  der  Var.  femoiistriga  in  der 
Bedomung  des  Antennensegmentes,  indem  2  kleine  Dörnchen 
hinter  dem  Hauptdom  stehen,  einige  davor.  Diese  Ncben- 
dGmchen  sind  aber  alle  schwach  ausgebildet.  —  DerCephalo- 

IMflL  BAnagri»  d.  mMwvkju,  OL  9 
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thorax  ist  mit  Schuppen  bedecktt  deren  Rand  mit  einem  Cilien- 

kränz  vei-sehen  ist.    Ebenso  besitze  ich  ein  Exemplar  ron 
P.  guttatus  Lafcr.,  welches  am  ganzen  Cejihalothorax  die  p^loiehe 
Ei-scheinung  zeigt.    Nachtiem  ich  ausspidoni  nocli  bei  mehier*-jJ 
Arten  sehr  verschiedener  Gattungen  dieselbe  Erscheinung  habe 
konstatieren  können,  bin  ich  zu  der  Ansicht  gelangt,  dass  die 
betreffenden  Exemplare  kurz  vorher  eine  Häutung  durch* 
gemacht  hatten.   Die  meisten  der  in  Betracht  kommenden 
Stocke  zeichneten  sich  auch  durch  eine  briUiante,  wohlerhaltene 
Färbung  aus.    Ehe  ich  bei  mehreren  Arten  diese  Eigenschi^ 
bemerkt  hatte,  bat  ich  den  erfahrenen  Crustaceenkenncr  Ort- 
mann   Ulli    soine    Ansicht   in    dii\scr   Saclic:    derselbe  vertritt 
durchaus  die  Auffassung,  dass  es  sich  um  eine  Begleitei*ächei- 
nung  des  Panzerwechsels  handelt. 

Ich  fasse  diese  Schuppen  also  als  eine  Form  der  Hautungs- 
haare auf,  wie  sie  bei  Arthropoden  und  bei  schlippentragenden 
\Virl)eltiercn  vorkommen.  Wrnn  wir  aber  diese  GebiUle  physio- 
logisch nehmen,  als  vorübergehende  Erscheinungen  zu  eint-m 
gewissen  Zweck,  so  wird  dadurch  ihre  Bedeutung  als  Art- 
merkmal sehr  beeinträchtigt;  die  mit  diesem  Merkmal  unter- 
schiedenen Arten  z.  B.  der  Gattungen  Eriphia,  Plagusia  be- 
dürfen also  einer  gewissenhaften  Nachprüfung.  Es  erbeischen 
übrigens  noch  viele  der  Höcker-,  Schuppen-  und  Stachel- 
bildungen auf  dem  Panzer  der  Crustaceen  eine  biologische  Er- 
klärung, und  viele  derjenigen  Skulpturen,  welche  man  als 
charakteristisch  für  eine  Art  bescli rieben  hat,  erweisen  sich 
als  wechselnd  nach  Alter  und  Zustand  des  IndiYiduums. 

2U)  Panulirus  orientaiis  u.  sp. 

Steht  dem  dasypus  M.-Edw.  sehr  nahe,  unterscheidet  sieb 
von  ihm  aber  durch  folgende  Merkmale: 

Während  am  2.  Gnathopoden  die  Ekphjse  fehlt,  besitzt 
diejenige  des  1.  Gnathopoden  eine  ganz  kurze  Geissei.  Die 
Beine  sind  marmoriert,  Abdomensegmente  glatt.  In  den  meisten 
anderen  Merkmalen  ist  keine  auffallende  Abweichung  Torhan- 
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den.  Ks  sind  2  Dornen  auf  dem  Antennensegnient,  am  ilniter- 
rand  der  Abdomensegmente  ßndet  sich  je  ein  bliuits  und  ein 
weisses  Band.  Auf  den  4  ersten  Abdomensegmenteu  linden 
sich  Spuren  einer  nicht  unterbrochenen  Behaarung,  ohne  dass 
aber  eine  Furche  auch  nur  angedeutet  wäre. 
Japttn.  Salmm. 

21)  Pauulirus  dasjpus  M.-£dw. 

1  mittleres  Exemplar,  Färbung  ganz  abgehlasst.  Die  Ab- 
domenfurchen sind  deutlich  und  unterbrochen. 

2  cn'osse.  trockene  Exemplare  (9)  mit  4  f  Iauj)t.donien  des 
Antcnneusegmentes.  glatten  A udouiensegmenten  (aber  Spuren 
gewesener  Behaarung),  keiner  Ekphyse  des  2.  Gnathopoden 
und  mit  Ortmanns  Beschreibung  übereinstimmender  Färbung. 

Diese  drei  Exemplare  scheinen  mir  sehr  ftlr  de  Maus  An- 
sieht zu  sprechen,  dass  die  Arten  polyphagus  und  fasciatus 
nur  yerschiedenen  Altersstufen  einer  und  derselben  Species 

entsprechen.  Vgl.  Ortmann,  Zool.  Jahrb.  Abt.  Syst.  Bd.  X. 
S.  203. 

Japan.  Sahnin. 

22)  Scjllarus  aequinoctialis  Fabr. 

Obwohl  ]>ei  meinen  Exemplaren  die  Höcker  deutlich  be- 
haart sind,  scheint  mir  die  Art  doch  von  latus  Latr.  wohl 
unterscheidbar. 

Sarinam.  Salmin.  Antillen. 

23)  Scyllarides  latus  Latr. 
Madeira.  H«r«>g  von  Leuchtenberg. 

War  von  den  Oanarischen  Inseln  schon  bekannt. 

24)  Scyllarus  arctus  L. 

1  jiiT.   Rio  Janeiro.   Selenlca  77. 

Die  Art  von  Mieis  schon  für  Sencgunil)ien  angegeben 
scheint  nach  diesem  Fund  tropisch  atlantisch  zu  sein;  besonders 
häußg  ist  sie  allerdings  in  der  mediteriimen  Region. 

9* 
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25)  Aretiis  tuberculatus  Sp.  Bäte. 
8.  Cbailenger  Report,  Macrara  8.  70. 

Ein  junges  Exemplar  liegt  mir  vor,  welches  dadurch  auf- 
fallend ist,  dass  alle  Höcker  und  Dornen  in  Form  von  Schuppen 
mit  Cilien  vorhanden  sind.  Vj^l.  hiezu  das  weiter  oben  unter 
Panuliru.s  japonicus  v.  bieb.  ges:iut'  . 

l)ie  Chaüengcr  Exemplare  wurden  zwischen  Keu  Quinea 
und  Australiea  gedredgt.  Mein  Exemplar  stammt  aus  Japan 
ohne  genauere  Angabe  leg.  Salmin. 

IV.  Nepliropsidea. 

26)  Astacus  fluyiatilis  ßond. 

In  unserer  aiemlich  grossen  und  von  zahlreichen  Fund- 
orten stammenden  Saiiimiuug  von  Exemplaren  dieser  Art  fielen 
mir  besonder»  diejenigen 

von  Hof  (Baorem)  v.  Siebold  and  aus  dem  Plötaseasee  bei 
Berlin  auf. 

Dieselben  haben  znmteil  den  Rand  des  Rostnims  als  Leiste 
fortgesetzt,  so  weit  als  der  zweite  postorbitale  Höcker  reicht; 

dersel))e  ist  auch  an  einzelnen  Exomplarin  duruartig  ausgebildet, 
w  liidf  also  zu  colchicus  gehören.  Da  solche  Variationen  vor- 
kommen, halte  ich  die  letztere  Alt  füi*  nicht  ganz  sicher. 

27)  Astacus  pallipes  Penn. 

Mailand  (Fischiuarkt).    v.  Siebold. 

Diese  Exemplare  zeigen  die  Leiste  auf  dem  Eostrum  lange 
nicht  so  ausgesprochen,  wie  alle  anderen  von  sehr  zahlreichen 
verschiedenen  Fundorten  stammenden  StOcke  unserer  Samm- 
lung. Es  ist  also  vohl  anzunehmen,  dass  es  sich  nm  eine 
Zwischenform,  vielleicht  einen  Bastard  mit  torrentium  handelt 

28)  Cambarus  putnami  Fazon. 
Erie,  Kreazpointner. 

29)  Parastacus  agassizii  Faxon. 

Lf^.  Llanquihud  (Puerto  Montt)  SOd*Chile  Oeg*  Heppke). 
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Meine  Exciuplarc  12  (f  und  9  tstininien  in  allen  äusseren 
Merkmalen  durchaus  mit  der  genauen  Definition  von  Faxou 
(IVoc.  U.  S.  N.  Mus.  XX.  181)8)  Uberein.  Nur  die  Kiemen- 
formel  weicht  etwas  ab.  Vielleicht  waren  Kiemen  an  den 
schon  so  lange  aufbewahrten  Exemplaren  der  Hassler  Expedition 
(1872),  welche  Faxon  vorlagen,  schon  etwas  maceriert  und 
wurden  von  ihm  daher  nicht  ganz  richtig  gesehen. 

Ich  linde: 


Podobrancbien 

Arthrobrancbien 

Plcurobranchien  1 

m  Ganzen 

VIT. 

ep. 

0 

0 

0 

—  ep. 

Vlll. 

1 

1 

Ü 

0 

=  2 

IX. 

1 

1 

1 

0 

=  3 

X. 

1 

1 

l 

0 

=  3 

XI, 

1 

1 

1 

1 

=  4 

XII. 

1 

1 

1 

1 

=  4 

XIII. 

1 

1 

Kr) 

1 

=  4 

XIV. 

0 

0 

0 

I 

—  1 

Suimue 

6H-ep 

6 

•i  -f-  r 

4 

ep  = 

Epipod 

r  = 

rudimentäx. 

Die 

Gesammtzalil  stimmt 

also, 

nur  linde  ich  l)ei 

X  keine 

Pleurobranciiie,  dagegen  bei  XIV  eine. 

Die  Zähne  am  Merus  des  grossen  Scheerenfusses  sind 
undeutlich;  die  Mittelleiste  auf  dem  innersten  Blatt  der  letzten 
Abdominalanhänge  endet  ohne  Spitze  oder  Dom. 

Y.  Faguridea« 
30)  Ooenobita  diogenes  Latr. 

1)  Antillen,  Salmin. 

2}  Savanilla.   fiaaendorfer  2  cf  2  9- 

Die  Augenstiele  sind  durchaus  nicht  ausgesprochen  rund, 

sondern  nach  der  Medianebene  abgeflacht,  allerdings  sind  sie 
nicht  so  aliu-eidattet,  wie  dicjeiiii^cn  der  in(h)-])azitis(  lien  Arten. 
Sonst  ätimmen  die  Exemplare  gut  mit  Beschreibungen  und 
Abbildungen  Uberein. 
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31)  Goenobita  clypeatus  Herbst. 

1)  Ceylon.  Schliigintweit. 

2)  Celebes.  Ludekiiig. 

32)  Goenobita  rugosus. 
var.  wagneri  nov.  var. 

Aehuelt  sehr  der  var.  pulchra  Dana.  Das  dritte  üuke 
Schreitbein  ist  auf  der  Aussenseitc  bei  weitem  nicLt  so  selir 
abgeflacht,  wie  bei  rugosus  typ.  Die  schrägen  Leisten  auf  der 
grossen  Hand  sind  nur  schwach  ausgebildeti  fehlen  beim  9. 
Beim  cT  linke  coxa  des  5.  Pereiopoden  schwächer  voigezogeu 
als  bei  rugosus. 

Scaphocerit  der  äusseren  Antennen  verwachsen,  an  beiden 
Scheeren  Haarpolster.  Augenstielc  comprimiert.  Am  5.  linken 
Pereiopoden  Aussen  seite  der  Kralle  glatt  mit  scharfer  Kante, 
bei  den  übrigen  Gliedern  abgerundet,  sehr  schwach  behaart. 

Rio  Bayano,  bei  Panama. 
Padfischer  Ocean.  M.  Wagner. 

Die  Art  ist  also  mit  ihren  verscliicdonen  Varietäten  durih 
die  ganze  iudopa^ifische  liegion  bis  in  die  westamerikauisclid 
verbreitet. 

33)  Coenobita  öpiiiosus  iM-Edw. 

var.  olivieri  Owen. 
Ostalrika.  Engelhardt  1895. 

Die  Augenstiele  sind  oben  mit  sehr  deutlichen  Düniclitii 
bedeckt. 

War  bisher  nur  aus  dem  östlichen  Indopaciiic  bekannt 

oi)  Clibaiiarius  speciosus  Miers. 

1)  Campeclie  Bai.  l?'alniin. 

2)  Kamerun,    üüuveraeur  v.  Zimmerer. 

Stimmen  beide  genau  mit  der  Beschreibung  des  Typus 
überein. 

8)  Savonilla.   Eaaendorfer  78. 

(Viele  ü  und  9  jung  und  alt.) 
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Bei  diesen  sind  zwar  die  Krallen  viel  länger  als  der  l*ro- 
podus,  aber  bei  Exemplaren  vom  selben  Fundort  sind  bald  die 
hellen,  bald  die  dunklen  Streifen  auf  den  Beinen  breiter. 
Folglidi  gehört  dies  letztere  Merkmal  nicht  in  die  Spezies^ 
diagnose. 

35)  Clibanarius  padavensis  de  Man. 
Ceylon.  Sohlagintweit. 

36)  Clibanarius  aequabilis  Dana. 
Tenerife.-  Botbpleta  87. 

37)  Clibanarius  infraspinatus  Hgdf. 

Ceylon,  bchlagiutweit. 

38)  Pagurus  striatus  Latr. 

var.  peetinata  Ortm. 

St.  Thomas.    Essendorfer  76. 

Bestätigt  vollkommen  die  von  Ortmann  aufjorestclltf:  V^a- 
rietat;  aucb  der  von  ihm  als  nicbt  sieber  angegebene  Fundort 
(Brasilien)  wird  durch  meine  Exemplare  wahrscheinlich  ge- 
macht Sollte  sieh  die  var.  peetinata  in  der  Folge  als  auf  die 
westlichen  Litoralgebiete  des  atlantischen  Ozeans  beschränkt 
heraussteUen,  so  dürfte  es  sich  empfehlen,  sie  als  gute  Art 
abzutrennen. 

39)  Pagurus  deformis  M-£dw. 
Ceylon.  Sdilagintweit. 

Zwitter,  wie  die  Exemplare  von  Ortmaun  und  llilgendorf. 

40)  Paguristes  hians  Hend. 

4  9  Ceylon.    Schlagint  weit. 
(Manila  Challenger-Henderson). 

■ 

Tl.  Galatteidea. 

41)  Aeglea  laevis  Latr. 

See  Llanqnihue  bei  Paerto  Montt,  Heppke. 
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42)  Lepidopa  mjops  Sim. 
Mftzatlan.  Salmm. 

Stimpson  beschrieb  die  Art  vom  Cap  Sfc.  Lucas. 

48)  Albunea  symmysta  L. 
Indischer  Ocean. 

44)  Albunea  pareti  Guärin. 
Gampftdiebai.  Salmin. 

Auch  mir  scheinen  A.  pareti,  Gibbesi  und  lucaaia  zn 

einer  Art  zu  gehören,  vielleicht  ist  nur  die  letztere  abzu- 
trennen. 

45)  Kemipes  adactylu»  dentieulatifrons  Miers. 
Calro.  Billhars. 

(Wird  wohl  vom  rotheii  Meer  stammen.) 

YIIL  Oxystomatft* 

46)  Mursia  cristimanus  Desm. 

St.  Helena.  Salmin. 
Üisher  bekannt  von  der  (Jap-Küste. 

47)  Calappa  conyexa  de  Sauss. 

n         xanthusiana  Stm. 

Die  Art  steht  in  der  Mitte  zwischen  japonica  ürtiu.  und 
granulata  L.  Der  Cephalothoraz  ist  sehr  stark  gewölbt,  also 
wie  bei  japonica,  vieUeicht  sogar  mehr.  Die  Höcker  des 
Cephalothorax  sind  sehr  stark,  wie  bei  japonica. 

Grösste  Breite  ungefähr  beim  4.  Hinteiseitendora,  Domen 
mit  gekörnten  Kielen  wie  bei  granulata. 

Der  dritte  Dorn  ist  der  grösste  am  Hinterrand,  aber  der 
4,  ist  überhaupt  der  grösste. 

Wo  bei  granulata  die  innersten  Domen  stehen,  linden 
sich  hier  nur  stunij>fe  Höcker.  Vor  dem  grössten  Dom  (4.) 
noch  3  deutliche,  dann  2  undeutliche,  dann  £öraer:  was  alles 
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von  gninulata  abweicht.  Spitze  des  äusseren  Lappens  des 
3.  Siagnopoden  abgestutzt  und  stumpf  ausgerandet  (wie  japooiea). 

Der  YergleicH  mit  der  Diagnose  Ton  C.  zanthusiana 
Stimpson  zeigt  vollkommene  üebereinstimmung. 

AVenn  es  sich  nachweisen  iiesse,  dass  in  den  verschiedenen 
Altersstufen  die  Dorn  Verhältnisse  des  Seiten-  und  Hinterrandes 
varrüren,  .so  würde  es  sich  höchstens  um  eine  Varietät  von 
japonica  Ortm.  handeln,  welche  dann  über  den  nördlichen 
Pacific  eine  weitere  Verbreitung  besftsse. 
Mazatlan.  Salmui. 

48)  Calappa  gallus  Hbst, 
Kantavu,  Viti  liuehi.   Dr.  Buchner  1876. 

49)  Crjptosoma  granulosum  de  Haan. 

Chine-isthes  Meer.  Salmin. 

Das  Exemplar  hat  auffallend  weit  vorstreckbare  Augenstiele. 

IX«  Braehynra  8«  b« 

50)  Euphylax  dovii  Stm. 
Ponturenaa  (Nicderkttlifornieo).  Öalmiu. 

51)  Portunus  puber  L. 

Altata  (Weatkflflte  von  Mexiko).  Salmin. 

Bisher  ist  die  Art  nur  aus  drin  atlantischen  Ozean  und 
«Inn  Mittelmeer  bekannt;  dalier  lialtc  idi  die  Zuverlässigkeit 
der  Fundortsaugabe  vorläutig  für  anfechtbar. 

52)  Neptunus  marginatus  M-£dw. 

Hiicht  von  Kio  Janeiro.    Essenilurfcr  7ü. 
Die  Art  ist  von  Miine-Edwards  ftlr  Gaboon  angegeben. 
Meine  Exemplare  befanden  sich  in  einem  Glas  beisammen  mit 
Callinectes  sapidus  Kathb.,  von  dem  sie  sich  aber  durch  die 
Form  des  Hinterleibs  deutlich  unterscheiden. 

53)  Neptunus  hastatoides  Fabr. 
Sannbar.  Salmin. 

Bisher  nur  von  östlicheren  Fundorten  bekannt. 
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54)  Thiduiiiiia  sinia  M-Edw« 
juv.   Rotes  Meer.  Fischer. 

Dies  JuiiL^e  KxL'iiipkir  hat  nur  4  Sfikiii.iuiizaluie,  wiihreml 
die  ciwachsciRii  eieren  5  haben  sollen:  es  wäre  interessant 
testzustelieui  ob  dies  eine  regelmässige  Ersclieinimg  ist. 

55)  Mjomeni|jpe  legoullii  A.  M-Kdw. 

Meine  Exemplare,  welche  sonst  in  jeder  Beziehung  mit 
Abbildungen  und  Beschreibung  der  granulosa  von  Milne^Edwards 
Übereinstimmen,  besitzen  eine,  wenn  auch  achwache,  so  doch 
deutliche  Ganmenliste,  was  nicht  zu  der  Ortm  an  naschen 
Diagnose  der  1  ainilie  stimmen  würde. 

Cap  York.  Salmin. 

50)  Lüpliozozjmus  cristatus  M-Edw. 

Das  Exemplar  unterscheidet  sich  durch  feineres  Netz  der 
Thorakalförbung  und  mangelnde  Behaarung  der  Scheeren  vom 

Typ  des  Milnc-Edwards.  (Let/.teres  auch  Ortmanu,  Z.  J.,  Abt. 
Syst.  VU,  p.  457.) 

57)  Actaea  granulata  Aud. 

Die  3  9  zeigen  die  typischen  Granula,  doch  Annäherung 
der  Fingerspitzen  zur  Löffelform,  nahem  sich  damit  den  Ac- 
taeodes. 

Auch  ist  die  Art  sehr  ähnlich  hv.strix  Miers,  dessen 
riialleni^'er-Kxi'iiijdar  eheiilalls  vom  Cup  York  herrührte;  nur 
sind  die  Thorasgranula  verscliiedeu. 

Cap  Tork.  Salmin  leg. 

58)  Actaea  sctigera  M-Edw.  (?) 

Die  Pereiopoden  sind  oben  scharf  gekantet,  das  Abdomen 

des  ist  7  gliedrij:;^.  Im 'merkenswert  der  Schutz  des  Auges 
durch  ein  Hchüppclien  mit  Behaarung. 

Södsee  (V).  Salmin. 
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59)  Actaea  granulobu  Ad.  und  Wh. 

Mein  Exeinplfir  stimmt  vollkommen  mit  der  Beschreibung 
Ton  Adams  und  White  überein.  Ich  glaube  aber  nicht,  dass 
die  Art  thatsachlich  zur  Gattung  Actaea  gehört;  es  bestehen 
Beziehungen  zu  Xaniho  und  zu  Zogymus. 

Siam.  Salmm. 

60)  Actaea  polyacuntha  Heller. 

Ich  vermute,  dass  die  Art  sich  als  identisch  erweisen  wird 
mit  Actaea  hystrix  Mieis  (Challenger).  Die  2  Exemplare  von 
Ortmann  (1.  c.)  aus  dem  Museum  Godeffroy  (jetzt  im  Strass- 
burger  Museum)  unbekannten  Fundorts  stammen  jedenfalls 
auch  aus  dem  Indopacific;  Miers  Exemplar  vom  Cap  York. 
Rotes  Meer.   Pruner  leg. 

61)  Xantho  bidentatus  M-Edw. 

Unterscheidet  sich  durch  die  Zähne  am  Vorderseitenrand 

gut  von  punctattis;  meine  Exemplare  sintl  }un^;  beim  cf  ist 
das  Abtluiiieii  7  gliedrig,  die  Furchen  auf  der  Überiiiiche  ziem- 
lich ausgespruclien. 

Cap  York.   Salmin  leg. 

62)  Xantho  melanodactylus  M-Edw. 
Snrinain.   Salmin  leg. 

Bijsher  nur  von  der  atlantischen  Küste  Afrikas  bekannt. 

63)  Panopeus  hartii  S.  Smith. 

Diese  Art  ist  offenbar  in  den  Sammlungen  selten  Ter> 
treten.  —  Bisher:  Abrolhos,  M.-Edwards,  Mission  au  Mexique. 
Surinam.   Salmin  leg. 

Familie  Poiamonidae  Ortmann, 
(Thelphusidae  aut.) 

64)  l'utamon  fluviatile  (Bclon.) 

Ein  ziemlich  grosses  Material  von  verscliiodonen  Fund- 
orten, welches  mir  vorliegt,  scheint  mir  für  lokale  Variationen 
der  Art  zu  sprechen.   Doch  kann  ich  mich  Uber  eine  Auf- 
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Stellung  von  geographkcheu  Varietäten  noch  nicht  ent6clu'i«ien, 
dazu  reicht  mein  Material  nicht  aus.  Um  aber  die  ünter- 
sucliung  durcli  Jemand,  dem  vielleicht  grösseres  Material  tof- 
liegt,  anzuregen,  gebe  ich  folgende  Beobachtungen: 

Der  Postfrontalrand  zeigt  bei  den  Exemplaren  aus  Aegypten 
und  vom  roten  Meer  meist  glatte  Linien;  bei  den  Italienern 
sind  die  Ränder  meist  mehr  oder  weniger  grob  gekdmelt, 
während  bei  den  palästinischen  der  ganze  Üand  mehr  ver- 
wischt ist. 

65)  Potamon  aurantium  (Herbst). 

2  rf  BIM  Ceylon. 

t  grösseres.  Schlagintweit  leg. 

1  kleineres.  Fralutorfer  leg. 

Bei  beiden  ist  der  Hinterleib  gleichartig  ausgebildet;  sonst 

sind  Ivlcino  Verschiedenheiten  vorhanden,  welche  ich  auf  das 

verschiedene  Alter  zurückführe. 

66)  Potamon  larnaudi  (M-Edw.). 

Gehört  in  die  Keihc  des  P.  Hiiviutile  in  seiner  ost-südlichen 
Ausbreitung.    War  bisher  nur  aus  Hiuterindien  bekannt. 
Ualcutta.   Schlagintwcit  leg. 

67)  Potamon  vic.  larnaudi. 

Viele  Exemplare  aus  Simla,  Hiinaluya.  Schlagintweit  leg. 
Ein  Sanimeltypus  mit  Cliarakteren  von  ibericuni,  denti- 
cuiatuni,  larnaudi.  Ist  daher  von  grossein  Interesse  für  die 
Frage  der  Abstammung  und  geogra[>hischen  Verbreitung  der 
Gruppe  des  P.  fluviatile.  P.  larnaudi  scheint  überhaupt  sehr 
zu  variiren;  ein  weiteres  Exemplar: 

08)  Totamon  vic.  larnaudi 
weist  durch  seinen  stark  geschweiften  Stirnrand  aui'  Sinuati- 
frons  hin. 

Sumatra.   Hofrat  Martin  leg. 

69)  Potniiion  (l'otuuionautes)  indicum  Latr. 

1)  1  0*  aus  .T abipur  (Mal wa),  Ceniralindien.  Schlagintweit  leg. 

2)  1      Ceylon.  Fruhstorfer  89. 
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ht  vielleicht  ein  juv.  einer  anderen  Art,  da  indicum  nach 
Wood-Mason  im  südlichen  und  östlichen  Indien  nicht  Tor- 
kommen  sali.   Er  ist  auch  durch  die  Form  des  Hinterleihes 


Fig.  8.  Fig.  8. 


ausgezeichnet.   Fig.  2  stellt  das  Ahdomen  des  typischen,  Fig.  3 
dasjenige  des  ceylonischen  Exemplars  dar.  Ueherhaupt  ist  die 
Fonn  des  Abdomens  zur  Untei*scheidung  mancher  Formen  von 
Wichtigkeit. 

70)  Potamon  (Potamonautes)  guerini  M-£d\r. 
Ceylon.   ScUagintweit  leg. 

Bish«'!"  von  Ceylon  nicht  bekannt.  Di«'  Kxcnipliire  stinmieii 
iii  einigen  i'uuktfU  niclir  mit  der  Diagnose  von  <jfuenni,  in 
anderen  mehr  mit  phiiiiita  überein,  welche  Arten  sicher  mit 
Uecht  You  Ortmaun  zusammengezogen  sind. 

71)  Potamon  (Potamonautes)  inflatum  M-£dw. 

stiujüit  ara  meisten  mit  inHiitinn  in)er('iii,  ähnelt  jedoch  sehr 
den  afrikanischen  Arten  der  perlatum-Gruppe.  Daher  wohl 
auch  die  Verwechslung  durch  Milne-£dwards.  s.  Ortmann  L  J. 
Abt.  syst.  X.  p.  308). 

Nord-Geylon,  Reitfelder  bei  Chmdelay,  Juni  1887.  Frohstorfer  leg. 

72)  l*otaniun  (Geothe Ij) Ii usaj  obtuüipes  Stm. 
Calcutta.    Scblagictweit  leg. 

Bisher  bekannt  Ton  Manila  und  den  Liu  Kiu  Inseln.  Die 
Spitzen  der  Finger  sind  mit  feinen  homartigen  Häckchen  ver- 
sehen, welche  stark  umgebogen  sind,  dadurch  erscheinen  die 
Finger  «»btusi.  Das  gleiche  gilt  für  die  stumpfen  Endglieder 
der  Schreitbeine. 
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73)  Potanion  (Geotholphusa)  augustifrons  M-Edw. 

Cap  York.  Salmin. 

9  und  <f ;  gehört  sicher  zur  Untergattung  Geothelphusa. 

74)  Parathelphusa  tridentata  M-Edw. 

1)  V  öornw.  Ruj)crt. 

2)  ^  Q  Bot^mi  Ajot^  (Boraeo),   Seleoka  uad  Scharfenberg. 
^)  cT  9  Sumatra.  Mariin. 

Die  Ghranulationen,  -welche  den  hintersten  Zahn  mit  der 
Postfrontalleiste  Terbinden,  sind  sehr  deutlich,  die  YerhSltnisse 

bei  sinensis  las.sen  darauf  schliessen,  dass  eigentlich  der  hinterste 
Zahn  als  Kjiigiistricalzaliü  uuf/ufassen  ist.  —  Die  Leiste  er- 
innert seLr  an  Potamonautes,  so  dsiss  die  Gattung  (wohl  eher 
UutergattuQg)  sich  vielleicht  von  diesen  ableiten  lässt. 

Familie  Grapsidae. 

75)  Grapsus  grapsus  L. 

Die  sehr  variable  Form  liegt  von  melireren  Fundorten 
))eider  Hemisphären  vor;  einige  Merkmale  scheinen  aber  kon- 
stant zu  varüren.   Es  sind  verschieden: 

1)  Der  Anterolateralzahn, 

2)  die  lateralen  Stimhöckerf 

3)  die  2  Stacheln  auf  der  Stirnfläche. 

Oestliche  Fundorte        Wettliche  Fundorte 

1)  Zahn        stumpfer  Winkel  «pitzer  Winkel 

2)  Höcker      schmal  breit 

3)  Stachel     undeatlick  sehr  deutlich 

Fundorte:  Ras  Mtihamnicd  Surinam 
Sinaibalbineel  Madeira 
Oatafrikaniache  Küate 

76)  Goniopsis  cruentatus  Latr. 

1)  Atlantische  Küste  von  Amerika.    Essendorfer  7C. 
'2)  Kamerun.    Gouverneur  v.  Zimmerer. 

Die  SuborbitaIluj)|)en  erreichen  hei  den  meisten  Exeniplareji 
die  Stini  nicht  gänzlich,  sind  also  durchaus  nicht  mit  derselben 
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verwachsen:  aber  sie  sclüiessen  dennoch  die  Antennen  so  ziemlich 
von  der  Orhita  aus.  Nur  bei  dem  ältesten  Kxeniplar  von 
Kaiueruu  erreicht  der  Suborbitallappen  die  Stirn  vollständig. 

Von  Kamerun  war  die  Art  noch  nicht  bekannt. 

77)  Metopograpsus  latihons  White. 

Meine  Exemplare  stimmen  sehr  genau  mit  der  Diagnose 
▼on  de  Man  überein,  sodass  ich  gegenüber  Ort  mann  dennoch 
geneigt  bin,  den  viel  schlankeren  M.  pictus  M-Edw.  für  speziiiseli 
Terschieden  zu  halten.  Besonders  genau  stimmen  die  Massver- 
haltnisse  des  Oarapax  mit  de  Man  (30 : 23). 
Cap  York.   iSalmin  leg. 

78)  Pachygrapsus  gracilis  de  Sauss. 
Oampecbe  Bai.   Salmin  leg. 

70)  Pachygrapsus  transversus  Gibbes. 
Canari^che  Inseln.   Minutoli  leg. 

80)  Heterograpsus  nudus  Dana. 

1)  8.  Fhmciaco.    Bachner  78  \  . 

2)  Pacific  Grove.  Doflein  96  | 

sebeint  mir  identisch  zu  sein  mit  oregonensis  Dana. 

81)  Sarmatium  curvatum  M-£dw. 
Kamerun,  v.  Zimmerer  leg. 

82j  Phi^^usiii  depres.sa  Fabr. 
Surinam.   Salmin  leg. 

83)  Plagusia  immaculata  Lam. 
Rockbampton,  Queensland.   Salmin  leg. 

84)  Plagusia  tuberculata  Lam. 

1)  Madeira.   Herzog  von  Leucbtenberg. 

2)  Tenerife.  Bothpletz  1887. 

Durch  diese  beiden  Fundorte  wird  die  Art,  welche  bisher 

aus  dem  ganzen  Indo-Pacitic  vom  h'othen  iMeer  bis  zur  West- 
auierikanischen  Küste  anjj^e[,a'])en  worden  war,  auch  aus  dem 
atlantischen  Ozean  nachgewiesen.  Sie  erweist  sich  damit  als 
circumtropisch. 
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Ob  dabei  continuirliche  Uebergänge  zu  depressa  existieren 

oder  ob  dies  selbst  eine  unsichere  Art  ist,  vermag  ich  nicht  zu 
entscheiden. 

« 

85)  SeBarma  cinerea  Bosc. 

Nene  Fundorte:  Mftrtinique.  Dofldn  leg. 

CampSdie  Bai.  Salmin  leg. 

Colmnbien.  Prinzesun  TherMe    Bajera  leg. 

86)  Cardisoma  guanhumi  Latr. 
Lage»  und  Gabon.  Salmin  leg. 

Diese  Exemplare  beweisen  mir  die  Yon  Ortraann  ange- 
nommene Identitöt  von  armatum  mit  giianbnmi. 

87)  Ocypoda  gaudichandii  M-£dw.  et  Luc* 
Panama,  ailant.  Seite.  M,  Wagner  leg. 

Auf  der  Etikette  ausdrücklich  als  vom  atlantischen  Oceau 
stammend  bezeichnet,  während  die  Art  bisher  nur  von  der 
pazifischen  Küste  bekannt  ist. 

88)  Ocjpoda  ceratopbthalma  Pallas. 

Cup  York.    Saliuia  leg. 

Sehr  kurze  Augenfortsätze! 

Von  grösserem  Interesse  dürften  diejenigen  der  angeführten 
Verbreitun^daten  sein,  welche  sich  auf  die  atlantische,  die 

indopaziti-sihü  Provinz  und  die  Gegend  des  Isthmus  von  Panama 
beziehen.  Während  die  letzteren  manches  Zweifelhafte  ent- 
halten und  die  Notweiidigkt'it  einer  rntcrsuohung  der  mittel- 
amcrikanischen  Meeresfauna  vor  dem  Bau  eines  interoceani- 
schen  Kanals  sehr  wünschenswert  erscheinfTi  lassen,  bringen 
die  ersteren  eine  Anzahl  von  Belegen  für  unsere  iiergeo- 
graphische  Auffassung  der  grossen  Oceangebiete. 

Ffir  das  atlantische  Gebiet  ergab  sich  für  eine  Reihe  von 
Arten,  welche  bisher  erst  von  der  einen  Ktlste  bekannt  waren, 
dass  sie  auch  an  der  gegenüberliegenden  vorkommen,  so  fttr 
bisher  üui  m  IJra^ilien  gefundene  ein  westalVik  uuscher  Fuiulort 
und  umgekehrt.    Wahrscheinlich  werden  diese  Fälle  immer 
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häufiger  werden,  je  mehr  insbesondere  die  westafrikaiiibche 
Meen-sfauna  erforscht  wird;  diese  bietet  dem  Sainiiieln  dadurch 
g'C-wiss».'  Sc  hwierigkeiten,  dass  selten  solche  Anhiiu  t  u  listen  von 
linlividuen  und  Arten  zu  finden  sind,  wie  au  den  Küsten  mit 
Koralieurifien. 

FUr  die  indo-pazifische  ProTinz  hatte  ich  einige  Besultate 
der  gleiehen  Art  2U  verzeichnen.  Auffallend  ist  die  Ausbrei- 
tung mancher  Arten  bis  in  die  westamerikanische  Provinz,  so 
Ton  Ooenobita  rugosus  mit  der  nov.  var.  Wagneri.  Genauere 

Untersuchungen  über  die  Ausdehnung  der  letzteren  Provinz 
fehlen  ja  noch;  das  Vorkommen  indopazifischer  Arten  im  Golf 
von  Panama  Insst  es  iu»»glich  erscheinen,  dass  die  Provinz  nur 
eine  schmale  Zone  umtasst,  welclie  bedingt  ist  durch  die  kalten 
Strömungen  und  das  kalte  Auftriebwasser  längs  der  Westküste 
Ton  Nord-  und  Südamerika. 


im  SiUoDgsb.  d.  mailk-pby*.  Cl. 
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Die  mit  *  bezeicbiiuten  Abhandlungen  werden  in  den  SitzuogsberiebUn  nicht  abffedmekt. 


Sitzung  vom  13.  Januar  1900.  s-it* 

A.  Rothpietz:  üeber  eigenthüraliche  Deformationen  jarasaischc. 

Ammoniten  durcli  nrn<ksntiirfn  nri'l  flcroii  ncziebtnicTPn  zu 

den  Stylolithen  j 
*C.  Cranz  und  K.  R.  Koch:  Ueber  die  Vibration  des  Gewebrlatifes 

wiibrend  dea  Durchgangs  des  GesohosaeB  .  1 
*A.  V.  Baeyer:  üeber  die  Einwirkimg  des  Caro'schen  Reagens  auf 

Ketone   1 


Sitzung  twn  5'.  Februar  1900. 

Ci.  Heinrich:  Ueber  das  magnetische  Verhalten  von  Alkoholen  36 
H.  Freitag:  Üeber  die  magnetische  Susceptibilität  organischer 

Substanzen  der  ai'oznatischen  R^ihe  36 

•R.  fiertwig:  üeber  die  Rf'deutuug  der  Befruchtung  bei  Protozoen  33 
A.  Pringsheiro:  üeber  das  Verhalten  von  Potenzreihen  auf  dem 

Convergenzkreise   .87 


SUzuhij  iuin  .j.  Mürz  1900. 

•J.  Ranke:  üeber  deformirte  Schädel  aus  den  Cirabedeldern  von 

Ancon  und  I'achacamac  bei  Limii  ivl 
\\ .  Koenigs  und  E.  Knorr:  üeber  einige  L>ciivaic  du.i  Tr.iuueu- 

zuckers  103 

*S.  Finnterwalder,  A.  Blrnii'-ke  und  H.  H»^hh-  T^nf "r-iichungen 

.ini  flintereijifemer  101 

H.  Ebert  und  B.  Hoffmann:  Versuche  mit  Hüssiger  Luft  lOT 
F.  Dofleiu:  a)  üeber  eine  neue  Sünawasaerkrabbe  aus  Columbien. 

^'»•sammelt  von  Ihrer  Königl.  Hoheit  der  Prinzessin 

Therese  von  Bayern  121 

b)  Weitere  Mittheilungen  über  dekapode  Crustaceeu 

der  k.  bayerischen  ätaatüsaranilungen  125 


Akftdemiseii«  Bncbdruolcerei  von  F.  Straub  in  Müurhan. 


•-'7. 


14  1900 


itzüilgsberichte 


der 


athematiscli -physikalischen  Classe 


der 


k.  b.  Akademie  der  Wissenschaften 


zu  München. 


1900.    Uelt  II. 


München. 

Vprlajr  der  k.  Akademie. 
1900. 

In  CommiflsSon  d««  G.  Fraoz'ecben  Verlag«  (J.  Roth). 


Sitzungsbericlite 

der 

kOoigL  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


MathematiBch^pbjsikaliache  Classe. 

Sitsang  vom  5.  Mai  1900. 

1.  Herr  H.  Sekijoer  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 

IVolVssor  Mw  WCi.K  in  Jlii(klbci .  A  u.s.seunebel  der 
IMf'jjHkTi"  mit  2  Taloln  vnr.  Dieselbe  ist  für  die  Abiiaiid- 
luugeu  der  Akadeiuie  bestimmt. 

2.  Herr  Seb.  Finstbrwaldbr  macht  unier  Vorzeigung  von 
Karten  eine  Mittheihmg:  „lieber  die  Coustruktion  von 
liöheiikartcn  aus  BalluuuuinalinieD." 

3.  Herr  Febd.  Lindeiunn  legt  eine  Abhandlung  von  Br. 
«ToHAHN  GOttlbb,  Privatdozent  an  der  üniversitätf  vor:  ,Cou- 
forme  Abbildung  derHalbebenc  auf  ein  Flachenstfick, 

Welches  von  einer  cirkuliutn  Curve  dritter  Ordnung 
oder  von  einer  bicirkularen  Curve  vierter  Ordnung 
begrenzt  wird. 

4.  Herr  P.  Gboth  legt  drei  aus  seinem  Institut  hervor- 
gegangene Arbeiten  vor: 

a)  von  Fräulein  Kelly:  „Ueber  Conchit,  eine  neue 
Modifikation  des  kohlensauren  Kalks." 

Itoa  8IUimi^d.n»tli..]»li7iL01.  10 
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b)  von  Herrn  Privatdozenten  Dr.  Enxsr  WRiNscnENK : 
^Olu'inisch-geoiogische  Studien;  zur  Keuutuiss 
der  Graphitlagerstätten 

II.  Alpine  Graphitlagerstatfcen. 

III.  Die  Graphitlagerstätten  der  Insel  Ceylon.'' 

Beide  Abhandlungen  sind  £ttr  die  Abhandlungen  der 
Akademie  bestimmt. 
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Deber  die  Koustruktiou  von  Hökenkartün  aus 

Ballonauüiahmen. 

Von      Finster waldcr« 

(Mit  TaT.  L) 

Hat  man  von  einem  Objekt  zwei  Photographieen  Jt"  und  E" 
mit  innerer  Orientierung,  das  heisst  solche,  zu  welchen 
die  relative  Lage  des  zugehörigen  perspekti Nischen  Centrunis 
bekannt  iat,  so  reichen  dieselben  theoretisch  ohne  weiteres  hin, 
um  das  dargestellte  Objekt  sowie  die  Lage  der  beiden  Auf- 
nahmepunkte gegenüber  demselben  bis  auf  den  Massstab  zu 
bestimmen.*)  Die  Kenntnis  irgend  einer  Länge  des  Objekts 
genii^rt  dann  zur  Festlegung  des  Massstabes.  Bis  jetzt  ist  ein 
in  alica  Fällen  praktisch  gani^'^bar*  i-  Weg  zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  nirht  lit-kaiint.  Man  luMlart"  dazu  dfr  von  Herrn 
Guido  Hauck  so  benannten  gegnerischen  Kernpunkte,^)  d.  i.  der 
gegenseitigen  Perspektiven  des  einen  Standpuaktes  vom  andern 
aus,  deren  Auffindung  beträchtlichen  rechnerischen  oder  kon- 
struktiven Schwierigkeiten  begegnet.   Jbdessen,  selbst  wenn 


')  Vergl.  z.  b.  das  Referat  des  Verfassers  über  ilie  geometrischen 
Grandlagen  der  Photogrammetrie.  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathe> 
matiker^Tereinigung,  6.  Bd.,  S.  15. 

1  Ebenda  S.  9,  sowie  die  Abhandlimgen  des  Herrn  Hauck  Ober  die 
Theorie  der  trilinear-projektivischen  Systeme,  Crelle's  Journal,  Bd.  96 
und  97. 

10* 
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150  Sitzung  der  math.-phys.  Clasae  mm  3.  März  1900. 

wir  einen  Weg  zur  Lösung  der  genannten  Aufgabe  hätten, 
wäre  dnmit  für  die  photograrometrische  Terrainaufnahnie  vom 

BiiUun  aus  wenig  gciiienfc,  denn  bei  einer  solchen  handelt  es 
sich  nicht  hlos  um  die  Knnittdung  der  Terra iul'uruieu  au  sich, 
sondern  sjK'zicIl  um  ihre  Beziehung  zur  Lotrichtung.  Eine 
Kurvenaufnahme  des  Terrains  z.  B.,  bei  welcher  die  Ebenen 
der  Kurren  nicht  horizontal  sind,  würde,  obwohl  sie  die 
Terrainformen  Tollständig  darstellt,  wenig  nützen.  Zwar  würde 
bereits  die  Kenntnis  des  Fluchtpunktes  der  Lotlinien  auf  einer 
der  beiden  i)h<jtügraphischen  Perspektiven  zur  Herstellung  der 
richtigen  llorizontalkurven  ausreichen,  allein  die  ol)on  gekcnu- 
zeiclintUn  Sclivvierigkeiten  lassen  es  geraten  erscheinen,  sich 
bei  der  Lösung  der  Aufgabe  nicht  auf  das  theoretisch  zuliissige 
Minimum  an  Kenntnis  des  darzustellenden  Objektes  und  der 
zugehOiigen  Lotrichtung  zu  beschränken.  Nur  so  erzielt  man 
nämlich  nicht  nur  eine  ausführbare  Ldsung,  sondern  auch  Kon- 
trollen, welche  die  Richtigkeit  derselben  sicher  stellen. 

Zunächst  sei  vorausgesetzt,  man  kenne  Grundriss  und  Höhe 
von  vier  auf  zwei  photographischen  Bildern  E'  und  K"  dar- 
gestellten Punktt-n  ile>  T(  rrains  A,  2?,  (\  1),  sowie  von  den  beiilen 
photograuuiietrischeu  Standpunkten   (>,  und        (Ballonörter);  . 
man  soll  Grundriss  und  Höhe  irgend  eines  weiteren  auf  beiden  i 
Bildern  dargestellten  Terrainpunktes  P  finden.    Später  soll  ' 
auseinandergesetzt  werden,  auf  welche  Weise  man  in  den  ver- 
schiedenen FäUen  die  Ballonörter  bestimmt,  bezw.  wie  man  auf 
die  Kenntnis  eines  oder  zweier  Terrainjiunkte  verzichten  kann. 

Zur  Lösung  der  erstgenannten  Aufgabe  bedient  man  sich 
am  besten  der  V'erniitttlung  der  beiilt  ii  Perspektiven  des  Ter- 
rains vun  den  jeweiligen  Standpunkten  nnf  die  Grundrissebene 
Ks  seien  O,  und  (),^  (vergi.  Fig.  l)  die  Standpunkte 
(Ballonürter),  und  0^^  ihre  Grundrisse,  7*  ein  Punkt  des 
Terrains,  und  1\  dessen  Perspektiven  von  den  beiden  Stand- 
punkten aus  auf  die  Grundrissebene  und  dessen  Grundriss. 
Kennt  man  P,  und  P,,  so  erhält  man  Pq  als  Schnitt  von 
0,0  P,  und  7V  Die  Höhe  P«  P  des  Punktes  P  Über  dem 
Grundriss  ergibt  sich  zweifach  aus  folgenden  Proportionen; 
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:  OjjQ     =8  Ä :     =     1*Q :  i'^  O^q, 

wobei  if|  und       die  Ballonhöhen  sind. 

Ausserdem  muss  die  Verbindungslinie  I\  1\  durch  den 
Punkt  Ü  gehen,  in  welchem  O,  0^  die  Örundrissebene  schneidet. 

Nur  in  diesem  Fall  .schneiden  sirh  iiiimlich  die  beiden  Strahlen 
Pj  Oj  und  1\  in  eiju  ni  l\iiikfc  des  Raums.  Diese  Tiubo  ist 
äc|uivalent  mit  der  Höhenprobe,  welche  sich  bei  der  doppelten 
Ausrechnung  Ton  h  aus  den  beiden  Proportionen  ergibt. 


Fig.  1. 


Somit  ist  die  Konstruktion  von  Grundriss  und  Höhe  des 
Terrainpunktes  auf  die  Bestimmung  von  1\  und  Pj  zurück- 
geführt. Diese  aber  kann  ein  f  ac  h  auf  folgende  Weise  cfe- 
schehen  (vergl.  Fig.  1):  Es  seien  A^,  i/,,  6',,  />,  die  4  l'inikte, 
welche  durch  <JeutraJi)rojektion  von  0^  aus  auf  die  (irundriss- 
ebene  aus  den  4  bekannten  Terrainpunkten  A,  Ji,  C,  1)  ent- 
stehen und  sich  aus  deren  Gfrundrissen  A^^  B^^  6'^,  i>D  und  den 
zugehörigen  Höhen  ohne  weiteres  konstruieren  lassen  (vergl. 
Fig.  1).  Es  ist  nun  das  Punktfeld  A^,  B^,  (\,  J)^,  P,  der  Ebene 
perspektiv  zum  photographischen  Bild      B^  C\  I)\  "F  der 
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SiUung  der  math.-phys.  Classe  vom  5,  Mai  1900. 


Ebene      tod  0,  ans,  daher  kann  P,  aus      linear  ermittelt 

wtMclcii.  Dies  ^foschjeht  am  sichersten  rechnerisch,  wobei  man 
von  der  Benici-kiniüf  ausgeht,  «lass  die  (rechtwiiikeli^^en.  schief- 
winkeiigcu  oder  projektiven)  Koordinaten  von  1\  in  der  Gnind- 
rissebene  Eq  mit  den  Koordinaten  von  in  der  Bildebene  E' 
durch  linear  gebrochene  Relationen  0  zusammenhängen,  deren 
Koeffizienten  sich  dann  besonders  einfach  bestimmen  lassen, 
wenn  in  den  beiden  projektiven  Ebenen  jene  Parallel-Eoordi- 
naten  x^,  bezw.  x\  y  eingeführt  werden,  welche  zu  den  Ver- 
bindungslinien C\  und  7^,  7),  resp.  A'  B'  und  6"  7/  als 
Axen  gehören  (vergl.  Fig.  2).  Die  Kehitionen  können  dann  so 
geschrieben  werden:*) 

(2) 

^  _1_  /?  I  ^ 
Va      y  '  '  '  '  y 

Zur  Bestimmung  von  a,  x  hat  man  nun  folgende  vier 
Gleichungen: 

~  =  «  4-  y  -7 

1  1 
a  —  y 

(3) 


>)  Siehe  etwa:  Clebsch-Lindomann^a  Vorlesungen  über  Geometrie, 
Bd.  1,  S.  250  n.  ff. 

Ebenso  einfach  werden  übrigens  die  Relationen,  wenn  man  an 
Stelle  der  Inrfwinkeligen  Koordinaten  der  Punkte  ihre  normalen  Ab- 
stände von  den  oben  genannten  schiefwinkeligen  Koordinatenaxen  nimmt. 
Diese  normalen  Abstände  haben  vor  den  schiefwinkcligen  den  Vorteil 
vnriuij-,  dn^js  sie  in  Aon  l>i!*]pt  n  ohne  weitere  Konstruktion  direkt  mit  dem 
Zirkel  abgegriü'cn  werdeu  können. 
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Die  Buchstaben  a,,  6,,  c,,  d^  hczw.  a\  b',  c,  et  bezeichnen  dabei 
die  abst)Iuten  Werte  der  Koordinaten  der  Punkte  A^,  7^,,  6',,  D, 
bezw.  A',  B\  C\  U  im  genannten  Sjstem  (vergl.  Fig.  2).  Aus 
den  Gleichungen  (3)  lassen  sich  die  Konstanten  der  Formeln  (2) 
folgendennassen  successiye  berechnen: 


Entnimmt  man  dem  Bilde  E'  die  Koordinaten  y  von  V\ 
so  kann  man  nun  mittels  der  Formeln  (2)  die  Koordinaten 
fl^j,  ^1  des  Punktes  P|  der  Qrundrissebene  finden.   Die  Formeln 
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(2)  sind  bereits  in  jene  Gestalt  gebracht,  welche  für  den  Ge- 
brauch des  Rechenschiebers  am  Torteilhaftesten  erscheint.  In 
analoger  Weise  findet  man  die  Koordinaten  x^,  von 
wobei  man  vorher  die  Koeffizienten  jener  neuen  Formeln  zu 
berechnen  hat,  durch  welche  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Vi  des  l.*unktes  der  l'^beno  und  x':,  dt.'s  l'unktps 
J^'>  der  zweiten  Photographie  W  darj^estellt  ist.  Die  Koonli- 
njiten  x^^  sind  nnf  ein  von  dem  früheren  etwiis  verschiedenes 
Koordinnfon System  bezogen,  da  yl^,  B^^  6',,  i>,  im  allgemeinen 
nicht  mit  B^^  i>,  zusammenfallen  werden.  Hat  man  so 
die  Punkte  P,  und  nach  ihren  Koordinaten  aufgetragen,  so 
ergibt  sich  P^,  wie  erwähnt,  als  Schnitt  von  Pj  0,^  und  P^  O^q 
und  die  Höhe  h  auf  doppelte  Weise  aus  den  Proportionen  (1). 

Will  man  die  Kechnun<x  vermeiden,  so  kann  man  si(  h  zur 
Bestimmung  der  Punkte  P,  und  i*^  auch  der  durch  4  Punkte- 
paare gegebenen  projektiven  1)<  ziehung  des  Möbius^schen 
Netzes  bedienen,  wie  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  aus* 
einandergesetzt  habe.  (Vergl.  das  S.  149  citierte  Referat  S.  6.) 
Um  längeren  Konstruktionen  in  den  Ebenen  der  Photographieen 
E'  und  J5"  aus  dem  Wege  zu  gehen,  wird  man  ein  in  die 
liildcr  niecliunibeh  cinkupiertüS  Qu.adratnetz  in  die  Grundriss- 
ebene A'^  übertracfen,  wo  es  dann  als  Mrjhiiis  sches  Net/  t  r- 
scheiiit.*)  Es  ist  dies  auf  rein  graphischem  Wege  allerdings 
nur  sehr  schwierig  mit  der  nötigen  Genauigkeit  zu  erreichen. 
Sollen  die  Vorteile,  welche  das  Mübius'sche  Netz  bei  der  Be- 
stimmung einer  grossen  Zahl  von  Punkten  bietet,  nicht  durch 
Ungenauigkeit  der  zeichnerischen  Ausführung  beeinträchtigt 
werden,  so  ist  es  das  Empfehlenswerteste,  die  Randpunkte 
des  Quadratnetzes  der  Bildebene  auf  dem  rcchnerischin  Wege 
mittels  der  Formeln  (2)  in  die  Ebene  A'^  zu  übertragen  und 
durch  Zielien  der  Verbindungslinien  das  Netz  zu  vervollstän- 
digen. Die  weitere  Ausführuni^f  der  Netzmascheu,  bezw.  die 
Eintragung  der  Punkte  1\  und  P,  geschieht  dann  auf  dem 


1)  la  der  beifolgenden  Tafel  I  ist  ein  solches  MObins'sches  Nets  ein- 
getragen. 
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Wege  der  ProportioDalteilung,  indem  man  die  projektive  Be- 
ziehung der  Ebenen  bezw.  E"  und  JB^^  innerhalb  einer 
Masche  naherungsweise  durch  eine  affine  Beziehung  ersetzt. 

Aus  den  Formeln  (2)  kann  man  Übrigens  sehr  einfach  die 
Lage  der  Fluchtlinien  in  den  Ebenen  E'  bezw.  E*'  und  E^ 
berechnen  (vergl.  Fig.  2),  Sind  und  </,  die  Abschnitte  der 
Fluchtlinie  auf  den  Koordinatenaxen  in  E^,  p  und  q  die  inia- 
Id^^  n  Grössen  ia  K\  so  ergeben  sich  aus  (2)  die  einfachen 
Beziehungen 


1  X 

(5) 


a '       *  p 

Kanu  man  nun  über  das  dem  Möbius'schen  Netz  zu  Grunde 
gelegte  (>imdrfitnetz  in  K'  noch  verfügen,  so  legt  man  das- 
selbe am  besten  parallel  zur  Fluchtlinie  und  erreicht  dadurch, 
dass  eine  Schar  von  Linien  des  MöbiusVhen  Netzes  ebenfalls 
parallel  zur  Fluchtlinie  wird.  Man  erspart  dann  die  Umrech- 
nung eines  Teiles  der  Randpunkte. 

Neben  der  oben  auseinandergesetzten  Methode,  die  beiden 
Punktfelder  P,  und  P,  in  der  Ebene  E^  auf  projektivem 
Wege  aus  den  photographischen  Bildern  zu  entwickeln,  ist 
noch  eine  mehr  elementare  denkbar,  die  auf  den  Regeln  der 
darstellenden  Gconn-trie  htiuliL  und  bei  welcher  man  den 
(irundrisi»  und  Aufriss  der  {ji-ojizicrcnden  Strahlbüscli*'!  von 
(>,  und  aus  zu  Hilfe  nimmt,  iu  der  Praxis  versagt  riie 
direkte  Anwendung  dieser  Methode  wegen  ihrer  TTngenauigkeit 
und  Unbequemlichkeit.  Die  Genatngkeit  der  Methode  hängt 
nämlich  in  erster  Linie  davon  ab,  wie  scharf  die  Ermittelung 
der  äusseren  Orientierung  der  beiden  Strahlbündel  0,  und 
gelingt  und  jeder  Fehler  in  den  Ballonörtem  oder  in  der  Stel- 
lung der  Bilder  geht  in  vollem  Betrag  auf  die  zu  konstruieren- 
den Temunpunkte  Über.  Hingegen  ist  die  projektive  Methode 
von  der  Genauigkeit  der  Ballonörter  fast  unabhängig,  solange 
nändich  die  Ballonhöhen  sehr  gros^  'rerraiiihrdten- 
unterscliiede  sind.    Wären  letztere  Null,  so  brauchte  mau  die 


Digitized  by  Google 


15(>  SUsufig  der  matk.'phif8»  Clatie  vom  5.  Mai  1900, 

Ballonörter  überhaiii)t  nicht,  die  beiden  i'unktfeider  P,  und 
in  würden  sich  decken  und  direkt  die  Horizontolprajektion 
liefern.  Aber  noch  ein  weiterer  sehr  wesentlicher  Vorteil 
spricht  zu  gunsten  der  projektiven  Methode.  Während  man 
bei  der  Methode  der  darstellenden  Geometrie  auf  die  Richtig- 
keit der  metvisc'lion  Verhältiiisse  angewiesen  ist  und  daher 
ininior  auf  tliis  Ont^^inalne^^ntiv  oder  auf  ein  davon  abgenom- 
menes Uiasdiapositiv  zurückgehen  muss,  kann  man  bei  der 
projektiven  Methode  ohne  weiteres  mit  fixierten  Papierbiidem 
oder  Vergrösserungen  arbeiten^  da  ja  die  Veränderungen,  die 
diese  gegenüber  dem  Originalnegativ  zeigen,  sehr  genau  durch 
eine  affine  oder  projektive  Transformation  ersetzt  werden  können, 
und  daher  die  Werte  der  Doppelverhältnisse,  auf  die  es  bei 
der  projt'ktivL'n  Methode  allein  ankoinint,  nicht  beeintrüchiii^en. 
Durch  die  Jieiiiitzuiig  von  Verirr« isserung'en  lässt  sich  aber  die 
Genauigkeit  und  Bequemlichkeit  erheblich  steigern.  Wenn  es 
sich  wie  in  der  Regel  bei  den  Terrainauf nahmen  um  die  Ein- 
tragung des  Konstruierten  in  die  vorhandenen  Karten  handelt, 
so  hat  man  bei  der  Methode  der  darstellenden  Oeometrie  noch 
mit  dem  Papieremgang  der  Karte,  der  in  der  Regel  nach  ver. 
schiedenen  Richtungen  verschieden  ist,  zu  kämpfen,  was  bei 
der  projektiven  Methode  wegiiillt,  sobald  man  die  Ausgaugs- 
masse der.selijen  Karte  entnommen  hat. 

Es  sollen  nun  die  Methoden  erwähnt  werden,  die  zur  Er- 
mittelung der  Balionörter  Verwendung  finden  können. 

a)  Sind  zwei  Ebenen  wie  E*  und  i.',,  projektiv  aufeinander 

bezogen  (vei  L;  l.  Fig.  3),  so  ist  ein  geometrischer  Ort  des  Centrums 
<K  in  Im'ZI)*;-  auf  welches  sie  perspektiv  gelegt  weiuhMi  können, 
gegeniU)er  einer  der  beiden  Kbenen,  z.  B.  /i"^,  ein  Kreis,  dessen 
Ebene  normal  auf  7v„  steht  und  dessen  Mittelpunkt  in  der 
Fluchtlinie  dieser  Ebene  liegt.  .Seine  Elemente  lassen  sich  aus 
den  Formeln  (2)  und  (4)  leicht  berechnen.  Für  den  Radius  r  gilt: 

fUr  den  Kreismittelpunkt  M  gilt: 
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Diese  Relationen  folgen  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

U,  G,  F,     0  ir  J'  und 

o  G,  F^  CO  u'  ir  J\ 

Kennt  man  die  Bildweito  des  photographischen  Bildes  E\ 
d.  h.  den  Normalabstand  des  Gentrums  0  von  der  Ebene 
so  ist  die  Lage  von  0  auf  dem  Kreise  bestimmt.  Ein  Versuch 
auf  diesem  AV'ege  die  Lüge  des  Ballonortes  zu  bestimmen, 
scheitert  zumeist  an  der  Ungenauigkcit  des  Verfahrens.  Es 


Kg.  8. 


setzt  dasselbe  nicht  nur  voraus,  dass  die  metrischen  Verliiilt- 
nisse  in  Bild  und  Karte  durch  Icriiu'  l'u})!»  rkoiitraktion  oder 
Vergrusseruiig  ^^eiiudert  wunlrii.   soiKlern  dirsc  A'crliiilt- 

nisse  auch  zutreffen,  ist  doch  der  geometrische  Ort  i^Kreis)  von 
O  80  wenig  bestinniit,  dass  ein  befriedigendes  Resultat  nicht 
leicht  erzielt  wird.  Es  wird  dies  plausibel,  wenn  man  bedenkt, 
dass  die  perspektiTc  Abbildung  von  auf  wegen  des  meist 
kleinen  Bildfeldes  annähernd  zur  affinen  wird  und  bei  einer 
solchen  der  gesuchte  geometrische  Ort  in  die  ganze  unendlich 
ferne  Ebene  ausartet. 
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b)  Ik'S.sere  liesultnte  or/iolt  man,  wenn  man  die  ganze 
innere  Orientierung  jeder  der  i^hotographieen  und  drei  Punkte 
des  Terrains  als  gegeben  ansieht.  Aus  der  inneren  Orientie- 
rung ergibt  sich  das  Dreikant  der  Projektionsstmlilen  nach  den 
bekannten  Terrainpunkten,  das  man  dann  so  in  den  Raum  zu 
stellen  hat,  dass  seine  drei  Kanten  durch  die  vorgegebenen 
Terrainpunkte  geben.  Diese  Aufgabe  ist  zwar  nicht  mit  Zirkel 
und  Lineal  lösbar,  Ifisst  aber  rasche  und  praktisch  ausreichende 
NiiherungskonstruktioiU'ii  zu. ') 

c)  Besonders  einl'acli  wird  die  Konstruktion  des  Ballon- 
ortes, wenn  der  Fluchtjtuukt  der  A'ertikalen  aus  der  Plioto- 
graj)hie  entnommen  werden  kann.  Um  letzteres  zu  ermög- 
lichen, lässt  man  eine  jEieihe  von  langen  Lotleinen  vom  Aequator 
des  Ballons  herabhängen,  welche  dann  bei  der  Aufnahme  mit» 
photographiert  werden.  Der  Schnittpunkt  der  Bilder  der- 
selben gibt  den  gesuchten  Fluchtpunkt  In  diesem  Fall  genOgt 
ausser  der  Kenntnis  der  inneren  Orientierung  die  von  nur  zwei 
Terrainpunkten.*) 

Gelingt  in  den  Fällen  b)  und  c)  die  Orientierung  mit  der 
n(>ti«j^(Mi  Scliärfc,  so  kann  man  versui  iK  ii,  für  die  weitere  Kon- 
struktion (»line  Kenntnis  eines  vicrttMi  ])ezw.  dritten  und  vierten 
Terrainpunktes  auszukommen,  indem  man  auf  dem  Wege  der 
darstellenden  Geometrie  aus  einem  oder  /  w<'i  Paaren  von  Bildern 
identischer  Terrainpunkte  Grundriss  und  Höhe  derselben  rekon- 
struiert und  dann  nach  der  projektiven  Methode  weiter  verfilhrt. 
Freilich  ist  das  erzielte  Resultat  in  hohem  Masse  Ton  der  Richtig- 
keit der  Positionen  der  Terrainpunkte  und  der  Lotrichtung 
abhängig.^) 

')  Vcr^l.  das  S.  149  dtierte  Referat  S.  2C. 

Ebenda  S.  29.  Uebcr  die  praktische  Anwciuhiiif;  «liener  Hallon- 
ortshestiniinnnt»  siehe  den  Verfassers  Aufsatz  in  den  Illustrierten  äronauti- 
sehfMi  Mitteilun;,n'n  18'.)a,  S.  31,  aueh  im  Jahresl)ericht  des  Müochener 
Vereins  für  Luftsi  hiffaln-t  für  das  .lahr  180«,  8.  3S. 

\\'it'd»'rliolte  Erfa)uun;j:en  haben  ,tf<'/eigt,  dass  die  \oin  Aequalor 
des  Hallon»  lierabhängenden  Lote,  deren  Bilder  bei  c)  zur  Verwendung 
kommen,  doch  nicht  selten  ziemlich  weit  von  der  Lotrichtnng  abweichen, 
namentlich  dann,  wenn  aich  der  Ballon  in  der  Nfthe  des  Qebirges  bewegt. 
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Die  oben  auseinaadergeöetzten  Methoden  wurden  an  der 
Uand  eines  ziemlich  umfangreichen  Materials  an  Ballonbildern 
des  Münchener  Vereins  für  Luftschiffahrt  geprüft.  Speziell 
für  Hohenaufnahmen  wurden  zwei  Bilder  verwendet,  welche 
bei  einer  Vereinsfahrt  am  18.  November  1899  aufgenommen 
wurden  und  die  Ortschaft  Waal  bei  Kauf  heuern  aus  einer 
relativen  H5lie  von  ca.  900  m  darstellen.  Die  eine  von  ihnen 
wurde  von  Herrn  Baron  Bassus  mit  einem  dem  Verein 
gehörigen  Apparat  mit  konstanter  Bild  weite  auf  eine  Platte 
vom  Funiiat  12  IG  cm  aui'geiiomnirii.  Die  Bildweite  des 
Objektivs,  ein  Orthostigmat  von  Steinbeil,  beträgt  152  mm. 
Dlt-  /.weite  Aufnahme,  von  Herrn  Privutdozent  Dr.  Heinke 
herrührend,  wurde  mit  einer  sogenannten  Bruns-Kamera  im 
Format  9  X  12  cm  gemacht.  Das  zugehörige  Objektiv  ist  ein 
Ooerz'scher  Doppel-Anastigmat  mit  149  mm  Bild  weite.  Die 
BaUondrter  wurden  nach  der  Methode  b)  aus  3  Terrainpunkten 
bestimmt.  Es  war  swar  der  Ballon  bei  der  Abfahrt  mit  Lot- 
leinen  ausgerüstet,  allein  infolge  eines  Versehens  hatten  sich 
dieselben  verwirrt,  so  dass  nicht  die  genügende  Zahl  (minde- 
stens zwei)  von  Lotleinen  auf  einer  Photographie  zur  Abbil- 
dung k  iin.  Die  innere  Orientierung  der  erst  genannlt  n  Auf- 
nabnu  \\  tmle  auf  folgendem  Wege  bewerkstelligt.  Im  Inneren 
des  Apparates  befindet  sich  ein  rechteckiger  Kähmen,  dessen 
Umrisse  auf  dem  Negativ  zur  Abbildung  gelangen.  Infolge 
der  Einrichtung  zum  Wechseln  der  Glasplatten  ist  ein  absolut 
genaues  Anliegen  derselben  an  den  Kähmen  nicht  zu  erreichen, 
man  kann  aber,  wenn  die  inneren  Orientierungselemente  (Haupt- 
punkt und  Bildweite)  fttr  die  Ebene  des  Rahmens  vorher  be- 
stinuit  waren,  aus  dem  Vergleich  der  Dimensionen  des  Kahmen- 
bildes  twd  jener  des  wirklichen  Rahmens  die  zur  Lage  der 
Glasplatte  im  Moment  der  Aufnahme  gehörigen  Orientierungs- 
elemente bestimmen.   Es  verhält  sich  nämlich  unier  der  Yoraus- 

AUerdings  sind  tlunn  die  lelativen  Luftbewegungeu  gegenüber  dem  Ballon 
90  stark,  dass  sie  bereit«  fühlbar  werden.  Es  ist  ein  Missstand  der  an- 
gegebenen Methode,  doss  man  kein  sicheres  Kriterinm  fttr  das  normale 
HerabhAngen  der  Lotleinen  besitzt. 
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Setzung,  dass  die  Unterscbiofle  der  beiden  in  Betracht  kom- 
menden Ebonen  (der  Itahmenebene  und  der  Ebene  der  Platte) 
sehr  klein  sind,  die  zur  Platte  gehörige  Bildweite  zu  der  zum 
Rahmen  gehörigen  wie  der  Umfang  des  Uahmenbildes  zum 
wirldichen  Kahmenumfang.  Der  Hauptpunkt  erleidet  in  Rich- 
tung der  Rahmenseiten  Verschiebungen,  die  sich  mittels  For- 
meln folgender  Art  berechnen  lassen: 

wobei  d  die  genannte  Bildweite,  a  und  h  die  Sei  ton  des  Kah- 
mens bedeuten,  und  resp.  und  die  Verkürzungen 
der  beiden  Rahmenseiten  h  resp.  a,  und  a  bezw.  ß  die  Ver- 
rückung des  Hauptpunktes  in  Richtung  der  Seite  a  bezw.  h 

und  zwar  nach  der  stärker  verkürzten  Seite  hin  bedeuten. 
Für  die  Dimensionen  des  benützten  Apparats  ist  der  Faktor 

^T^aas  1,6,  es  können  also  die  Verandeiiingen  des  Hauptpunktes 

infolge  der  nichtparallelen  Stellung  der  Platte  zum  Rahmen 
mit  einer  allerdings  etwas  geringeren  Genauigkeit  ermittelt 
werden,  als  die  Messungsgenauigkeit  auf  dem  Negativ  betragt. 
Die  zugehörige  Ballonhöhe  wurde  nach  der  genannten  Methode 

dreimal  bestimmt,  wobei  die  Zahlen  957  m,  933  m  und  945  m, 
im  Mittel  94.")  -h7m  resultierten.  Für  die  Höhe  des  z\v«>it»*n 
Ballonortes  ei  <^al)  sich  in  ähnlicher  Weise  89^^  m.  l)ie  lioi  i- 
zontale  Entfernung  der  beiden  Ballonorte  betrug  lü76  m  (vergi. 
die  Tafel  1).  Als  Projektionsebene  wurde  eine  in  der  mittleren 
Höhe  von  637  m  des  darzustellenden  Terrains  gelegene  Hori- 
zontalebene gewählt.  Für  die  weiteren  Ausarbeitungen  stellte 
ich  im  mathematischen  Institut  Vergrösserungen  der  erwähnten 
Ballonbilder  her  und  zwar  wurde  die  erste  Aufnahme  dreifach, 
die  zweite  doppelt  vergrössert.  Um  zimüehst  die  (Tenaui;^keit 
der  nach  der  projektiven  Metiioiie  wnU-v  ^\l•llige^  giinsti^^eu 
Verhältnissen  zu  gewinnenden  Horizontalpositionen  zu  prüfen, 
wälilt*'  ich  auf  dem  zweiten  Bild  E"  vier  in  der  beigegebenen 
Tafel  I  durch  Dreiecke  markierte  Punkte,  die  ich  auf  dem 


I 
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Katasterblatt  S.  W.  VII.  26.  im  Massstabe  1  :  r»(»(U)  identi- 
fizieren konnte,  Ihre  Höhen  entnahm  ich  den  Horizontal- 
kurren  des  Positionsblattee  Nr.  739  Waal.  Es  wurden  nun 
120  Punkte  der  Photographie  in  die  Grundrissebene  mittels 
der  Formeln  (2)  übertragen.  Wurden  dieselben  mit  dem' 
Grundriss  dos  Ballonortes  verl/uiiden,  so  miissten  die  Ver- 
bindungslinieit  durch  entspr'M-li^^nde  Punkte  der  Ivata.stralaut- 
uaiime  hiudurchgeheu.  Das  trai  auch  im  allgemeinen  zu, 
doch  stellte  sich  heraus,  dass  das  im  Jahre  1811  auff^enommcne 
Blatt  trotz  der  Korrekturen  aus  den  Jahren  1841,  1849  und 
1877  aoyiele  Unterschiede  an  den  Qebauden»  den  Strassen- 
zQgen,  den  Wasserläufen  und  den  Flurgrenzen,  soweit  letz- 
tere zu  erkennen  waren^  aufwies,  dass  eine  zweifello^te  Identi- 
fizierung, so  wie  sie  Tür  eine  Höhenauliialnui  mJ)'  iliugL  nötig 
wäre,  nicht  wohl  inöglich  war.  Für  die  liostimiiiton  Punkte 
wurden  zum  leichteren  Vergleich  mit  der  Ivataijtraiaulnahme 
die  Korrekturen  wegen  der  Erhebung  der  betreüenden  Terrain- 
punkte Uber  das  Ausgangsniveau  unter  Zugrundelegung  der 
dem  Positionsblatt  entnommenen  Höben  gerechnet.  Nach  den 
80  ermittelten  Positionen  wurde  ein  Teil  des  hydrographischen 
Netzes  rekonstruiert,  welches  zum  Vergleich  mit  der  Katastral- 
aufnahme  in  der  beiliegenden  Tafel  im  verkleinerten  Mass.stai)e 
1  :  25001)  reproduziert  wird.  Die  Verschiedenheiten  <regeiniber 
di'r  Katastralauf nähme  erklären  sich  zum  grössten  Teil  durch 
die  Veränderungen,  welchea  das  hydrographische  Netz  sei  es 
durch  den  natürlichen  Verlauf,  sei  es  durch  künstlichen  Ein- 
griff erfahren  hat  (Verlegung  und  teilweise  Abschnürung  der 
Serpentinen  des  Singold-Baches  einerseits,  dann  Trockenlegung 
des  Walker  Weihers  andrerseits).  Die  nicht  ganz  befriedigende 
Uebereinstimmung  mit  der  Katastralauf  nähme  wird  /.um  Teil 
auch  auf  der  nicht  vollkoniinen  sicheren  Identitizierung  der 
Ausgangspunkte  beruhen.  Um  lür  die  Höhenaufnahme  lii(  von 
möglichst  unabhängig  zu  sein,  orientierte  ich  das  Koordinaten- 
system, das  zum  Umrechnen  der  andern  Aufnahme  £'  diente, 
nicht  nach  Punkten  der  Katastralaufhahme,  sondern  nach  auf 
beiden  Photogrnphieen  sicher  zu  identifizierenden  Punkten  der 
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ohen^enanntrn  Ufkoiisti  uktion.  Dadurch  fallen  die  t'twa  vor- 
handenen systematischen  Fehler  derselben  für  die  ilöhenbcstim- 
niung  fast  vollständig  hinaus.  Nun  wurden  für  etwa  30  Punkte, 
welche  auf  beiden  Aufnahmen  identifiziert  werden  konnten,*) 
die  Höhen  gerechnet  und  dabei  das  in  der  nachfolgenden 
Tabelle  zusammengestellte  Resultat  erhalten.  Da  sich  für 
jeden  Punkt  zwei  Höhen  rechnen  lassen,  so  kann  man  aus 
der  üeberebstimmung  der  beiden  einen  mittleren  Fehler  einer 
Höhenbestimmung  zu  0,92  m,  denjenigen  einer  Höhe  zu  0,65  ni 
berechnen.  Dabei  stellt  sich  heraus,  da.ss  die  vom  zweiten 
Standpunkt  aus  genommenen  Höhen  durchsehnittlich  um  0,49  m 
grösser  sind  als  die  vom  ersten  Standpunkt  aus  aufgenommenen. 
Wird  dieser  systematische  Fehler  abgerechnet,  so  bleibt  ein 
mittlerer  zufalliger  Fehler  von  0,85  bezw.  0,60  m.  Das  Mass 
desselben  beweist,  daas  die  Kekonstruktion  der  Positionen  bis 
auf  etwa  0,2  mm  bis  0,4  mm  im  Msssstab  1 : 5000  gelungen 
ist  Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  sich  bei  noch  grösserer 
Sorgfalt  eine  erhebliche  Steigerung  der  Genauigkeit  erzielen 
Hesse.  Immerhin  ist  die  bereits  gewonnene  G^enauigkeit  schon 
höher  als  die  eines  systeuiatischen  Nivellements  mit  dem 
Aneroid. 

Für  die  praktische  Verwertung  ist  der  Zeitaufwand,  welcher 
für  die  einzelnen  Operationen  nötig  ist,  von  grosser  Wichtig- 
keit und  es  mögen  daher  einige  Angaben  darüber  gestattet  sein. 
Die  Konstniktiou  eines  Rallonortes  nach  der  Methode  b)  er- 
fordert, sobald  man  die  Dimensionen  der  Karte  direkt  ent- 
nehmen kann,  ca.  30  Minuten  Zeit,  die  Ausrechnung  der  Kon- 
stanten für  die  Formeln  (2)  etwa  ebensoviel  Die  Anwendung 
der  Formeln  (2)  ist  auf  je  5  Minuten  Zeitaufwand  zu  veran- 
schlagen.  Ebensoviel  Zeit  bedarf  die  Herstelluu;^  der  Hori- 
zontalposition und  die  doppelte  Hcilienrochnung,  sodass  sich  tlie 
füi-  einen  kotii'itcn  i'unkt  nocii  aut/uwciidende  Zeit  auf  15  bis 
2U  Minuten  belauft.  Arbeitet  man  mit  dem  Möbius'schen  Netz, 

>)  Die  Zahl  der  identifizierbarcn  Punkte  hfttte  sich  auf  einige  Hun- 
dert vermehren  lassen. 
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Tabelle  der  doppeltgemessenen  Höhen  der  Terrain  punkte. 


mm 

mm 

1 

imii 

mm 

m 

m 

Nr. 

'»t  i 

d 

____( 

«    —  -   ,  — 

3  i 

1,7 

208 

] 

7.7  1 

2,2 

224 

8,1 

1 

'  0,4 

0,16 

6 

1.7 

312 

5.2 

1,9 

314 

6,4 

0.2 

0,04 

6 

1,2 

318 

3.6 

1,6 

251 

5,4 

1,8 

8,24 

7  1 

-  1,2 

216 

5.3 

2,4 

350 

-6,1 

—  0,8 

0,64 

11  1 

0,4 

245 

1,6 

—  0,3 

195 

-1,7 

-0,2 

0,04 

12  ' 

0,8 

210 

3,6 

0,6 

168 

3,2 

-  0,4 

0,16 

Sl 

0,1 

195 

0,5 

0,3 

223 

1,2 

0.7 

0,49 

32 

0,2 

197 

-  1,0 

0,0 

215 

0,0 

1,0 

1,00 

63 

0,2 

282 

0,7  , 

0.2 

167 

1,1 

0,4 

0,16 

64 

0,0 

256 

0.0 

0,0 

188 

0,0 

0,0 

0,00 

62  , 

0,2 

265 

0,7  ; 

0,0 

160 

0,0  1 

-0,7 

0,49 

65 

1  0,8 

275 

2,7  ! 

1,2 

240 

4,5 

1,8 

3,24 

66 

1,1 

276 

8,8 

1,2 

249 

4,3 

0,6 

0,26 

70 

—  0,5 

254 

-1.« 

0.0 

271 

0,0 

1,9 

3,61 

71 

0,4 

234 

-1,6 

"  0,5 

271 

-  1,7 

-0,1 

0,01 

71» 

0,2 

283 

—  0,7 

-  ü.ü 

274 

-  1.6 

-0.9 

0,81 

71b 

- 1,2 

280 

-M 

-  1,8 

272 

-  6,0 

-  1,'J 

3,61 

72 

-  0,6 

222 

-2,6  1 

0,3 

280 

-1,0 

1,6 

2,66 

TS--* 

-  0,9 

226 

—  8,8 

-  1,0 

298 

—  3,0 

0,8 

0.64 

83 

1,1 

2U 

4,9 

1,0 

232 

3.9 

-  1,0 

1,00 

106    1  —0,8 

1 1% 

—  4,3 

  IQ 

1,3 

  Q  7 

—  o,i 

(\  R 
U,D 

A  aa 

108 

-  0,8 

222 

-3,4 

i  -1,7 

309 

-  t.9 

-1.6 

2,26 

109 

0,9 

199 

-4,3 

1  -  1,9 

332 

-  5.1 

—  0,8 

0,64 

111 

—  0,6 

192 

2,6 

1  -=0,4 

312 

-  1,2 

1,3 

1,69 

118 

1  0.8 

814 

2,4 

1,1 

212 

4,6 

'  2,2 

4,84 

100 

1,0 

328 

2,9 

1,1 

288 

3,4 

0,6 

0,26 

107 

0.8 

287 

2,6 

1,5 

2f>3 

4,6 

2.0 

4.00 

IH^) 

,  13.3 

242 

62,0 

;  lt>,0 

1  2ij4 

54.6 

2.6 

6,26 

116 

—  0,4 

168 

-2,4 

0,1 

219 

0.4 

2.8 

7,84 

119 

0,2 

266 

0,6 

0.2 

868 

0,6 

-  0,1 

0,01 

! 

14,6 

60,28 

Hionflch  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Bestimmung: 
tmd  der  niittlere  Fehler  einer  Hdhe  IT  s  0,707  m  —  0,66  Meter. 


<)  Der  Punkt  114  liegt  nicht  auf  dem  Terrain  selbst,  sondern  ist 
die  SpitKB  des  Kirchturms  von  Waal. 

190O.  8ttsimi«b.  d. ■wiii.-pliys.  CU  II 
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so  ist  für  die  Herstellung  eines  solchen  im  Mnjwstab  1  :  5000 
wohl  eine  mehrstündige  Arbeitszeit  anzusetzen.  Der  für  dea 
einzelnen  Punkt  benötigte  Zeitaufwand  reduziert  sieh  dann 
allerdings  auf  die  Hälfte,  also  auf  ca.  10  Minuten.  Eine  noch 
weitergehende  Abkürzung  des  Ver&hrens  Hesse  sich  durch  eine 
rein  mechanische  ümzeichnung'  des  Ballonbildes  in  die 
Ebene  iv'„  mittels  eines  Pers})<  laugraphen  ermöglichen.  Da- 
durch, dass  man  nicht  das  Hallonbild  K'  seihst,  sondern  eine 
Ver«^rr>sserung  de4>selben  zur  Unizeichnung  henüt/i,  lassen  sich 
die  zuliilligen  Fehler  des  Verfahrens  jedenfalls  auf  ein  zuläs- 
siges Mass  reducieren.  01)  ein  Gleiches  mit  den  systematischen 
Fehlem  auch  gelingt,  bedarf  noch  genauer  Untersuchung. 
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Ccmfome  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  FULchen- 

stück,  welches  von  einer  ciicularen  Kurve  dritter 
Ordnung  oder  einer  bicircularen  Kurve  vierter  Ord- 

nnng  begrenzt  wird. 

Von  Joktfm  GoetUer. 

{mmgOmi^  II.  Mai.) 

(Mit  Taf.  II  u.  111.) 

Tm  Jahre  1804  hat  Herr  Professor  landcmann  eine 
Meiiiude  angegt^ben,^)  nach  der  das  Problem  der  couformeii 
Abbildung  für  eine  Kurve 

erledigt  werden  kann,  wenn  sich  eine  rationale  Funktion  von 
X  und  p  mit  reellen  Coeffizienten  derartig  bestimmen  h'lsst, 
dass  eine  passende  Potenz  des  Quotienten  {0  eine  rationale 
Funktion) 

IL 

eine  rationale  Funktion  yon  z  wird.  Dabei  ist  bemerkt,  dass 
dieser  Fall  unter  andern  bei  der  Ellipse  und  Parabel  (von 
Schwarz  behandelt),  hei  der  Hjperhel  (von  Lindemann  he- 
handelt),  femer  bei  der  circularen  Kurve  dritter  Ordnung  und 
der  bicircularen  Kurve  vierter  Ordnung  vorliegt.  Die  beiden 
letztgenannten  Fälle  t>ollen  hier  behandelt  werden, 

^tSitaangsberichteder  physikal.-OkonomUebenGesellachafti&ii  EOniga» 
berg  L  Ft.,  7.  Juni  1894. 

11* 
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§  1.  Oircnlare  Kurven  dritter  Ordnung. 

L  Die  Gleichung  einer  circularen  Kurve  dritter  Ordnung 
kann  bei  bekannter  Bezeichnungsweise  geschrieben  werden: 

Setzt  man  liiwin  a  —  i  -  A\  /?  =  2  1?,  y  =^  C  —  i  •  C\ 
6^  D  —  i'  D\  £  =  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Kurve 
in  gewöhnlichen  Goordinaten: 

Jede  dieser  Kurven  besitzt  zwei  konjugiert  im.igiuäre 
Asymptoten: 

2{Ä±iA){x±iy)  +  2C±iC'=0 
und  eine  reelle  Asymptote: 

iA'+A'^){Ax+A'y)i-A''[A\B-C)+A'\jU-]-C)-AA'a]=i), 

Figur  1  gibt  eine  circulare  Kurre  dritter  Ordnung  ohne 

Doppclpunkt;  die  X  Achse  ist  die  reelle  Asymptote.    Figur  2 

ist  t'ine  solche  Kurve  mit  Doppelpiiiikt ;  Kii^ur  8  ein  spezieller 
Fall  von  2.  Fi^ui-  4  eine  circulare  Kurve  mit  isoliertem  Punkt 
(x  =  y  =  0).  Die  reelle  Asymptote  ist  in  Figur  2,  3  und  4 
als  punktierte  Gerade  gezeichnet 

IL  Aus  der  Gleichung  f{^,z^)^0  der  Kurve  (1)  folgt: 


und  hieraus: 


wenn  Z  eine  reelle  Grösse  ist. 
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Die  Funktion: 

*(-^)=re('"«(^i-Ah(:,o] 

ist  also  am  Kande  der  Kurve  /  =  0  überall  reell. 
Au3  Gleichung  (1)  ist 


Setzt  man  Jf  =  {d  P)        ^  ^        ^  ^* 


<P     Z)  =  f^ilos     -  ^  •  5^ (log  M).  (;0 

Di»'  Polo  Funktion  0  sind  erstens  die  Punkte  3/=  0, 
d.  h.  dif  l^rrnnpunkte  der  Kurve  /  =  0.  Ist  ^  =  a  ein  solcher 
Punkt  und  Z  =i  A  sein  Bild,  so  ist  in  seiner  Nähe: 

Mithin  ist  ^  an  dieser  Stelle  dargestellt  durch: 

nj,,Z)^-\-^^  +  ^iZ-A).  (4) 

Liegt  ferner  ein  isolierter  Punkt  im  Innern  des  abzubilden* 
den  Flachenstückes  (Fig.  4),  so  ist  an  dieser  Stelle,  wenn  e=sh 
der  fragliche  Punkt  und  Z=B  sein  Bild  ist: 

Z'-h-={Z  —  B)^^(Z—By, 

0  ist  also  in  der  Nähe  dieses  Punktes  dargestellt  durch: 

^^'^  ^>  ^  jErg + *(^--»)-  (5) 

£s  ist  nämlich  vermöge  M  ^  ^  diesem  Falle 

—  h)  ein  quadratischer  Faktor  von  31. 

Enthält  der  Rand  des  Fliichenstückes  einen  Doppclpunkt 
der  Kurve  und  ist        der  Winkel  der  im  Doppelpunkt  gt^*- 
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zogeneu  Tanj^^onten,  so  ist  in  der  Nähe  dieses  l'unktcs  die 
Kurve  durch  die  Tangenten  dargestellt  und  somit  nach  dem 
Schwarz^schen  Satz  0  <ui  dieser  Stelle,  wenn  sf^e  der  Doppel- 
punkt und  Z=C  sein  Bild  ist: 

Hieraus  folgt,  da  —  c  ein  quadratisoker  Faktor  von  M 
ist,  wiederum: 

^     ^)     j^J^  +  *         C).  (6) 

Liegt  femer  der  Punkt  gsszoo  am  Rande  des  Flächen- 
stückes und  i«t  Z  =■  I)  sein  Bild,  so  bat  die  Entwicklung  statt: 

Es  restiert  hieraus: 

*(*,^-¥(^-2)).  (7) 

Dieser  Punkt  =  oo  ist  also  als  gewöhnlicker  Punkt  des 
liuudes  zu  betrachten. 

^)  Unter  dein  ^.Schwarz'schen"  Satz  verstehen  wir  den  von  H.  A. 
Schwarz  in  Crelle  Bil.  70,  p.  109  aufgestelltt'n  8fitz:   ,Die  allgpinfinst^ 
Funktion,  durch  welche  der  in  der  Nähe  den  Schoitols  ^  —  c  liegende 
Teil  der  Fläche  eines  Winkels  y'^  [y^^\  i"  'Jt'r  Kbene 
z  =  r  .  c«7  (0  <  9?  ^  y  •  .T ;  0  <  r  <  i  o) 

auf  die  Ebene  Z^Ji*t'^  10^  ^^»1  conform  so  abgebildet  wird,  dass 
in  der  Nähe  dieser  Stelle  jedem  Pankt  js  ein  stetig  mit  ihm  fortrfiekeuder 
Punkt  Z  entspricht,  während  die  Werte  r  =  mod  c,  =  C;  7=  0,  0; 
9  =  7'^,  «f>  =  T  einander  entsprechen,  ist  in  der  Nähe  dieses  Punktes 
dargestellt  durch: 

lliebei  bedeutet  ('  eine  reelle  Zahl,  eiiif  Potenzreihe  mit  reellen 
Cot'ffi/jenten.  Ih  r  Satz  j^lt  zunächst  für  einen  geradlinig  begrenzten 
^Vinkel  y  .^  und  liis«t  sich  sofort  nach  Schwarz  (1.  c.  pag.  116)  auf  einen 
von  Kreisbögen  gebiUkten  Winkel  erstrecken. 

Die  in  der  genannten  Arbeit  gemachten  Schlüsse  reichen  aber  auch 
hin,  wenn  der  Winkel  y  •  .t  von  beliebigen  Kurven  begrenzt  wird  und  die 
Darstellung  auf  die  Umgebung  des  Punktes  f  —  e,Z^C  steh  besehr&nkt. 
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Der  Punkt  .?  —  od  kann  auch  im  Innern  des  Flächenstückos 
liegen;  auch  in  diesem  Füll  ist: 

*(*,Z)  =  ?(if-D).  (78) 

Es  kann  (bei  Kurven  vierter  Ordnung)  auch  der  Fall  ein- 
treten, dusü  der  Grad  von  J/,')  welcher  im  allgemeinen  der 
vierte  ist,  sich  um  p  Einheiten  reduciert  (^=1,2,3,4).  In 
diesem  Fall  gilt  für  den  Punkt  ^  =  co,  mag  er  nun  im  Innern 
oder  am  ßande  des  Fläohenstttckes  liegen,  die  Entwicklung 

0ig,Z)  =  -^--^^-i-V{^-D).  (8) 

Hat  3/  —  0  eine  o  faclie  Wurzel  s  =  h  und  liegt  dieser 
Punkt  im  lunern  des  Flächen stückes,  so  ist 

und  deshalb  an  dieser  Stelle 

*(#.Z)  =  -|.^^  +  ?(Z-B).  (9) 

Liegt  aber  der  Punkt  z^b  sm  Rande  des  Flächenstückes 
und  ist  der  Winkel  an  jener  Stelle  ß^n,  so  ist  0  {e^  Z)  in  der 
Nähe  dieser  Stelle  dargestellt  durch: 

*(,.Z)  =  (2llfLA.-z2._I_  +  ^.(^_^  (10) 

Ist  B  (Z)  eine  rationale  Funktion  von  welche  für  reelle 
Z  reell  ist  und  in  bekannter  Weise  den  Anforderungen  der 
Gleichungen  4  bis  10  entsprechend  gewählt  ist,  so  ergibt  sich 

die  Abbildung  des  Flächenstückes  auf  die  Halbebenc  vermittelt 
durch  eine  üleichung  von  der  Form: 

oder*  '  ' 

j^f^^D-jdZ-</'^'>"+Dr  (11) 

JD  und  ly  sind  Konstante,  die  Integrale  als  Funktionen 

der  obern  Grenzen  zu  betrachten.  Selir  /u  bemerken  ist,  dass 
beide  Seiten  der  Gleichung  (11)  elliptische  Integrale  sind. 

>)  Confer  Gleichung  25,  pag.  176. 
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IIL  Wir  betrachten  die  durch  die  Kurve  (Fig.  1) 

jp*  ■  xr,  —  g'ßi  =  2a*i 

oder  (x'*  -|-  y*)  •    =  a* 

zerschnittene  Ebene.   Die  Jlechnung  ergibt: 

J!f  SS 0  hat  also  die  vier  Wunseln     =  0;         —  2ai; 

Entsprechen  die  Punkte  a^a^  und  Z=A^  js  =  a^  und 
Z^Ä  einander,  so  wird  das  unterhalb  der  Kuire  befindliche 
FlächenstQck  auf  die  Halbebene  abgebildet  durch: 

Jl/:K?::8äH)       JViZ-A^Z-A,X^-A){Z--A\)  ^ 

Durch  dicselbr  (tleicliung  wird  das  oberbalb  der  Kurve 
befindliche  Fläclienstück  abgebildet,  wennZ^J^  das  Bild  von 
SS     und  Z^  A!  das  des  Punktes  ist. 

Um  (  1 '   zu  reducieren,  setzt  man 

\^       --2ai(l  — 0 
''~(V3  +  1)  +  <(V'3-1) 

und  findet: 

wobei  k  eine  Konstante  und  h  ^  i  -  y   —  gesetzt  ist 

IV.  Als  Beispiel  einer  t  ircuiaren  Kurve  dritter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt  betrachten  wir  die  Kurve  (Fig.  2) 

js*  jer,  4"  z  zi  -\-  a  i(2^  -  jirf)  —  azs^^O 

oder: 

2  Jü  (u;^  r  i/0  —  4  «  X  y  —  a  (x  -  +  y»)  =  0. 
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Derjtniij^^i"  Winkel  der  im  Doppelpunkt  gezogenen  Tangenten, 
iu  welchem  die  Schleife  liegt,  sei  y  •  :i.    Man  findet: 

Jlf=*».[^»  — 2air(l  +  2  0  — 3a»]. 

3/  =  0  hiit  ausser  dem  Doppelpunkt  die  Wurzelpuukte 
a|  =  a  i;  a^—  2  a     S  a  i.^) 

Bei  der  in  den  Gleichungen  4  bis  10  angewendeten  Be- 
zeichnungsweise findet  man  folgende  Abbildungen: 

a)  Das  von  der  Schleife  eingeschlossene  Flächeustück  mit 
dem  Winkel  y  •  n. 

oder:') 

3a»-|-o-<2i+l)-  aiYS'Ya*-2a(2h-l)g  3a»-  DeiZ-Cy-^  (1  :i  a) 

b)  Das  Aeusserc  der  Schleife  —  Winkel  (2  —  y)  ■ »  — 
die  Punkte      und      liegen  im  Innern. 

7=2).  f  ^  —        +D\  (14) 

wenn 

{aa»  +  a*(2i  -i- 1)— ai^ä.  l/'x»—2ai  (2*  -j-TJ^tt*} 
gesetzt  wird. 

c)  Der  li.aum  auf  der  rechten  Seite  des  Kurvenzuges  — 
Winkel  y '  n       der  i^uukt      liegt  im  Innern. 

J^Bi  ^£  ^  — ^     -t-i/  (Ua) 

oder: 


')  In  den  Figuren  sind  die  Wurzdpankte  von  üf  =  0  duircb  numerierte 
Punkte  tiargestellt. 

Die  Constuiit"'  />  der  Lilei'  tmnfr  (13n)  i«t  iiatih  li'  li  »  ine  amler*' 
ala  <lie  d<r  Gleichung  (13);  da.sHeibe  gilt  auch  für  die  folgenden 
Gleichungen. 
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j'{z~cf=^i)'{2(c-A'xa-'Ä\H{:ic-~Ä-A\xz~a) 

+2.i/(if-^')(i^-4i)(ö^(c-:ir)K  (i^»>) 

d)  Der  Raum  auf  der  linken  Seite  des  Kurvenzuges  — 
zwei  Winkel  (1  —  y)  *  ^  —  Punkt      liegt  im  Innern.^) 

/«2).  f  ^-^^  -   -f  i>'  (15) 

oder: 

\.2c"'^h\Z^a')-{-^'V{Z-A){Z-A,)  ^-cj  ' 

wenn 

=  2C7— ^  — i4„      b'  =  2C'—A^A^, 

c»«  (C  —  A)  (C  —  .1,),     =  (C  —  ^)  (6"  — 

gesetzt  wird. 

e)  Der  Raum  auf  der  linken  Seite  des  Kurrenzuges, 
welcher  die  Schleife  mit  enthält  —  Winkel  (2  —  y)"  n, 

J^B'[  -r^-^—   +1^(16) 

J(Z-a)'V{Z-A){Z-Ay 

oder: 


JiZ--C>^-f=D>{2e'^^h{Z-C)-[-%c^V{Z--AXZ-A,)Y'y  (16a) 

V.  Eine  andere  Verteilung  der  W urzelpunkte  von  ==  0 
gibt  die  Kurve  (Fig.  3) 

oder  X  {x'  -f-  tf)  -f  a  (x-*  —  y^)  =  0. 

Der  Winkel  der  Tangenten  im  i^uukt  ^  =  Q  ist  j  •  n. 
Es  ist  hier: 

Jf  =  ^r« .  (^»  —  4  a  4f  —  4  a»). 

Die  Wurzeln  von  3/=0  sind  ausser  dem  Doppelpunkt 
*~  =  0  die  Punkte  a,  =--  2  a  (1  —       )  und  ^r,  =  2  u  ( 1  -j  1  2  )• 

Z ^  A  sei  das  Bild  des  Punktes  z  und  Z—  A  das- 
jenige von  g^a^, 

^}  Z  =  A  ist  da«  BiKl  vuti  =  a,  und  Z  =  ^'  das  von  x  =  a^. 
Dasselbe  gilt  bei  den  Gleichungen  14  und  I4a. 
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a)  Das  Innere  der  Schleife  wird  abgebildet  durcb: 

r^i=i>.  f  

Geht  man  durch  die  Transformatioa 

von  der  positiven  Halbebene  Z  auf  das  Innere  des  Eiiiheits- 
kreises  der  C  £bene  Uber  und  lösst  die  Punkte  ^  —  0  und 
C  »  —  ferner  g^a^  und  C  »  0  einander  entsprechen,  so 
erhiQt  man  die  Abbildung: 


4a»+2a.-2«i-V.»-4a;:^^,„.,,.^.l/T^C±ij/i 

b)  Das  Aeussere  der  Schleife  —  ^Vinkel  J  •  ;i  —  der  Punkt 
Ol  liegt  im  Innern  des  i^lächenstückes. 

f-f  ^  =  I) .  f  ^         _  __    __  _  (18) 

Ordnet  man  die  Punkte  «  0,  C  =  —  i  und  *~  =  a^,  C  =  0 
beim  Uebergang  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  der  C  Ebene 
einander  zu,  so  ergibt  sich: 


c)  Der  Kaum  rechts  vom  Kurvenzug  —  Winkel  J  • «  — 
Punkt      Im  Innern. 

JVm      J(z—c)V(z---a')(z--a{)         ^  ^ 

Geht  man  wieder  auf  den  Fiinhoiiwkrei.s  über  und  ordnet 
die  Punkte  *  =  0,  C  =  —  i  und  *  =  a,,  C  =  0  einander  zu,  so 
ist  die  Abbildung  gegeben  durch: 

4aH2a^-2aM/.-»-4a^~4a*^    ^^,,/^  1  /  Vi  +  i  Vi 


-2ail/2]/^±M  (19a) 
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d)  Der  Uiiuiii  links  vom  Kurvenzug  —  zwei  Winkel  l  •  n. 

f-^  =  i>.l/lE^.  (20a) 

JVm       v  z—c 

Eiitsjnecheu  die  Punkte  ^  =  0,  C  ==  +  1  und  s  =  0,  C  =  —  1 
eiiumder,  indem  ^  =  0  einmal  als  obere,  einmal  als  untere 
Ecke  des  FiüchenstUckes  betrachtet  wird,  so  erhält  man: 


z 


 jy.y 


(20b) 


Die  Constante  D  ist  erst  bestimmt,  wenn  ein  negativ 
reelles  z  einem  rein  imaginären  C  zugeordnet  wird. 

e)  Der  Raum  links  vom  Kurvcii/ui^,  welcher  die  Schleife 
mit  enthält  —  Winkel  |  •  *t  —  Punkt      im  Innern. 

=U  .[   ^  Ii.   +  (21) 

Unter  Zuordnung  von  e  =  {)j  C  =  —  i  und  z^a^,  C  =  0 
erhält  man: 


(2U) 


Zu  bemerken  ist,  dass  diese  spezielle  soeben  betrachtete 

g% 

Kurve  durch  die  Transformation  t  ^  — ^   in  die  reelle  Achse 

z-\-a 

der  f  Kbene  übergelTilii  t  wird  und  somit  die  Abbildungen  V 
;iucli  auf  andorrnt  Im  küiinfpii  Weg  erhalten  werden  können. 
Im  allgemeinen  aber  ist  dies  nicht  der  Fall, 

VI.  Ais  circularc  Kurve  dritter  Ordnung  mit  isoliertem 
Punkt  betrachten  wir  die  Kurve  (Fig.  4). 

z"^  z^     £  £1  -\-  u  i  {z"^  —  4)  —  4  «  r  *j  =  0 

oder  * 
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Es  ist  hier: 

Jf  =if«.[^»— 4air(2  +  i)  +  12a»]. 

Die  in  Betracht  komiutnclen  Brcuupunkte  sind  nebst  dem 
isolierten  Punkt 

a,==2a(2+l/2l+2ai(l +1^2)  und  a,*2a(2-y2  )-h2ai(l  -1^2); 

IkkIü  Punkte  liegen  rechts  der  Kurve. 

n)  Ist  Z  =  B  das  Bild  des  Punktes  r  =  0,  so  wird  das 
Flächensiück  links  Tom  Eurvenzug  abgebildet  durch: 

=  ^  •  r  y  ^^  fy        ^  +  ^  (22) 
oder:  J  {Z -  JU)     —  lJ,y  ^ 

b)  Sind  -1  und  ^'  die  Büder  der  I^unkte  e==a^ 
und  ^  Og,  so  wird  die  Abbildung  des  Flächenstückes  rechts 
▼om  Kurvenzug  yermittelt  durch: 

_  jT)  .  r  ^  ^  jy  (23) 

%  8.  Bicircnlare  Enrren  Tierter  Ordnung. 

L  Die  Gleichung  einer  bicircularen  Kurve  vierter  Ord- 
nung ist: 

-j-a^ffV^-f  a.zzi  +       +  tJ^^^  Vi+  «— 0»  (24) 

oder,  wenn 

a^A  —  iA\  y  =  V  —  ia\  d  =  D  —  iiy,  b^E 

gesetzt  wird: 

4- 4  a?  y  O '  +  2 a?  H-  2    y  4- £  =  0. 

Die  Kurve  hat  vier  imaginäre  A.symptoteii,  von  denen  je 
zwei  parallel  sind.    Ist  Ji  =  ^i,  so  sind  ihre  Gleichungen 

2Jfe(a;+iiy)=-(Jl+^'ii{)±Vil»^'»+2i^  . 
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Die  Kiirv'»»  kann  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Leitet 
mau  aus  der  Gleichung  der  Kurve  f  =0  wieder  nach  Lindeuiaon 

her,  so  findet  man  wiederum,  dass  die  Funktion 

*    ^ = 3^<*»8^'»  -  \  ■  Ä^'»»-*^ 

dz 

für  reelle Z  am  Kande  Yon  f=0  reell  ist,  wenn  ^  =  und 

dZ 

+^(2/Jd,-.4a,c-4y,a)+(<J?-4y,€).  (25) 

Die  Funktion  0  wird  unendlich  erstens  in  den  Punkten 

Jlf  =5  0,  zweitens  in  dem  etwa  vorhandenen  isolierten  Punkt, 

welcher  im  Innern  liegt,  drittens  in  einem  etwa  vorhandenen 
Dopj^-ljuinkt,  welcher  am  Rande  des  betrachteten  FlUchen- 
stiiekes  liegt.  Im  ersttni  Fall  gilt  die  obige  Entwicklung  der 
Gleichung  (4),  im  zweiten  die  der  Gleichung  (5),  im  dritten 
die  der  Gleichung  (6).  Femer  sind  die  Gleichungen  8,  9  und 
10  zu  beachten. 

Ist  8s  c  ein  Doppelpunkt  von  0,  so  ist  e  —  <;  ein 
quadratischer  Faktor  von  M, 

Die  Abbildung  von  FlSchenstficken,  welche  von  einer  bi- 
circularen  Kurve  vierter  Ordnung  begrenzt  werden,  wird  mit- 
liiii  nach  den  obigen  Erörterungen  vermittelt  durch  eine 
Gleichung  der  Form 

=  D .  Jc/Ä(2)'/2.      4- 1/.  (26) 

II.  Wir  betrachten  zunächst  die  Kurve  (Fig.  5) 
2  jf»    —  2  a  ^       +  .-,)  —  o»  (ä:  +  £,)  =  0 

oder: 

(«»  +  y»)»  —  2  o  a;  (a:»  +  y*)  —  a'  a?    ^  0 . 

Man  hndet  leicht: 
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Die  Gleichung     =  0  ist  irreducibl  und  hat  die  Wurzeln 

a,ss- 2,4147a,  a^-»- 0,3916a,  a,=  (0,4032  +  i- 0,3191)a, 

=  (U,4032— i.0,3191)a. 

Die  Punkte      und      liegen  ausserhalb,  die  Punkte 
und      innerhalb  des  Orals. 

Sind  Z^A  und  Z^A'  die  Bilder  der  Punkte  ^«»Og 
und  80  ist  die  Abbildung  des  Ovals  auf  die  Halbebene 

▼ermittelt  durch  die  Gleichung: 

JVM  JV(Z'-A)(Z-A')(Z-A,){Z-A{y 

Durch  dieselbe  Gleichung  wird  die  Abbildung  des  Aeussern 
riviils  «geleistet,  wenn  Z  =  A  und  Z^A  die  Bilder  der 
Punkte  ^  =  o,  und  r  =  sind. 

III.  Als  bicirculare  Kurve  vierter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt wählen  wir  die  Kurve  (Fig.  6) 

2  2^  z[  —  2a  £       -\-  s;)  —  a}  2  2^-\-     i  (r*  —  ^)  =  0 

« 

oder: 

2  («*  -I-  y»)» — 4  a  a?  («»  +  y»)  —  a*  (a?»  H-  y»)  —  4  a»  a?  y  =  0. 

£s  ist: 

Jlf=ir»-[20jp»+4aj?(4i— 3)  — 3a»(l  +  20J. 
Die  Wurzelpunkte  von  Jtf »  0  sind  ausser  dem  Doppel- 

punkt  a, »  — ^ —  •  a  und     «  —  2  * 

In  jeder  der  beiden  Öchleii'eu  liegt  einer  dieser  Punkte. 

Je?  2 
=      «^»  SO  ist 

^  3a(l+2i)-2<4i-3>i-V^3a+20  y2Ö^4a<  ,^0, 

^  .  ^<iO J 

Ist  ferner  derjenige  Winkel  der  Tangenten  des  Ddjijiol- 
punktes,  in  welchem  (iie  kleinere  Schleife  liegt,  y  •  ^,  SO  wird 
das  Innere  einer  Schleife  abgebildet  durch 
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oder: 

wobei    c'*  =  {C-A)(0-A^)  und  ö  =  2  6'--ä-^,  ist. 

b)  Das  Aeussere  einer  Schleife  —  Winkel  (2  —  y)*n  — 
ein  Wurzolpunkt  von  M=0  liegt  im  Innern  des  abzubildenden 

FlücliemitUckes. 

f  i-^  =  D .  r  yJl  +  ly  m 

oder: 

JiZ--Cf-r=n'{2cHK^-0)+2c'V(Z^AXZ'-A^^^^^ 

c)  Das  Aeussere  beider  Schleifen  —  zwei  Winkel  (1  — )')*7r. 

oder: 

IV.  Als  bicircularc  Kurve  vierter  Onhiung  mit  isoliertem 
Punkt  betrachten  wir  die  Kurve  (Fig.  7) 

4iP» ^  —  4a (;p  4- ir,)^^,  —  4 a»ir^j  +  a»i(Ä^»— jsÜ)  «  0 

oder : 

(a;*  +  y»)»  —  2  a   (x^  +  y»)  —  a»  (a;*  -f  y»)  —  a»  y  =  0. 
Man  findet: 

Jtf  =  ^» .  [8 -i- 4  a  (1  H- 3  i) -H  3  (1  +  i)  a»J. 
Die  Wurzelpunkte  von  M^O  sind 

--1  4-i(/l4— 3) 

«1  =  --^  

A  n    -i-i(VT4  i  ;;)^ 

und  a,a=ss  T-  a. 
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Beide  Punkte  a,  und     liegen  susserlialb  des  OtüIs. 

Jd  z 
—  slog«/*,  80  findet  man  leicht: 
y  M 

8a(l+t)^^2<l+3iH]/3Ö^^^'|/8^H4a<l+  (32) 

g 

Die  AM  II  lang  des  Innern  des  Oyals  wird  also  geleistet 
durch  die  Gleichung: 

oder:  J=D'{Z-  B)-' ,  (33a) 

Das  Aeussere  des  Ovals,  welches  die  beiden  Punkte  a,  und 
enthält,  wird  auf  die  Halbebene  Übertragen  durch  die  Trans- 
formation : 

V.  Eine  spezielle  Gattung  bicircularer  Kurven  vierter 
Ordnung  sind  die  Cassini'schen  Kurven.^)  Die  Gleichung  der- 
selben ist: 

-f'-er?  — 4)4-  a*— m*  =0; 
oder  (a?»  +  y*  +  a»)»  —  4  a»  ä;»  —  m*  =  0. 

Für  m>tt  erhält  man  Figur  8,  für  m<a  Figur  9,  fOr 
ff»  s  a  die  Lemniscate  Ton  Bemoulli  Figur  10. 

Die  Rechnung  ergibt: 

Jf    a«  j* — ^  (2  a*    I»*)  +  a»  (a* — 1»*). 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  M=0  sind 


,  1  /  a*— m*  1  /  a*—m* 


^)  Die  in  V  und  VT  behanclclten  Kurven  sind  in  anderer  Weise 
bereitb  behandelt.  Cfr.  LinUeiaaiiu  in  »Sitzungsbericlite  der  inath.- 
phjs.  KL  der  k.  b.  Ä.  d.  W.*  Bd.  25,  pag.  233  und  23i  und  des  Yerhaaen 
Iiiaiig.-Dii«.  Hflnchen  1897,  pag.  68  und  66.  Hier  bilden  sie  den  «pesiell* 
•ten  Fall  emes  allgemeineren  Ansatses. 
IML  Sltnugih.  d.  mtXt^TflijB.  GL  12 
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a)  In  Figur  8  (m  >  a)  liegen  die  Punkte  und  inner- 
halb des  OvalB  auf  der  JC-Achse,  und  ausserhalb  desselben 
auf  der  F-Acbse.  Das  Innere  des  Ovals  wird  deshalb  auf  die 
Halbebene  Übertragen  durch: 


r4". = i>  •     -^=Ji=^-. + j^/)  (35) 


wenn  Z^A  und  Z^Ä  die  Bildpunkte  von  »^a^  und 

g  =  öj  sind. 

Die  Abbildung  des  Aenssern  dos  Ovals  erfolgt  durch  die- 
selbe Gleichung,  wenn  A  und  Z^  Ä  den  Punkten  z^a^ 
und  ir  s  entsprechen.^) 

b)  In  Figur  9  (m<a)  liegen  die  Punkte  a,  und  inner- 

liiill)  des  linken,  und  innerlialb  des  rechten  Ovals.  Die 
Abbildung  (K  s  [inieni  oder  des  Acussern  eines  Ovals  wird  also 
vermittelt  durch  die  Transiormation : 

iyu  *jy{Z'^A){z--A,){z-A:)(z^A\) 


Lindemaon  1.  c.  Gleichnng  (S2). 

^)  ücrr  Professor  Lind  cm  an  u  utachte  uiicli  daruui'  aufmerksatu,  üa^ 
die  Abbildung  der  Lemniskate  für  m^a  bereits  Ton  Schwarz  in  der 
Abhandluni^  von  W.  Wien:  «Ueber  die  Gestalt  der  Meereswellen*  an* 
gegeben  ist.  Die  Abhandlung  befindet  sich  in  den  Sitsnngsbericbten  der 
K.  Preussiscben  Akademie  der  Wissenschaften  m  Berlin,  Jahrg.  1896, 
pa^.  225.  Die  dort  i)ag,  229  angegebenen  Abbildungen  sind  in  unserer 
Bezeicbnungsweise  für  i* 


a)  für  das  Linere: 


1  i  —  Z 


b)  für  das  Aenssere:  «*• 

Hidbei  ist  das  Innere  der  Lemniskate  auf  die  positive,  da«  Aeusaere 
auf  die  negative  Halbebene  abgebildet.  Diese  Fermeln  stimmen  weseni- 
lieh  mit  obiger  Gleichung  86|  wenn  man  setzt: 
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c)  In  Figur  10  (wi  =  a)  liegt  in  jeder  Schleife  einer  der 

Punkte  öj  und  Der  Winkel  der  Tangenten  im  Doppel- 

punkt iüt  \  '  71. 

Das  Innere  einer  Schleife  wird  also  abgebildet  durch 

r    =  1) .  f  +  jy  (37) 

oder: 


„_£aW_^l/  2c*+KZ-C)+2cV(2-A)(Z-A,)^  ^^^^^ 
g  V  Z —  Q 

wenn     =  {C  —  Ä){C  —  A^)  und  6  =  2C  — -4  — ist. 
Die  Abbildung  des  Aeussem  einer  Schleife  ergibt: 

a_^V-^»_^^2c■^4-6(2-C)H-2cV(Z-^)(^-ylJH 
9  L  Z  —  C  J 

Das  Aeussere  beider  Ovale,  welches  zwei  rechtwinklige 
Ecken  enthält,  wird  abgebildet  durch: 

oder: 


(39  a) 


VI.  Eine  weitere  spezielle  Gattung  bicircularer  Kurven 
vierter  Ordnung  üiiul  die  Piiscarschen  Schneckenlinieu  (limayoii). 
Ihre  Gleichung  ist: 


a)  in  Gleichung  (35) 

b)  in  Gleicfanng  (35) 

«  =  1.  D  =  -  2^  jy^O-  ^  =  2m-hi(l -m«). 


—  2m4-i(l  —  m«) 


1  -t-m» 

1)  Lindemann  1.  c.  Gleichung  (33J. 

12* 
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4  jb«  4  —  4  a         +   )  +  2  (a»  —  2 1»«)  ^,  +  a»     +  4) «  O 

oder :  (x'^  a  x)^  —      {x"^  -|-  y^)  =  0. 

Jenachdem  a  >  m  oder  a<m  erhält  man  die  Figuren  1 1 
oder  12;  a^m  gibt  die  Kardioide,  Figur  13. 

Mau  findet: 

Jf  SS  0  hat  ausser  dem  Doppelpunkt  nur  die  Wurzel 
fli  =  — — ' ;  es  tritt  der  Fall  der  Gleichung  (8)  ein* 

a)  Der  Punkt  z  =^  liegt  in  Figur  11  (a>m)  innerhalb 
der  kleineren  Schleife.    Der  Winkel  der  Tangenten  im  Doppel-» 

punkt  ist  bestimmt  durch  tg9;  =  H  ,  wenn  (f  der  Winkel 

(X 

der  Tangente  gegen  die  positive  X-Achse  ist;  er  sei  y*  n. 

Das  Innere  der  kleineren  Schleife  wird  auf  die  Halbebene 

abgebildet  durch  die  Gleichung: 

f4-_  =  i).f  (40) 

oder: 


) 


V2S+^-Ä      1  Z  -^  ö  i  •  (^^^ 

wenn  =  {C-Ä){C-A,),  h  =  2C~A-A,,  d^=^m^-a^  ist. 
Durch  dieselbe  (ilcicliun^^  wird  das  Innere  des  grussrn  n  Ovales 
auf  die  Haibobeue  Übertragen,  wenn  mau  y  vertauscht  mit 
(2  -  y). 

Das  Aeussere  des  kleineren  oder  grösseren  Ovales  wird 
abgebildet  durch  die  Gleichung:^) 

{4'  '^ly  {  =  -  ^-  —  +  jD"  (41) 


*)  Die  Integrationskonstanten  sind  mit  D'  und  beaeichnet,  um 
eine  Verwecludung  denelben  mit  dem  Poakt  Z^D  2x1  vetmeiden. 
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oder: 

jeuachdem  0  =  2  —  y  oder  d  =  y  gesetzt  wird  und  wenn 

i*^(C^D)(C^D,)  und  6«2C  — i>  — A  ist 

Das  von  heiden  Ovalen  eingeschlossene  Flächenstück, 
welche*?  zwei  Winkel  (l  —  y)  •  ti  enthält,  wird  abgebildet  durch 
die  Transformation: 

oder: 


h)  In  Figur  12  liegt  der  Punkt  a,  ausserhalb  des  Ovak. 

Das  Innere  des  Ovals  wird  auf  die  Halbebene  übertragen  durch 
die  Abbildung: 

oder : 

das  Aeussere  des  Ovals  durch  die  Abbildung: 

f  4  -  =  ly  f-=  -~-  ---   --^  IT,  (44) 

c)  In  Figur  13  (Kardiuide)  füllen  die  drei  endlichen 
Wurzeln  von  M  =  0  in  den  Punkt  r  =  0. 

Das  Innere  der  Figur  hat  im  Punkt  z  =  0  einen  Winkel 
Ton  2n.   Es  tritt  hier  der  Fall  der  Gleichung  (10)  ein. 

Die  Abbildung  des  Innern  erfolgt  durch  die  Gleichung:^) 


Goettler  1.  c.  pag.  68  und  Gleich.  (126  a). 
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oder:  =  D  •  (Z—  B)'^  -\-  JX.  (458) 

Das  Aeusserc  der  Figur  13  wird  auf  die  Ualbebene  über- 
tragen durch,  die  Gleichung:^) 

^~  =  jy-  f   -I-  B  '  (46) 

oder: 

^^^iy.log(^^l±l!^^  (46a) 
wenn  c*=  (J?  — D)(-B  — Dj)  und  6«25  — D  — ist. 

Analog  den  bisherigen  Erörterungen  sind  alle  P&lle  äu 

erledigen,  in  denen  die  Gleichung  der  Grenzkurve  der  s  Ebene 
durch  die  Transtoinjation  t  =  q)  (<),  wo  <p  (z)  eine  ratiunalt* 
Funktion  von  ^  sein  möge,  in  eine  circulare  Kurve  dritter 
Ordnung  oder  eine  bicirculare  Kurve  vierter  Ordnung  der 
t  £bene  übergeht.*) 

Die  Gleichung  einer  derartigen  Kurre  ist: 

+  y^p*(*sr)+yi-9^i(^,)4-^*9^(^)+^r9'i('fi)+c=0.  (47) 

Die  Funktion  ^  (^,  Z),  welche  für  reelle  Z  längs  der 
Grenzkurre  reell  bleibt,  ist 


Goettler  1.  c.  pag.  68  und  Gleich.  (127). 

^)  En  ist  die!^  analog  dem  Umstände»  daw  sieb  die  von  Herm  Linde» 
mann  für  die  Kurven 

gegebene  Methode  auf  die  Kurven 

ausdehnen  lässt;  vgl.  des  Verfassers  citicrte  Arbeitt  n  sowie  die  Disser- 
tation von  L.  Marc:  ,Confornie  Abbildung  eines  von  inogulilren  Iljpcrbeln 
n.  Ordnung  begrenzten  Flächenstückes  auf  den  Einheitskreis  *.  München  1899. 
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wenn  w  (js)  =  - - ,  /  =  ^r«  und 


dq^{i)     ._  dz 
dZ 


-4a,a-4fe-4yyj)H-9?(*K2iÖd,-4a,£--4/,d)+CdMyi«)   ist  (49) 

Die  Abbildang  des  FlächenstQckes  wird  Temiittelt  sein 
durch  die  Gleichung: 

wenn  jR(Z)  eine  passend  gewühlte  rationale  Funktion  YOn  Z 
ist,  welche  fttr  reelle  Z  reell  bleibt.   Die  Integration  ergibt: 

jy-^  =  l)  .  Je/Ä  W  d^.dZ+I/,  (50) 

wenn  qf(jg)sBt  und  ^(0»  Jlf(ir)  gesetzt  wird.  Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  ist  ein  elliptisches,  die  rechte  dagegen 
im  allgemeinen  ein  hyperelliptisches  Integral. 

Bemerk  Uli       In  l'igur  3  ist  die  Äbs(  issc  des  Punktes 
zu  verdreil'achcii ;   in  Fiijur  4  ist  Abscisse  und  Ordinate  des 
Punktes  a^  zu  verdoppeln. 
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tJeber  Conchit,  eine  neue  Modiflcation  des  kohlen- 
sauren Kalkes. 

Von  AgMS  Kttlly  aus  London. 

{SttgelaitfeH  Jl.  Mai.) 

Im  Laufe  einer  Untersuchung  über  Kalk-Ausscheidungeii 
mi  Thierreich  und  besonders  über  Molluskenschalen  ergab  sich 
das  Resultat,  dass  dieselben  nicht  aus  Aragonit  bestehen,  wie 
Ö.  Rose  angab,  sondern  aus  einem  optisch  einnxigen,  negativ 
doppeltbrechenden  Mineral,  welches  sich  toh  Kalkspath  durch 
▼erBchiedene  Eigenschaften  nnterscheidet,  und  welches  ich  mit 
dem  Namen  Gonchit  (x^^j^j^i;,  Schale)  bezeichne.  Ich  habe 
weiter  beobachtet,  dass  dieselbe  Modification  auch  als  Mineral 
an  yersdkiedenen  Orten  zu  finden  war  —  allerdings  immer  nur 
in  krystallinischen  Aggregaten.  Ihre  Eigenschaften  habe  ich 
sowohl  an  diesen  Krystall-Aggregaten  als  auch  am  Conchit  der 
Schalen  untersucht 

Verschiedene  aas  Conchit  bestehende  Schalen  wurden  so- 
wohl qualitativ  wie  quantitativ  an  alysirt.  InCardium  edule, 
der  Herzmuschel,  waren  ausser  kohlensaurem  Kalk  und  viel- 
leicht Spuren  von  Nad,  keine  anorganischen  Bestandtheile 
nachzuweisen.  Die  folgenden  Bestimmungen  yon  00^  und  CaO 
wurden  an  derselben  ausgeführt: 

CO,  =  42.45  "/o 
OaO  =  54.68  , 

97.08  o/oT 
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Sitzung  der  m<Uk.-phy8.  Claaae  vom  5.  Mai  1900. 


Die  übrigen  2.92%  waren  organische  Materie,  welche  sich 
nicht  direct  bestimmen  liess. 

In  Cvreiia  (sp.?)  habe  ich  nur  Caü  bestimmt,  der  daraus 
berechnete  Ca  CO,  war  97.2  V 

Von  den  entsprechenden  Krystallaggregaten  der  anorgani- 
schen Natur,  vor  allem  Sinterbildungen  und  Incnistationen, 
wui-den  keine  quantitativen  Analysen  gemacht.  Sie  bestanden 
fast  ganz  aus  Ca  CO,,  nur  waren  in  den  Incnistationen  aus 
Geßssen  imd  Wasserbädem  immer  Spuren  yon  Eisen  vor- 
handen. 

Pio  Umsiäiitlt'.  unter  welchen  Conchit  aus  AV:i-m  i  aiis- 
krystailisirt,  sind  noch  nicht  genau  untersucht,  l'^r  scheidet 
sich  aus  Brunnenwasser  und  aus  Lösungen  von  doppeltkohlen- 
saurem Kalk  bei  ca.  30»— 100^  C.  aus;  bei  168»  C.  (7,5  Atm. 
Druck)  habe  ich  nur  Aragonit  gefunden. 

Conchit  (und  nicht  Aragonit)  zusammen  mit  Kalkspath> 
ßhomboedem  wird  gebildet,  wenn  man  siedende  Losungen  von 

CaCl,  und  Na,COj  mischt. 

Conchit  lost  sich  sehr  leicht  in  Säuren:  da  aber  der 
Aggregatzustand  ein  so  wichtiges  Moment  für  die  L(>8ungs- 
geschwindigkeit  ist,  kann  mnn  nicht  sicher  sagen,  ob  er  sich 
wirklich  leichter  löst  als  Kalkspath.  Gegenüber  den  Atmo- 
sphärilien ist  Conchit  sicher  labiler  als  Kalkspath.  Im  .Ooralline 
Crag*  kommen  fast  ohne  Ausnahme  als  wohlerhaltene  Fossilien 
nur  solche  vor,  die  nachweisbar  ursprünglich  aus  Kalkspath 
bestanden,  während  diejenigen,  deren  ursprungliche  Substanz 
Conchit  war,  nur  als  Steinkerno  erhalten  blieben. 

Concliii  irleiclit  Arn^onit  und  Ktype'it  darin,  dass  er  sich 
bei  erhöhter  Temperatur  in  Kalkspath  umwandelt, 
unterscheidet  sich  aber  von  Aragonit  dadurch,  dass  die  Um- 
wandlung bei  bedeutend  niedrigeren  Temperaturen  stattfindet. 
Man  kann  dies  am  leichtesten  durch  Parallel-Versuche  nach- 
weisen; so  wandelt  sich,  z.  B.  in  Dämpfen  von  Quecksilber, 
also  bei  360^  oder  auch  in  gerade  geschmolzenem  Blei,  d.  h. 
bei  325  ^  Conchit  um,  während  Aragonit,  ebenso  behandelt, 
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keine  Umlagerung  erfahrt.  Arugonit-Krystalle  zerfallen  zwischen 
373«  und  aber  erst  nach  einer  Erhitzini«:  auf  iOh^ 

ist  es  mir  sicher  gelungen,  ein  einaxiges  Axenbild  zu  sehen 
und  dadurch  die  Umwandlung  in  Kalkspath  zu  constatiren. 
Conchit  fangt  schon  zwischen  300^  und  810^  an  sich  in 
Kalkspath  umzuwandeln,  wie  man  aus  dem  Auftreten  der 
für  Kalkspaih  eharacteristischen  Spaltbarkeit  und  Zwillings* 
lamellirong  sicher  nachweisen  kann.  Während  der  Umwand- 
lung wird  die  Orientirung  der  Hauptaxe  im  Allgemeinen  nicht 
TerSndert. 

Da  nur  feinfaserige  Aggregate  zur  Verfügung  standen,  ist 
es  möglich,  dass  das  specifisclie  Gewicht  wegen  der  Porosität 
etwas  zu  niedrig  bestimmt  ist.  Der  höchste  Werth,  welchen 
eine  directe  Messung  ergeben  hat.  war  =  2.S<)r)  für  eine  In- 
crustatinn  aus  einem  Kessel.  Krjstallaggregate  aus  Karlsbad 
und  andere  Incrustationen  aus  Kesseln,  Wasserbädem  und  Ge- 
issen ergaben  zwischen  2.830  und  2.845.  Von  Tyrona  wurde 
durch  Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes,  des  Kalkgehaltes 
und  des  specifischen  Gewichtes  der  organischen  Materie  der 
Werth  zu  2.874  berechnet. 

Die  Härte  ist  bedeutend  grösser  als  die  von  Kalkspath, 
Spaltbarkeit  ist  nicht  nachzuweisen. 

Conchit  ist  einaxig  negativ  wie  Kalkspath  oder  wenig- 
stens nahezu  einazig.  In  Gonchitschalen,  die  aus  parallelen 
Lamellen  bestehent  sieht  man  zuweilen  ein  zweiaziges  Axenbild 

mit  einem  sehr  kleinen  Winkel  der  optischen  Axen,  wie  man  es 
sehr  hau  hg  auch  sonst  bei  einaxigeii  Substanzen  beobachtet. 

Die  Brechungsindices  wurden  für  Natriumlicht  be- 
stimmt: 

a)  Nach  der  Total ^Reflexions-Methode  von  WoUaston 
(mittelst  eines  Prismas  auf  einem  Spectrometer).  Da  nur 
Eiystall-Aggregate  mit  mehr  oder  weniger  parallelen  Ery- 
stiülaxen  und  keine  einheitlichen  Krystalle  zur  Verfügung 

standen,  war  es  unmöglich,  völlig  scharfe  Grenzen  zu  sehen. 
Die  mittleren  Werthe  von  mehreren  iieobaclitungen  an  einem 
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SUxut^  der  mathrphys.  Claase  vom  5,  Mai  1900. 


polirten  Schliff  von  Strom bus  gigas  gaben  £  =  1.527, 
(o  =  1.661. 

b)  Mikroskopisch,  durch  Vergleich  mit  T/ösunf^en.  cUrcn 
Brecbungsindices  bestiiiinit  werden  konnten.  Hier  war  dir  Ft'bler- 
grenze  ziemlich  gros^,  -h  1  bis  jh  2  Einlieiten  der  dritten  Deci- 
male.  Die  mittleren  Werte  waren  e  =  1.524  und  (o  »  1.661 


1)  In  letster  Zeit  Bteltte  Hr.  Dr.  Melezer,  welcher  bereita  eine 
grossere  Reihe  von  üntersuchangeii  mit  dem  Abbe-Pulfrich'schea 
Totalrefiractometer  ausgeführt  hat,  auf  meine  Bitte  noch  einige  Hei' 
sungen  an  und  theilte  mir  darüber  Folgeudes  mit:  „Zur  Bestimmung 
der  TTüiiptbrechungaexponenten  wurden  fünf  polirto  F]nrhen  untersucht, 
Vdii  welchen  1  und  2  ein  und  derselben  Strorabus-I^latto.  die  3.  oiner 
Trochus-Platte,  die  4.  einer  Anodonta-  und  die  5.  einer  Cyrena- Platte 
angehörten.  Von  diesen  gab  nur  die  erste  Fläche,  welche  nahezu  parallel 
der  Schiditung  ging,  bei  Anwendung  des  verkleinernden  F^rohres 
eimgennMsen  gute,  bis  auf  ±2  Minuten  einstellbare  Grenxen.  Durdi 
Ablesungen  von  80  eu  30  Grad«  Construiren  der  Grenzearven  und  weitere 
Ablesungen  von  10  m  10  Grad  in  der  Nftbe  der  Maxima  und  tfinima 
wurden  die  den  Hauptbrechungsindiccs  entsprechenden  Grenswinkel  f<-s! . 
gestellt  und  damacbi  um  die  von  Herrn  C.  Violn  vorsreschhifrene  Dif- 
fcren/-Mcth  ..le  anzuwenden  (s.  /tschr.  f.  Ki  \  sf .  1898,  30,  m,  und  1900,32, 
813),  die  Gifiizwinkel  zweiter  Zei  ss'scher  •  lla^npri-nu'ii  ir»mnes?en. 

Der  Verlauf  der  (irenzcurven  war  rt  i^i-lmaissiig  iiml  fiiUpracli  ent- 
scLieJeu  einer  zweiaxigen  Platte  und  ^war  einem  in  der  Nähe  der  mitt- 
leren Hauptschwiuguugari«  lituiig  gelegenen  Schnitte.  Die  Grenzwinkel 
an  zwei,  nahe  aneinander  liegenden  Stellen  der  FlAche«  sodann  die 
Grenzwinkel,  brechenden  Winkel  und  min.  Ablenkungen  der  Prismen  sind 
für  Na -Licht: 

1.  Bestimmung    2.  Bestimmung     Prisma  Nr.  604        Prisma  Nr.  2667 
-».61»8X'»'      «•  M' »•    gjo  „.   0"  54»  31' 46" 

♦  üi  «  «  "Ü     «      äM=°>    «  '  ^  *=«) 

Da  der  Oonchit  als  optisch  negativ  bestimmt  ist,  muss  fi  nftber  an 
y  liegen  und  somit  berechnen  sich  aus  der  2.  Bestimmung,  welche  zn- 
▼erltesiger  ist,  die  Hauptbrechungsindioes: 

Yy^  -  1.662 
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Die  Doppelbrechung  des  Gonchits  ist  also  bedeutend 
niedriger  als  diejenige  des  Kalkspatbs,  etwa  0.134 — 0.137. 

Dies  kann  man  auch  schon  erkennen,  wenn  man  gleich  dicke 
Schlijffe  von  Conchib  und  Kolkspath  im  polarisirteu  Licht  ver- 
gleicht. 

Conchit  bildet  theils  Nüdelchen  und  Prlsnu  n.  theils  basische 
Plüttchen,  theils  endlich  rhomboeder- ähnliche  Individuen,  deren 
Flächen  ungefähr  45^  zur  optischen  Aze  geneigt  sind. 

Fast  alle  Molluskenschalen  bestehen  YoUständig  aus  Conchit. 

Nur  Ostrea,  Pecten,  Anomia  und  die  Sussersten  Schiebten 

von  Pinna  und  Mytilus  unter  ck  n  Lamellibranchiaten,  sowie 
Pate  IIa  und  Janthino  unter  den  (Jastropoden.  bestehen  aus 
Kalkspath.  Die  meiwteTi  Coelentoraten  liaben  ^deiehfalls  Conchit- 
Skelette,  nur  viele  Alcyonarien  bestehen  aus  Kalkspath,  während 
dagegen  alle  Ilydrocorallinae  und  Madreporana,  die  ich  unter- 
suchte, Conchit  abscheiden. 

In  der  anorganischen  Natur  wurde  Conchit  in  den  fol- 
genden Vorkommnissen  gefunden:  In  einem  sehr  grobkörnigen 
Erbsenstein  von  Karlsbad  an  SteUe  des  KtjpeYts,  wie  in 

verschiedenen  andern  Sj)rudel.steinen  von  demselben  Orte,  so- 
dann in  einer  blauen  Incrustation  von  Schwaz  in  Tirol, 
in  blauen  und  brauueu  Incrustationen  von  bchcmnitz,  in 


von  welchen  y  und  ß  bis  anf  i/a  Einheit  und  a  bis  anf  1  Einheit  der 
letssten  Dedmale  f&r  richtig  betrachtet  werden  kann. 

Znr  Controle  fftr  ß  konnte  die  2.  Fläche  an  derselben  Platte  dienen, 
welche  nngeffthr  eenkrecht  sur  Schichtung  ging.  Die  Grenscurven  waren 
an  dieser  Flftche  zwar  ziemlich  nndeutlich,  doch  rar  Feststellnng  you 

ß  Mild  genügten  sie.  Durch  Construiren  der  Grenzcurven  ergaben 
sieb  n&mlich  für  diese  die  Grenzwinkel       16'  und  60^  60'. 

Aus  obigen  Brecbnngsexponenten  folgt: 

2V,„,  lö«  60* 

2  E,j,^  26«  26*. 

Das«  sidi  der  Conchit  u.  d.  MikiMsko]>r  im  Allj,'erneinen  al-*  up- 
tiscb  eitiaxig  veihiilt,  lässt  sieb  viclkdeht  durch  die  nur  theilweise 
orieutirte  Aufeinanderlagerung  der  Schiebten  in  den  Schalen  erklären.* 
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Sitzung  der  mafh.-phys,  Ctaate  vom  6.  Mm  1900, 


einer  braunen  Incrustation  von  Alt-Sohl  in  Ungarn  und  in 
Sinter  des  Yellowstone  Parks.  Endlich  erwiesen  sich  ver- 
schiedene Exemplare  von  EisenblOte  als  Gonchit.  Als  ge- 
wöhnliche Neubildung  tritt  das  Mineral  auch  im  Kesselstein 
auf*  zuweilen  gemischt  mit  Kalkspath. 

Der  Couchit  ist  somit  uine  lu  iie  Mudilication  von  kohlen- 
sau leia  Kalk.  \vt'lcliu  in  ihrem  Verhalten  eine  sehr  «geringe 
Stabilität  aut'w  t  ist  und  si  ibst  labiler  int  als  Aragonit,  wesshalb 
seine  Vorkonrnmisae  in  der  anorganischen  Natur  so  selten  sind, 
da  er  theils  einer  Lösung,  theils  einer  Umwandlung  in  Kalk- 
spath  unterlag.  Die  Labilität  des  Conchits  ist  weiter  erwiesen 
durch  Klement's^)  Versuche  Uber  die  künstliche  Darstellung 
von  Dolomit.  Fein  gepulverter  kohlensaurer  Kalk  wurde  mit 
krystallisirter  schwefelsaurer  Magnesia  und  einer  gesättigten 
Kochsalzlösung  in  einem  leicht  verschlossenen  Kölbchen  eine 
bestimmte  Zeit  lang  auf  constanter  Temperatur  erhalten.  Hierauf 
wurde  abfiltrirt,  ausgewaschen,  und  der  Procentsatz  von  Mg^  'O^ 
bestimmt.  Kalkspath  iU  Stunden  bei  100^  erwärmt,  gab  nur 
Spuren  von  M^^O^,  Aragonit  48  Stunden  bei  9P  gab  34. G  ^/o 
und  i)H  Stuiulen  bei  90°  38  »/o  Mg  CO^.  Korallen  aus  einer 
Gruppe,  die,  wie  es  scheint,  nur  Conchit-Skelette  hat,  lieferten 
dagegen:  Madrepora  proHfcra  in  46  Stunden  bei  90°  H8.5  °/o 
Mg  CO,,  Madrepora  humilis  41.4  °/o  und  Stylopora  (sp.?)  41.9  °/o 
Mg  CO,,  woraus  Klem  ent  den  Schluss  ableitet,  dass  die  Korallen 
aus  Aragonit  bestehen,  da  ihm  eben  diese  noch  labilere  Mo- 
dification  des  kohlensauren  Kalkes  unbekannt  war;  die  bedeu- 
tende Erhöhung  aber,  welche  die  Werthe  der  Magnesiaaufnahme 
bei  den  Korallen  erfuhren,  weist  schon,  abg.  sehen  von  der 
directen  Beobachtung,  auf  dtis  Vorhuiideiiöein  einer  noch  labi- 
leren Moditifation  hin,  und  dies  ist  eben  der  Conchit.  Da 
alle  ritlbildeiidcn  Korallen  Conchit-Skelette  haben,  so  ist 
diese  gro.sse  Labilität  iiml  die  leichte  Möglichkeit  einer  l  iii- 
wandluug  in  Dolomit  tilr  die  Theorie  der  Entstehung  des 
Dolomits  von  hoher  Wichtigkeit. 

0  Tücherm:  Min.  Petr.  Mitth.  1894,  14.  Auszug  in  Zeitsch.  f.  Kryst 
87,  880. 
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Amorphes  Calciumcarbouat. 

F.  Link  hat  zuerst  nachgewiesen,  chiss  kohlensaurer 
Kalk  bei  seiner  Fallung  zunächst  in  kK  inen  Kii<^'elcl»eii  sich 
ausscheidet,  welche  nicht  auf  das  |>olaii.sii to  Licht  einwirken 
und  die  erst  später  krystuliinisch  werden,  ich  fand  nun  im 
Verlaufe  dieser  Untersuchungen,  dass  das  Oaldumcarbonat  in 
den  beiden  hinteren  Kalk  lniscn  des  Hegenwurms  aus  kleinen 
Kfigeichen  besteht,  die  gleichfalls  einen  aolchen  amorphen 
Zustand  darstellen.  Mit  Waaser  benetzt  werden  die  Kfigeichen 
rasch  krystallinisch,  wenn  sie  nicht  bei  100*  getrocknet  sind 
und  die  letzten  Spuren  von  Wasser  durch  Behandlung  mit 
absolutem  Alkohol  entfernt  worden  sind;  dann  bleiben  aber 
die  Kügelchcn  auf  die  Dauer  amoi*ph. 

Eine  Erniedrigung  der  Temperatur  hat  keine  Wir- 
kung auf  die  KUgelchen;  durch  eine  Behandlung  bei  der 
Temperatur  der  siedenden  Luft  während  mehrerer  Stunden  war 
keine  Veränderung  herTorgenifen  worden;  aber  eine  Tem- 
peraturerhöhung auf  160^ — 170®  genügt,  um  sie  krystaUi- 
nisch  werden  zu  lassen. 

Eine  genaue  Bestimmung  des  speci tischen  Gewichtes 
war  nicht  möglich,  aber  durch  Bestimmungen  des  specifischeu 
Gewiclites  der  getrockneten  KalkdrUsen  und  der  or^^^an Ischen 
Materie  in  den  KalkdrOseu  und  aus  dem  Kalkgehalt  der  Drüsen 
selbst  liess  sich  herausrechnen,  dass  das  speciiische  Gewicht 
ungefähr  2,1  sein  dürfte.  Aehnliche  Bestimmungen  Über  den 
Panzer  von  Astacus  oder  Julus  gaben  Werthe  von  2,2,  aber 
diese  sind  noch  ungenauer,  da  nicht  nur  Ca  CO,,  sondern 
auch  ungefähr  6  Procent  Caj(P0^)3  vorhanden  ist. 

Der  Brechungsindex  wurde  durch  mikroskopische  Me- 
thoden gemessen  und  zu  1  •  538  bestimmt.  Selbst  mit  der 
stärksten  Yergrdsserung  und  den  empfindlichsten  Methoden 
war  gar  keine  Einwirkung  auf  das  polarisirte  Licht  zu  er- 
kennen. 
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Solcher  amorpher  Kalk  kommt  sehr  oft  im  Thierreich  vor, 
z.  B.  im  Schneckenschleim  und  (nicht  als  Kügelchen)  in  dem 
Panxer  von  Astacus,  Sqnilla  und  Julus  und  in  der  Eierschale 

einer  Natter.  Durch  Behandeln  mit  Wasser  oder  durcli  Kr- 
würnien  ^vird  er  immer  krystalliniscli,  und  dadurcli  wird  wolil 
auch  zu  erklären  sein,  dass  er  im  Mineraireich  nicht  beob- 
achtet wurde. 
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Sitemig  vom  18.  Juni  1900. 

1.  Herr  Hr<io  Sbbliger  legt  eine  Abhandlung  d(  s  Herrn 
Professor  Max  Wo£p  in  Heidelberg:  «Ueber  die  Bestim- 
mung der  Lage  des  ZodiakalHchtes  und  den  Gegen- 
schein* vor. 

2.  Herr  Alfreh  Pringsheim  sjuiclit  .Ueber  den  soge- 
nannten zweiten  Mittel wertbsatz  für  endliche  Summen 
und  bestimmte  Integrale''. 

3.  Herr  Alfrbd  Prinoshbim  legt  ferner  eine  Abhandlung  des 
Privatdozenten  an  der  Universität  Dr.  Artwitr  Kokk:  ^lieber 

den  sogenannten  seni idofin itiven  i  uii  in  der  Theorie 
der  Maximn  und  Minima*  vor. 

4.  Herr  Adolf  v.  Babtbb  halt  einen  Vortrag:  «Ueber 
Aut-Ozydation*.  Derselbe  wird  anderweit  veröffentlicht 
werden. 


lüOu.  SiUangsb.  d.  ualb.-phys.  Oi.  13 
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üeber  die  Bestimmung  der  Lage  des  Zodiakalliclites 

und  den  Gegenschein. 

Von  Max  Wolf. 

{miijftlamflm  18.  JuhL) 
(MttTkt  IT^ 

Während  in  dem  früheren  Observatorium  in  der  Stadt 
Heidelberg  dati  Zodiakallicht  eigentlich  niemals  mit  Sicherheit 
gesehen  werden  konnte,  erscheint  es  Ton  der  Höhe  des  neuen 
Obsenratoriiuns  auf  dem  Königstuhl  fast  stets  recht  hell  und 
es  konnte  oft  in  so  grosser  Intensität  gesehen  werden,  dass 
es  heller  als  die  Ifilchstrasse  erschien.  Seit  dem  Bestehen  des 
neuen  Observatoriums  haben  wir  deshalb  häufig  Aufeeichnungt^i 
des  Zodiiikaliichtes  sowohl  ai)eiuls  als  morgens  vorgenommen. 

Aber  diese  Aufzeichnungen  litten  sehr  unter  der  Unschfirfe 
unil  der  Lanpfsamkeit  der  Intensitätszunahme  des  Lichtes  von 
den  Händem  gegen  innen,  so  dass  es,  wie  jeder,  der  das 
Zodiakallicht  beobachtet  hat,  aus  Erfahrung  weiss,  sehr  schwer 
war,  die  Lage  der  Aze  des  Lichtkegels  auch  nur  ganz  roh  zu 
bestimmen.  Dazu  kommt  noch,  dass  man  sich  so  leicht  durch 
die  Sterne  der  Umgebung  iirleiten  lasst.  Abgesehen  von  ihrem 
störenden  Eindruck  auf  das  Auge  ist  man  immer  Tersueht,  so 
sehr  man  steh  auch  dagegen  bemUht,  bei  dem  Anschluss  der 
Konturen  des  Lichtes  an  die  Sterne,  diejenigen  zu  bevonugen, 
die  man  in  der  betreiFenden  Gegend  besser  kennt. 

Eis  regte  sich  deshalb  in  mir  der  Wunsch,  das  Zodiakal- 
licht zu  photographiren  und  aus  dem  Hild  die  Axenluge  zu 
bestiiumeo.    Verschiedeue  Versuche  lehrten  mich  aber,  dass 

18* 
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dieser  Weg  nicht  viel  mehr  geben  wird,  als  der  optische.  Die 
dazu  nötigen  lichtstarken  ObjectiTe  zeichnen  nämlich  stets  bei 

dem  grossen  hierfür  in  Betracht  kommenden  Feld  die  Mittel- 
partien der  IMatte  viel  heller  als  die  Randpartien,  sodass  man 
Obcrliaupt  nicht  sicher  weiss,  ob  nian  das  Zudiakullicht  photi)- 
grapliirt  hat,  und  wenn,  so  wird  das  Bikl  dadurch  so  ent.Ntellt, 
dass  es  schwer  zu  entscheiden  ist,  ob  die  grüsste  Intensität 
der  Wirkung  der  Linse  oder  jener  des  ZodiakaUichtes  zuzu- 
schreiben ist. 

Ich  habe  deshalb  diesen  Weg  nicht  weiter  yerfolgt,  son- 
dern habe  Tielmehr  auf  andere  Weise  der  Erscheinung  näher 
zu  treten  versucht 

Fig.  1. 

I 
I 
I 

I 


Im  Beginne  des  Jahres  1899  liess  ich  mir  von  der  Firma 

C.  Zeiss  in  Jena  ein  Objectiv  aus  Quarz  bauen,  bei  dem  nur 
der  allerzentralste  Teil  des  BiUles  in  der  i)])tischen  Axe  brauch- 
bar, in  welchem  also  jede  Strahh'nvereinijiung  ausserhall)  der  Axe 
vernachlUssigt  wurde.  Dagegen  wurde  möglichst  grosse  Licht- 
stärke (Flächenhelligkeit)  erstrebt.  In  der  That  gelang  es  dort 
Dr.llarding,  einenQuarzcondensor  aus 3 Linsen  zusammenzusetzen, 
der  das  eminente  Oeffnungsverhältniss:  Durchmesser  zur  Brenn- 
weite s=  3  :  2  besitzt  Die  Oe0hung  ist  etwa  37  nmit  die 
Distanz  des  Bildes  von  der  vordersten  Fläche  ist  etwa  36  mm. 

Die  Disposition  des  damit  gebauten  Apparates  ist  aus  der 
Figur  1  ersichtlich.  Bei  Q  befindet  sich  das  dreilinsige  Quarz- 


Digitized  by  Google 


M.  Wolf:  Bettimmung  der  Lag*  des  ZodtakalUektes  ete.  199 


System.  In  seiner  oj)tischen  Axe  uimuf li>iir  vor  der  Hild- 
ebeiie  ist  ein  solid  mit  dem  Objectiv  verbundenes  Diaphragma 
mit  enger  Oeffhung  befestigt  (/>).  Fast  in  Berührung  mit  und 
unmittelbar  hinter  dem  Diaphragma  liegt  die  photographische 
Platte  {Ä — B).  Dieselbe  ist  so  gelagert,  dass  sie  ihrer  Länge 
nach  m  ihrer  Ebene  hinter  dem  Diaphragma  Torheigeschoben 
werden  kann.  Durch  diese  Yerschiebung  der  Platte  kann  dann 
eine  Beihe  von  Bildchen  nebeneinander  auf  der  Platte  enseugt 
werden  iind^  wenn  man  durch  Objectiv  und  Diaphragma  Licht 
auf  die  Platte  fallen  liusst,  so  ist  jedes  so  entstehende  Bildchen 
genau  in  derselben  Aue  aufgenommen. 

Auf  diese  Weise  konnte  ich  erreiclien,  da-ss  immer  ein 
genau  bestimmbarer  Punkt  des  Himmels  auf  der  Platte 
abgebildet  und  dabei  doch  jede  Abbleadung,  also 
jeder  Lichtverlust  der  Linse  vermieden  wird. 

Dieses  System  wurde  auf  der  Horizontaiaxe  eines  Theo- 
doliten so  montiri,  wie  es  der  Lichtdruck  auf  der  beigegebenen 
Tafel  zeigt.  Bas  Objeetiy  —  der  Quarz-Zeiss  —  ist  fest  ver- 
bunden  mit  der  Horizontalaxe  und  steht  mit  seiner  optischen 
Axe  parallel  mit  der  optischen  Axe  des  Femrohres  des  Theo- 
doliten. Dadurch  kann  ich  erreichen,  den  Quarz-Zeiss  auf 
einen  beliebi<^en  Punkt  des  Himmels  zu  richten  und  dann 
durch  sein  Diaphragma  von  eben  diesem  beliebigen  Punkt  ein 
Bildchen  auf  der  Platte  zu  erzeugen. 

Die  Platte  sitzt  in  der  hinter  dem  Objectiv  sichtbaren 
Cassette  und  wird  mit  dieser  durch  die  lange  Schraube  hinter 
dem  ()l)jectiv  und  seinem  Diaphragma  vorflbergeschoben.  £s 
ist  wichtig  die  Bilder  in  gleichen  Abstanden  auf  der  Platte  zu 
erzeugen,  weil  dadurch  die  Arbeit  des  Einscbätssens  wesentlich 
erleichtert  wird. 

Der  Apparat  wurde  von  Mechaniker  Schwall  und  mir  in 
der  InstitutswerkstStte  im  Sommer  1899  gebaut. 

Nach  dem  Verständnis  der  Anordnung  des  Apparates  ist 
nun  leicht  ersichtlich,  was  erstrebt  wurde.  Es  wird  das 
Hild  einer  kleinen  Stelle  de.s  Zodiakallichtes  auf  der  Platte 
uiit  dem  (^uarz-Zeiss  aufgenorouien.    Dann  wird  die  Platte  mit 
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der  langen  Schraube  ein  SUIek  weiter  geschoben,  der  Apparat 
nach  einer  andern  Stelle  des  ZodiakalUchts  gerichtet  und  aber- 
mals eine  Aufinahme  gemacht.  An  den  Kreisen  des  Theodoliten 
wird  die  jeweilige  Einstellung  abgelesen  und  dadurch  bekannt, 

welcher  Punkt  am  Himmel  photographirt  ist.  Fährt  man  so 
fort,  so  erhält  man  eine  Serie  von  Ausschnitten  aus  dem  /<nliiikiil- 
licht  —  von  bekannter  Lage  —  schön  nebeneinander  auf  der 
JMatte  abgebildet.  Sind  die  Aufnahniezeiten  genau  gleich- 
lang, so  sind  die  Intensitäten  der  Bilder  vergleichbar 
und  man  kann  z.  B.  das  intensivste  Bild  heraussuchen.  Also 
jener  Punkt  des  Zodiakallichtes,  der  am  hellsten,  oder  diejenigen, 
welche  unter  sich  gleich  heil  geleuchtet  haben,  lassen  sich  so 
bestimmen. 

Um  die  Belichtungsdauer  fttr  alle  Büder  gleich  zu  machen, 
wurde,  wie  auf  der  Tafel  ersichtlich,  vor  dem  ObjectiT  ein 
guter  MomentTerschluss  (System  Linhof)  befestigt.   Es  wurde 

auf  den  l\»ndelschlag  einer  Uhr  der  Verscliluss  geöffnet  und 
ebenso  auf  einen  andern  Secundenschlag  wieder  geschlossen. 
Bei  der  ausgezeichnotcu  BeschaÖenheit  des  Verschlusses  kommen 
Unterschiede  von  einer  Zehntelsecunde  kaum  vor,  eine  Genauig- 
keit, die  für  die  Methode  völlig  genügt. 

Der  Theodolit  wurde  bei  den  Im  Folgenden  beschriebenen 
Versuchen  stets  horizontal  aufgestellt,  sodass  also  Höhe  und 
Azimut  abgelesen  wurde.  Das  bedingte  jedesmal  eine  Um- 
rechnung in  Rectascension  und  Declination.  Aus  diesem  Grunde 
stelle  ich  auch,  den  Theodoliten  jetzt  parallaktisch  auf. 

Auf  die  beschriebene  Art  lasst  sich  an  einem  Abend  bequem 
eine  Anzahl  verschiedener  Schnitte  durch  das  ZodiakalHcht 
ziehen.  Durch  die  Verbindung  der  hellsten  Stellen  in  den 
verschieilenen  Quersclinitten  kann  man  dann  die  Axe  grösstcr 
Helligkeit  in  dem  kegeltormigen  Lichtschein  i'estlegen. 

Andererseits  kann  man  die  Punkte  gleicher  Intensität  auf- 
suchen und  durch  mehrere  Schnitte  die  Linien  gleicher  Hellig- 
keit im  Zodiakaliicht  bestimmen. 

Das  abnorm  schlechte  Wetter  dieses  Winters  verhinderte 
mich  leider,  viel  mit  dem  Apparat,  den  ich  das  «Schnitt- 
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Photometer*  nennen  möchte,  zu  arbeiten;  mir  weiiige  Ver- 
suche konnten  gt  niacht  werden,  und  von  dic^seu  will  ich  im 
Folgenden  berichten. 

Wie  TOTausberechnet,  war  das  SchnitUPliotonieter  Töllig 
lichtstark  genug.  So  erhielt  ich  Anfang  Februar  1900  schon 
mit  6  Secunden  Belichtung  einen  deutlicben  Eindrudc  vom 
Zodiakallicht. 

Um  aber  so  kräftige  Eindrücke  zu  erzielen,  dass  ihre 
Intensitäten  leicht  verglichen  werden  konnten,  musste  länger 
esponirt  werden. 

Bei  den  im  Folgenden  besprochenen  Aufnahmen  wurde 
stets  40?0  belichtet.  Als  das  Zodiakallicht  im  März  schwächer 
wurde,  genügten  aber  60'  kaum  mehr,  um  brauchbare  Schwärz- 
ungen zu  geben. 

Was  die  Siclierheit  des  Aufliiidens  der  grössten  Schwärzung 
einer  Serie  betrifft,  so  ist  dieselbe  so  gross,  dass  nie  ein 
Zweifel  vorkam.  Ich  bat  Herrn  Schwassmann,  unabhängig  von 
mir  die  dunkelsten  Bildchen  herauszusuchen,  und  er  fand  bei 
den  unten  besprochenen  Querschnitten,  genau  die  gleichen 
heraus,  wie  ich  seihst.  Sterne,  die  in  den  Bildfleck  hinein- 
kamen, stSrten  nicht;  denn  ihre  Spuren  waren  zu  kurz  und 
fein.  Wir  waren  beide  sehr  dberrascht  Ober  die  nicht  er- 
wartete Sicherheit  in  der  Bestimmung  des  hellsten  Bildpunktes. 

Ich  habe  sechs  geeignete  (Querschnitte  genauer  unt(  rsiu-lit. 
Die  Azimute  und  Höhen  wurden  so  controlirt,  dass  ein  be- 
kannter Stern  im  Femrohr  des  Theodoliten  eingestellt  und 
damit  der  Meridian  am  Kreis  festgelegt  und  der  Indext'ehler 
gefunden  wurde.  Die  Abweichung  von  Yisirlinie  und  optischer 
Axe  des  Schnitt-Photometers  wurde  durch  Einstellung  auf  ein 
und  dasselbe  entfernte  terrestrische  Objekt  abgeleitet.  Aus  den 
abgelesenen  Azimuten  und  Höhen  und  der  notirten  Zeit  der 
Aufnahmen  wurden  die  Rectascensionen  und  Declinationen  be- 
stimmt. Die  Berechnung  geschah  nur  für  die  wichtigen  Mazi- 
ujahverte  streng,  während  die  underu  Tunkte  der  Schnitte  aus 
Herrn  Schwassmanns  Curventafel  graphisch  abgeleitet  wurden. 
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Es  &iideii  sich  die  folgenden  Punkte  auf  den  Plal^  ab- 

gebildet : 


1900  Februar  21; 

fi 

d 

h  IQ 

Punkt  1 

0  1^ 

+22.0* 

2 

8^ 

20.9 

8 

15.5 

19.6 

4 

31.9 

17.2 

5 

40.1 

16.1 

6 

48.2 

14.7 

7 

0  65.2 

12.8 

8 

1  \A 

13.1 

9 

16.0 

10.0 

10 

27.4 

6.9 

11 

44.8 

4.6 

Dieser  Schnitt  der  nahezu  parallel  mit  dem  Hori/.ojit 
durch  den  Lichtkof^fl  des  Zodiakalliehtes  gelegt  ist,  —  die  weiter 
au.ssenh'egrTulen  Punkte  sind  ixier  weggelassen,  —  ist  auf  der  Ab- 
bildung 2  mit  A  bezeichnet. 

Durch  Vergleich  der  gegenseitigen  Helligkeiten  der  Bild- 
punkte ergab  sich  sofort  der  Punkt 

0  =  0^»  48,2"       6  =  39' 

als  der  hellste  Funkt  des  Schnittes  durch  das  Zodiakallicht. 

1900  Februar  21 : 

a  6 

h  III 

Schnitt  B:  Punkt  1         1  11.1  +14.4« 

2            7.4  15.6 

8            8.1  16.9 

4        0  69.0  18.1 

6          53.6  19.6 

Der  hellste  Zodiakailichtpuukt  auf  diesem  ISchnitt  lag  in 

a=  Ih  9.7m       a=4-  14«  51'. 
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1900  Februar  21: 


Schnitt  G:  Punkt  1 

a 

0  58.0 

A 

-|-20.1'> 

2 

1  7.6 

18.8 

8 

16.0 

17.4 

4 

25.1 

16.6 

6 

34.7 

14.0 

6 

48.G 

12.3 

7 

5S.5 

10.3 

Maxiinum  in 

a  =  1''  25.1™ 

d  =  f  15<^  36'. 

1900  Februar  27: 

Schnitt  D:  Punkt  1 

a 

h  m 
1  65.t 

a 

H-  7,4« 

2 

46.7 

10.8 

8 

29.2 

18.5 

4 

Maximum  in 

17.8 

16.2 

a  =  1»»  27.7« 

<5  =  4-  14«  5'. 

1900  Februar  27: 

äciiuitt  E:  i^uukt  1 

a 

h  III 

1  19.2 

& 

+  16.2*» 

2 

34.G 

13.5 

8 

64.4 

10.8 

4 

Maximum  in 

2  8.6 

7,4 

a  « 1*  30.2« 

+  W  24'. 

1900  März  1: 

Schnitt  F:  Punkt  1 

a 
h  m 

0  14.9 

6 

-1-32.6« 

2 

1  28  5 

16.3 

8 

l  46.8 

13.5 

4 

2  0.3 

10.9 

Ö 

2  bO.2 

4-  6.4 

6 

4  82.7 

-  12.4 

Bt'i  diesem  Schnitt  war  das  Z<»di:ik;illicht  abnorm  schwach. 
Ueberhaupt  machte  es  den  Eindruck,  als  ol)  das  Licht  suc- 
cesstre  und  rapid  an  Intensität  Ton  Anfang  Februar  auf  An* 
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fan«^  März  abgenoinnien  hätte.  Doshalb  sind  hier  die  Bild- 
punkte  sehr  schw.ich  und  bereits  schwer  zu  schätzen.  Jeden- 
falls würde  das  Maximum  ebenfalls  nördlich  von  der  Ekliptik, 
vielleicht  in  der  Gegend  des  Sternes  105  Piscium  aneu- 
nehmen  sein. 


Fig.  2. 


Auf  Figur  2  sind  die  (>  Scluiitte  mit  den  Ihu-hstaben 
Ä — 7*'  bezeichnet.  I)i<'  l'iirilvtc  maximaler  Inti-iisität  sind  durch 
kleine  Kreuze  angedeutet.    Das  Maximum  von  bchnitt  A  ist 
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mit  1,  das  von  JF*  mit  6  bezeichnet.  Durch  1,  2,  3  ist  die 
Linie  der  Maximalintensitüt  für  den  21.  Februar  gezogen,  durch 
4  und  5  die  Linie  grösster  Intensität  am  27.  Februar. 

Bei  der  Betrachtung  der  Lage  der  einzelnen  Maxima 
springt  nun  sofort  in  die  Augen,  dass  die  heUste  Stelle  des 

Lichtes  keineswegs,  wie  erwartet,  auf  der  Ekliptik,  sondern 
nördlich  davoii  lag.  Der  Abstand  der  Linie  grösster  Intensität 
▼on  der  Ekliptik  beträgt  etwa  6°  in  der  betrachteten  Gegend. 

Dass  diese  Erscheinung  nicht  durch  die  Absorption  der 
Ertl:itTnosphäre  bedingt  sein  kann,  folgt  aus  der  steilen  Lage 
des  ZodiakaUichts  und  der  Betrachtung  der  fast  parallel  zum 
Horizont  durchgelegten  Schnitte. 

Soriel  ist  also  sicher,  die  Hauptmasse  der  Zodiakal- 

lichtniaterie  hat  in  diesem  Februar  von  uns  aus  ge- 
sehen nicht  in  der  Ekliptik,  sondern  diu  aber  gelegen, 
und  zwar  in  einem  beträchtlichen  Abstund  davon. 

Nehmen  wir  einmal  an,  dass  sich  die  Hauptmasse  der 
Zodiakalmaterie  um  die  £bene  des  Sonnen äquators  lagert.  Da 
der  Sonnenäquator  seinen  aufsteigenden  Knoten  in  ca.  74* 
Länge  liegen  hat,  so  stehen  wir  zur  Zeit  des  6.  December  in 
der  Bbene  des  Sonnenäquators,  während  zur  Zeit  des  6.  März 
die  nördliche  Hälfte  des  Sonnenäquators  uns  zugekehrt  ist. 

Wir  müssen  also  zur  Zeit  des  f).  Deceniher  das  Zodiakal- 
licht  längs  eiiifs  t^aössten  Kreises  sehen,  der  um  «lie  Neigung 
des  Sonnenäquators  also  um  ca.  7^  gegen  die  Ekliptik  auf- 
steigend geneigt  erscheint.  Die  Teile  des  Zodiakallichtes,  die 
wir  wegen  des  Horizontes  sehen  können,  sind  dann  relativ  weit 
von  uns  entfernt,  also  schwach.  Wir  müssen  daher  das  Zodiakal- 
licht  um  diese  Zeit  relativ  kuiz  sehen,  und  die  Linie  grdsster 
Intensitöt  des  Zodiakallichtes  muss  unter  einem  Winkel  von 
ca.  7"  gt'gen  die  Ekliptik  aufsteigend*)  geneigt  sein. 

Ganz  anders  zur  Zeit  des  6.  März.  Wir  sclien  dann  von 
Süden  auf  die  Flüche  der  Zodiakallicht-Linse,  und  die  gU  ich- 


')  Oeihiong  de«  Winkels  nach  Osten. 
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beleuchteten  Teilchen  stehen  für  uns  dann  viel  günstiger.  Es 
wird  zwar  wieder  nach  Sonnenuntergang  durch  den  Horizont 
viel  verdeckt,  aber  es  sind  uns  vi«  !  näherliegende  also  heller© 
Teilchen  sichtbar,  als  am  6.  Deceniber.  Die  Linie  grösster 
Intensität  mu88  dann  mehr  parallel  mit  der  Ekliptik  Terlaufen, 
und  der  uns  am  besten  sichtbare  Teil  muss  wegen  der  Lage 
des  Horizontes  zur  Zeit  der  Beobachtimg  in  absteigendem 
Sinne  gegen  die  Ekliptik  geneigt  sein. 

So  müssen  sich  die  Enscheinungcn  wolil  darbieten,  wenn 
die  Zodiakalscheibe  um  den  Sonuonüquator  gelagert  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  erlangten  Resultate.  Die  Maxinial- 
intensitat  in  einem  Schnitt  ist  sehr  sicher  zu  finden.  Kleine 
Fehler  können  nur  daher  kommen,  dass  die  IntervaUe  zu  gross 
genommen  werden,  und  solche  stecken  auch  noch  sicher  in 
diesen  ersten  Versuchen. 

Am  sichersten  sind  die  Mnximalintensi täten  der  Schnitt- 
Curven  A,  C,  J)  und  E:  2  düiite  i'inc  Spur  ver8ch()))en  sein, 
inmierliin  aber  sehr  wenig.  Dagegen  ist  i*'  unsicher  und  zwar 
besonders  auch  aus  dem  Grunde,  dass,  wie  bereits  bemerkt, 
das  Zodiakallicht  gegen  Anfang  März  vielleicht  aus  meteoro- 
logischen Gründen  rapid  an  Helligkeit  abnahm. 

Alle  geftindenen  Intensit&tsroaxima  liegen  nun  in  der  That 

nördlich  von  der  Ekliptik.  Jedenfalls  fällt  also  die  Zodiakal- 
liijtse  nicht  in  die  Ekliptik.  Die  Lage  der  Linie  grösstt  r  Iii- 
teiiMiat  ist  durch  die  drei  Schnitte  vom  21.  Februar  recht 
sicher  bestimmt  und  es  zeigt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass 
sie,  wie  von  der  Theorie  verlangt,  in  absteigendem  Sinne  gegen 
die  Ekliptik  geneigt  ist.  Dasselbe  gilt  von  den  zwei  Schnitten 
vom  27.  Februar.  Der  1.  März  gibt  keinen  Anhalt  und  ist 
Überhaupt  unsicher. 

Es  dürfte  also  gezeigt  sein,  dass  die  Zodiakal-Linse  jeden- 
falls nicht  in  der  Ekliptik  zu  suchen  ist.  Es  dürfte  femer 
bereits  durch  die  wenigen  Versuche  sehr  wahrscheinlich 
gemacht  sein,  dass  der  Zud iak ul ring  sich  um  die 
Ebene  des  Sonneuäc^uators  lagert. 
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Es  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Lagen  der  Linie  der  maxi- 
malen Intensität  tu  andern  Jahreszeiten  festzustellen.  Es  er- 
scheint uach  einigen  Andeutungen  nicht  unmciglich,  dass  auch 
zeitweise  mehrere  Intensitiitsiiiaxiaia  vorhAnden  sind.  Schliess- 
hch  wären  aus  der  Lage  und  Ausdehnung  der  Schiclit  gröaster 
Intensität  und  ihrem  Verlauf,  sowie  der  Verteilung  der  Intensi- 
täten auf  dem  Kegel  Schlüsse  Uber  die  geometrische  Form  der 
Erscheinung  zu  ziehen.  Diesen  und  ähnliclieil  Untersuchungen 
steht  mit  Hülfe  des  beschriebenen  Apparates  der  Weg  offen. 

Da  das  Scbnitt-Fhotometer  so  leicht  pbotographiscbe  Ein- 
drOcke  des  ZodiakaUichtee  verschaffte,  so  lag  der  Gedanke  nahe, 
dasselbe  auch  auf  den  Gegenschein  anzuwenden.  Leider  hatten 
wir  in  diesem  FrHhjahr  keine  besonders  klaren  NSehte  snr 
Verfügung  und  der  Gegenschein  war  rocht  schwach,  linnier- 
hiii  konnte  ich  jüngst  an  zwei  Abenden,  am  27.  und  28.  April, 
mehrere  Schnitte  durcli  den  Gegenschein  zielien. 

Sie  lassen  auf  den  ersten  Blick  die  Intensitätsznnnhme  in 
der  Gegend  des  Gegenscheines  erkennen,  und  zeigen  uuzwei- 
deutig,  dass  dieses  mehr  geahnte  als  gesehene  Licht 
thatsächlich  vorhanden  ist.  Der  Himmel  war  aber  zu 
schlecht  und  unrein,  als  dass  ich  aus  den  Schnittserien  den 
Punkt  maximaler  Intensität  oder  den  Mittelpunkt  des  Gegen- 
scheines  hätte  festlegen  kOnnen. 

"Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  ein  Punkt  im  hellen 
Fleck  in  der  Milchstrasse  im  Scutum  Sobiesii  bei  75  Secunden 
Belichtung  photographisch  nicht  ganz  so  hell  kam,  als  der 
Gegen ^fhein  bei  150  Secunden  Belichtung. 

Djes(  Untersuchungen  sollen  bei  passender  Gelegenheit 
weiter  geführt  werden.  Vorerst  genügt  es  gezeigt  zu  haben, 
dass  der  beschriebene  Apparat  auch  dem  Gegen.schein  näher- 
zutreten gestattet. 

Gr.  Astrophys.  Observ.,  Heidelberg  9.  Mai  1900. 
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üeber  den  sogenannten  zweiten  Mittel  wer  thsatz  für 
endliche  Summen  und  Integrale. 

Von  AHM  Pringskttlm. 

{MingtUtttfm  IS.  JmU.) 

Der  sogenannte  zweite  Mittelwerth. s atz  der  Integral- 
liechnung  exiütirt  in  zwei  verschiedenen  Formen: 

(I)  I 

%  .  («<f^6). 

(II)  ^f{x)  ■  r  (xydx-aa)  -jr  (^)  ■>ix+ A'Ojv  W  "'A 

ilie  «Tstt'  im  wesfiitliclit'ii  von  ().  lioiinet/)  die  zweite  von 
P.  Dil  Hois-Ueyniund"^)  herrüliicnd.  I)al>ei  wird  f (x)  in 
Gl.  (1)  tür  a<ix<^b  als  positiv  und  niemals  zunehmend, 
in  (11)  lediglich  als  monoton  (niemals  zu-  oder  niemals  ab- 
nehmend) yorausgesetzt  Trotzdem  nun  der  Satz  (T)  unter 
specielleren  Voraussetzungen  besteht,  als  der  Satz  (II),  so 
ist  er  doch  der  allgemeinere  von  beiden.  Denn  wahrend  es^ 

1)  Journal  de  Math.  T.  14  (1849),  p.  249.  —  H^oim  Acad.  Belg. 
T.  28  (1860),  p.  8.  —  B.  giebt  statt  GL  (I)  die  Ungleichtmgen: 

b 

wo  A,  B  das  Minimum  und  Maximum  von  J*f»(a;)*<f«  für 

bedeuten. 

2)  Journ.  f.  Math.  Od.  69  (1868),  p.  82. 
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ausser  in  dem  besonderen  Falle  f  (h)  =  0,  zunächst  unmöglich 

ist,  den  Satz  (I)  aus  (II)  lierzuleiten,  so  ergiebt  sich,  wenn 
auch /'(o;)  lediglich  als  monoton  voiiiusgesetzt  wird,  alk'uial 
die  Anwendbarkeit  des-  Satzes  (I)  auf  ±f(x)  -|-  C  (bei  passender 
Wahl  des  zweifei iuiiten  Vorzeichens  und  Limitirung  von  C), 
sodass  ein  noch  etwas  ull;remeiuerer  Satz,  als  (II)  resultirt. 
der  schliesslich  durch  Specialisining  von  C  auch  GL  (II)  liefert 
Mit  anderen  Worten:  Satas  (I)  ist  keineswegs  ein  specieller 
Fall  von  (II),  vielmehr  erscheint  (II)  als  ein  blosses  OoroIIar 
zu  (I).  Und  da  die  Gleichung  (I)  ftlr  mancherlei  Anwendungen 
die  bei  weitem  bequemere  ist,  so  findet  man  auch  in  den 
meisten  Lehrbüchern  zunSchst  die  Bonnet*sche  Form  (I)  ak 
den  eigentlichen  Hauptsatz  bewiesen  und  die  Du  Bois- 
Reymond'sche  Form  (H)  auf  dem  eben  angegebenen  Wege 
daraus  al)geleitet.^)  Sogar  Herr  C.  Neumann,  der  in  der  Vor- 
rede (p.  seines  Buches  über  Kugel-Functionen  (Leipzig  1 881 )') 
den  Bonnet'schen  Satz  sehr  kurz  als  einen  „specieUen  Fall* 
des  Du  ßois-Kejmond 'sehen  abthut,  um  dann  diesen  letzteren 
Ober  Gebühr  zu  preisen,  beweist  schliesslich  (p.  29  ff.)  doch 
vor  allem  den  Bonnet^schen  Satz  (I)  unter  der  falschen 
Bezeichnung  des  «Du  Bois-Reymond' sehen'  Mittelwerth- 
satzes*) und  gewinnt  daraus  den  Satz  (II)  als  «Allgemeinere 
Form  des  Du  Bois* sehen  Satzes*  —  eine  Bezeichnung,  die 
ebenfalls  nicht  correct  erscheint,  da  der  Satz  (II),  wie  bemerkt, 
den  Satz  (1)  zunächst  iiieht  lu  sicii  enthält. 

Nun  existirt  aber  in  der  That  eine  sohhe  allgemeinere 
Form  des  Satzes  (U),  die  mir  freilich  in  keiner  seiner  zahl- 


1}  Dabei  wird  dann  gewObnUcb  in  (II)  atatt  f{a),  f{b)  noch  spedell 
f{a  +  0),  f{h  —  0)  geschrieben. 

Der  volUtftndige  Titel  lautet:  Ueber  die  nach  Kreia-t  Kugel-  nnd 

(<ylinder-Functioneii  fortscbreitenden  Entwickelungen.  unter  durcfagäiigiger 
Anwendung  dea  Du  Boia-Reymond'achen  Mittelwerthaatzes. 

*)  Kbcnso  wenig  scheint  es  angemossen.  wpnn  Hojt  C.  Jordan  in 
seinem  Conrg  fl' Analyst  (T.  TT.  2'**"'*'  i'<l..  \<.  220)  den  Sat/  HTl  .schlechthin 
als  von  ßoiiiii  t  henülirend  be/.eickuet,  ohne  den  Numeu  Du  Bois- 
Rejuioiid's  überhaupt  zu  erwähnen. 
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reichen  Darstellungen  begegnet  ist.  die  aber  vun  Du  Bois- 
Keyuiond  zwar  nicht  bei  jener  oben  erwähnten  ersten  Fnrmu- 
lirung  oder  einer  späteren  Vervollständigung  des  betreffenden 
Beweises,')  sondern  bei  anderer  Gelegenheit  kurz  angegeben 
worden  ist.  In  einer  Besprechung  der  Thomae^schen  Schnft: 
«Einleitung  in  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale'  (Halle, 
1875)*)  bemerkt  er  n&mlieh  ausdrOcUich,  dass  man  in  (II)  statt 
f(a)  beaw.  f(b)  auch  jede  Zahl  <f(a  +  0)  beaw.  >f(b  -  0) 
(seil.,  wenn  f  (x)  als  niemals  abnehmend  vorausgesetzt  wird) 
substituireu  kann,  oline  dass  |  das  Intervall  a  *C,b  verliisst. 
Die  dafür  einzig  gegebene  Begründung:  ,das  Integral  links 
bleibt  dabei  unverändert*  -  x  lieint  mir  freilich  unzulänglich; 
denn  das  Integral  links  bleibt  ja  auch  unverändert,  wenn  man 
/'(a), /  (6)  durch  irgendwelche  ganz  beliebige  Zahlen  ersetzte 
Es  wäre  daher  zur  genaueren  Prüfung  jener  Bemerkung  eine 
nochmalige  Kevision  des  betreffenden  Beweises  erforderlich,') 
die  dann  in  der  That  ihre  Richtigkeit  ergiebt.  Man  gewinnt 
auf  diese  Weise  an  Stelle  des  Satzes  (II)  den  folgenden: 

jY-w     ^  A>f(a'^0)>f(h—0)>B, 

welcher  dann  in  der  That  nicht  nur  diesen  h-tzten  n,  sondern 
auch  den  Satz  (I)  ak  speciellen  Fall  enthält.*)  Hierbei 


>)  Joum.  f.  Math.  IM.  79  (1875).  p.  42.  Fusaiiote. 
2)  Zeit«chr.  f.  Math.  H.l.  20  (187Ö),  Hist.  lit.  Abth.,  p.  12«. 
^)  Man  kann  sieb  dabei  uiit  Vortheil  der  gerade  von  Herrn  Thoniae 
(a.  a.  O.  p.  18)  benfltsten  Methode  bedienen,  daaa  man  aetst: 

»  1* 
J*  f  («)  ■  ^  (o;)  •  d  dr  si  J  ^(«)  *  9>  («)  •  d  o;, 

wo:  a'<a<6<6'  nnd  «>(a?)aBO  ftir  ot^xK^a  und  ^^^KM*  wäb* 
mid  /'(x)  in  den  hinzngef&gten  InterTallen  bis  auf  die  Monotonie- Be- 
dmgnng  willkürlich  bleibt. 

^)  Vgl.  Du  Bois  Uc  \  tmoTuI,  Zur  Gescbicbte  der  trigonometriacben 
Reihen  (Tübingen,  [1880|).  p.  58. 

im  Sitcnncri».  d.  nAtlk-pbrfli  OL  U 


Digrtized  by  Google 


212 


Silzuny  der  malh,-phy».  Clause  vom  13,  Juni  1900. 


frappirt  nun  zunSclist  die  auflserordenUich  grosse  Willkttrlieh* 
keit  der  beiden  mit     B  bezeichneten  Zahlen,  und  es  gewinnt 

wohl  zunächst  den  Anschein,  als  ob  dieselbe  auf  einer  iufini- 
tesimaleii  Eigenschaft  des  bestimmten  Integrals  beruhe, 
nämlich  auf  dem  Umstände,  düss  die  zu  integrirende  Function 
für  dip  Stellen  einer  beliebigen  un ausgedehnten  Punktmenge 
ganz  willkürlich  gedacht  bezw.  abgeändert  werden  darf, 
ohne  dass  der  Integralwerth  selbst  eine  Veränderung  erleidet. 
Es  erschien  mir  nun  nicht  ohne  Interesse,  festzustellen,  dass 
die  Willkttriichkeit  in  der  Auswahl  jener  Zahlen  B  in 
Wahrheit  ganz  elementaren  arithmetischen  Ursprunges 
ist,  indem  nämlich  auch  fUr  gewöhnliche  endliche  Summen 
ein  Mittel  wer  thsatz  besteht,  der  genau  die  Bauart  der 
Formel  (IH)  besitzt  und  deren  eigentliche  Grundlage  bildet. 
Dieser,  aus  einer  einfachen  und  sehr  naheliegenden  Umfor- 
mung^ der  bekannten  Aberschen  Transformationsformel  (par- 
tiellen »Summation)  liervorgeiienJe  Mittel werthsatz  wird  in  5$  1 
der  folgenden  Mittheilung  zunächst  abgeleitet  und  des  nälu  rm 
discutirt.  In  §  2  gebe  ich  dann  einen  darauf  beruhenden  Be- 
weis der  Integral-Formel  (III),  der  mir  mehr  als  irgend  einer 
der  bisherigen  Beweise  die  äusserst  erreichbare  Allgemeinheit 
mit  genügender  Einfachheit  zu  yerbinden  scheint.  Zur  näheren 
BegrQndung  dieser  Ansicht  werden  dann  noch  in  §  3  einige 
historische  und  kritische  Bemerkungen  Über  jene  früheren 
Beweise  hinzugefügt. 


§  1.    Die  Abel'sche  Transformation  und  die  daraus 
resultirendeu  Mittelwerthsfttze  für  endliche  Summen. 

1.  Es  seien  m^,  v^,  (>'  =  1,  2, . .  .  n)  beliebig  vorgelegte 
Zahlen  und 

I 

Setzt  man  sodann: 
(2)  tJ,  f  ?\j-|-...  +  fv=  F,.  (v=-l,2,...ii). 
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so  ergiebt  äicli  mit  Hülfe  der  bubstiiution  von 

iu  01.(1)  die  bekannte  Abel 'sehe  Transibrmations-Gleicbuog : 

(3)  S-(«r  — tiH-l)*>^r+tti.r». 

Um  derselben  eine  etwas  allgemeinere,  für  die  weiteren 
Schlosse  zweckmässige  Gestalt  zu  geben,  bezeichne  ich  mit 
Uu-^i  zwei  vollkommen  willkürlieh  anzunehmende  Zahlen, 
mit      die  Null.    Alsdann  besteht  die  Identität: 

und  es  ergiebt  sich,  wenn  man  dieselbe  zu  Gleichung  (3)  addirt: 

N 

(A)  Sn  =  S«^  («r—  ttr+l)  •  V^+U^i  F„, 

0 

2.  Es  seien  jetzt  die  Zahlen  u^,  u,, . . . reell  und  so 
gegeben,  dass  sie  eine  monotone  (gleichgültig  ob  niemals 
zu-  oder  niemals  abnehmende)  Folge  bilden;  und  esmOgen 

sodann  Uq,  im  ül)rigoii  zwar  willkiirl  icli,  jedoch  so  an- 
genommen werden,  diuss  sie  sich  dieser  monotonen  Folge  an- 
schliesscn  (welcher  Bedingung  n.  n,  stets  genügt  wird,  wenn 
man  speciell  Uq—h^,  n^^i  =  u„  setzt).  Ferner  werde  allge- 
mein durch  die  Symbole: 

y=m-i-p  »SW+p  rs2m-\-p 

Max  (Or)  Min  (a,)  iö?  (aj 

rsm  r=M»  rsm 

das  Maximum,    das  Minimum,    ein  Mittelwerth 

aus  irgendwelchen  Zahlen  a«, ,  aM4.i «...  Ow+fr  bezeichnet. 

Alsdunu  ergeben  sich  im  Falle  u,  —  m^+i  0  aus  Gl.  ^^A) 
die  Ungleichungen: 


(B)  Ä 


>(l*^— t<„+i).Min  (Vr) 

y=t\ 
r=i« 

<  («0     ««+i)  •  Max  (  r,) 


+  «»+1  Vm 


14' 
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und  entsprechend  im  Falle  —  Ur^i  <  0  die  durch  Ver- 
tauschung (l<*r  Zeichen  ^  hieraus  hervorgehenden.  Man  rrhiilt 
daher  in  jedem  dieser  heiden  Fälle,  d.  h,  wenn  die  Ur  eine 
monotone  Folge  bilden,  den  folgenden  Mittelwertbsatz: 

(C)  =  K  -        •      (  V.)  +  «M-i 


yssn 


Da  3)^  (Fr)   einen   mittleren  Werth   aus   den  Zahlen 


^-0 


Tfl,  F,, .  .  .  /  „  bedeutet,  so  muss  es  entweder  mindestens 
ein  bestimmtes  m<»  geben,*)  sodass; 

(5)  m(V,)=V„; 

oder  es  tritt  in  der  Reihe  V^,  F,, .  . .  F,,  mindestens  bei  einem 
bestimmten  Index  m  (wo:  0  <»*<«)  der  Fall  ein: 

(6)  F«<i?(FJ<F,+,. 

Mau  kann  also  beide  Fälle  dahin  zusammenfassen,  dass: 

(7)  Vr)  =  1 +  t9  ( F«.+,  -  FJ ,  wo:  0  < *  <  1 , 

d.  b.  mit  Rttcksiclit  auf  die  Beziehung:  Fm+i  —  Vm—Vm^ii 

(8)  l>,)=.F~-^^^"+' 

•«ö  l  Fm+i  —  (1  —  ^) .  »«+1  . 

Durch  EinfQhrung  der  ÄusdrOcke  (6)  in  den  Miitelwerth* 
satz  {(.')  nimmt  dann  derselbe  noch  die  folgende  Fonu  an: 

>)  Wftre  ms«  d.  h.  «  der  erste  Index,  Ar  welchen; 

so  müsson    Vq,  Kj,  . . .  Vh-\   theils  unterhalb,  theils  oberhalb 
W  ( Kr)  liegen»  sodass  also  für  ein  m^n  —  1  eine  Ungleidiang  von  der 
Form  (G)  besteht. 
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(D)      Sn^U^(V^-i^'  V^i)  +         ((1  -^yV^l-^iVn-  F^O) 

WO  also  m  eine  bestimmte  (möglicherweise  auf  mehrfache  Art 
wählbare)  Zahl  aus  der  Reihe  0,  l,...(n —  1)  bedeutet  und 
0^^<1.  Piibei  ist  noch  anzumerken,  dass  für  die  beiden 
aussersten  Fälle  m  —  0  bezw.  m  =  n  —  1  die  Beziehungen  be- 
stehen; Vm=  Fi=  0  bezw.  F;—  F«+i  =  —  K« 0,  sodass 
man  also  den  in  diesen  Fällen  bei  der  zweiten  Schreibweise 

0  N 

auftretenden  Symbolen:  bezw.  £  v,  die  Bedeutung  Ton 

0  beizulegen  hat. 

3.  Sind  die  m,.  nicht  nur  monoton,  sondern  auch  gl  eich- 
bezeichnet, in  welchem  Falle  also  auch  die  numerischen 
Werth e  der  eine  monotone  Folge  bilden,  so  kann  man, 
falls  die  letzteren  niemals  zunehmen,  also:  >|u,.+ii, 
über  ttn+i  so  verftlgen,  dass  man  Um+i  ^  0  setzt;  während  man 
«0=0  annehmen  kann,  wenn  die  |ti,.|  niemals  abnehmen, 
also:  itir I ^ |t«r+i I*  Der  Mittelwerthsatz  (0)  liefert  also  in 
diesen  beiden  Fälen  die  folgenden  Beziehungen: 


(E) 


(1)  flb«vaK(r.)  (|t#.|>|«H..|). 

»ssO 

(2)  -       •  (F.-  ir(K,))  (I     1  g  I  u^i  1), 


die  sich  mit  HUlfe  von  (D)  auch  in  die  folgende  Form  setzen 
lassen: 


(P) 


(1)  Ä  —  uj^'  Vr       0  '  i^m+lj  (i       I  ^    Wr+l  i), 

(2)  14,+,  ^(1  -  {>)  v^i  -i-h  v.^  (I  I*.  I  5?  1  iM-i  ()• 

Hierzu  bemerke  ieli,  dnss  man  Gl.  (E,  1),  nicht  aber 
Gl.  (E,  2)  auch  unmittelbar,  d.  h.  ohne  den  AVtg  über  Gl.  (V) 
ZU  nehmen,  aus  der  Fundamental -Formel  (A)  herleiten  kann: 
man  bat  dabei  nur  zu  beachten,  dass  bei  gleichbezeichneten  Uy  und 
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I  «r  I  >  I  Uyj^x  I  die  Differensen  —  u^+i  mit  den  also  spedeU 
auch  mit  u,,^:  gleiches  Vorzeichen  haben. 

Andererseits  ist  aber  hervur/.uheben,  dass  Gi.  fE,  \),  trotz- 
dem sie  durch  Einfüliruug  einer  specielieren  Voniussetzuug 
über  die  und  durch  Specialisirung  der  willkürlichen 
Grosso  aus  Ql.  (C)  hervorging,  doch  genau  dieselbe 

Tragweite  besitzt,  wie  die  formal  allgemeinere  Gleichung 
(C),  d.  h.  dass  man  auch  umgekehrt  Ql.  (G)  ohne  weiteres  aus 
Gl.  (E,  1)  herleiten  kann.  Denn  angenommen,  es  stehe  von 
den  u,  nur  soviel  fest,  dass  tfy>«r+i  (v  =  0, 1, . . .  (»  —  1)), 
so  wähle  man  t«H4.i<i«Mt  im  übrigen  beliebig.  Alsdann  be- 
stehen die  Beziehungen: 

(9)  U^  —  Un+l'^U^l  —  «»+1  >  0    (v  «  0,  1,  .  .  .  («  —  1)), 

sodass  also  auch: 

I  »p—  Mn+l  I  >  I  Mr+I  —  ti,+i  , . 

Hat  man  dagegen :  <  Ur+\  (v  s  1, . , .  —  1))  und 
wird  sodann  Un+i^  Uu  angenommen,  so  ergiebt  sich: 

(10)  Up  —  Mn+i  <5  «H-J  ~  ^ 
und  daher  wiederum: 

Die  Tenne  (Ur  —  Hn+i)  genügen  somit,  wenn  nur  die 
überhaupt  monoton  sind,  alleraal  derselben  Bedingung,  wie  die 
im  Falle  der  Gleichung  (E,  1).   Wendet  man  also  diese 
letztere  auf  die  (»>  —  Uh^\)  an,  so  resultirt: 

I  FsO 

^'  ^'  V,  =  ujm\v,)  -h  t*,+i  f   -  i;^  k,)) 

in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (0). 

4.  Diese  Beziehungen  erleiden  eine  merkliche  Verschie- 
bung, wenn  man  statt  von  der  verallgemeinerten  Abel- 
scheu  Trausfonuatiüus-Forniel  (A)  von  deren  ursprünglicher 
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Form  (3)  ausgeht.  An  die  Stelle  des  Mittel wertbbatzes  (C) 
tritt  dana  oü'eobar  der  folgende: 

(C)       s^^u,  'iT'  ( Kj  -Yu^lvn-  'ir '  ( vS) . 

dem  luan  (durch  Auwendung  einer  der  llelatiou  (8)  auuiuguu 

Traiuformation  auf  SR  (^r))  aucli  die  folgende  Form  geben 

kauu: 

wo  jetzt  IM  eine  gewisse  Zahl  aus  der  lieihe  1,  2,  ...(»>  —  2) 
bedeutet.*) 

Werden  jetzt  wiederum  die  Uy  noch  dahin  eingeschränkt, 
daes  ausser  der  Monotonie  der  Hy  noch  die  Beziehung  |  \  >  |  \ 
vorausgesetzt  wird,  so  gelangt  man  von  der  Gl.  (3)  zu  dem 
bekannten  Aberschen  Lemma: 

rsl 

während  es  andererseits  schlechterdings  unmöglich  erscheint, 
diese  Relation  direkt*)  aus  der  unter  allgemeineren  Voraus- 
setzungen bestehenden  Formel  (CT)  zu  erschliessen.  Dagegen 
kann  man  umgekehrt  durch  Anwendung  der  Formel  (E  )  auf 


Kh  ist  das.  beilftufif;  bemerkt,  »liejenigc  Formel,  welche  Du 
Uoia-Rey  mond  (Freiburger  Autrittsprogramui,  p-  2)  sonderbarer  Weise 
al«  Folgerung  aus  dem  enteprechenden  Integraltatse  herleitet, 
wahrend  sie  doch  tnmiittelbar  aua  der  Abel*8chen  Transformation  reitdtirt 
und  gerade  die  Grundlage  jene»  Integraltatsea  bildet. 

D>  h.  ohne  die  Formel  (C)  durch  Hinsuftlgang  eines  weiteren 
Summanden  tr«+t,  rn+),  (wo  t^n-f  i  =  0,  mn+i  nur  der  Monotonie- Heding- 
ung  SU  genügen  hat)  ähnlich  wie  in  Nr.  1  und  2  in  die  folgende  ttber- 

1  =  1  \  v=l  / 

und  sodann  analog,  wie  beim  Uebergange  von  Formel  (C)  2U  (E)  zu 
verfahren. 
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die  Terrae  (m^ — «„),  welche  wiederum  stets  der  Bedingung 

I  ti,  —  M)i  !  ^  •  Wv-fi  —  u„  I  genügen,   am  Ii   wenn   von  den 
lediglich  die  Monotonie  vorausgesetzt  wird,  ohne  weiteres  die 
mit  Gl.  (U)  im  wesentlichen  gleich  werthige  Beziehung  erkalten: 

E»  besitzt  also  hier  die  unter  specielleren  Voraus- 
Setzungen  bestehende  Gleichung  (IT)  in  Wahrheit  einen  wei- 
teren Wirkungskreis,  als  die  unter  allgemeineren  Beding- 
ungen geltende  Formel  (C  ),  d.  h.  es  besteht  zwischen  den 
Formeln  (E  )  und  (C)  genau  dasselbe  Verhaltniss,  wie  zwischen 
dem  Bonne t'scheu  und  dem  Du  Boiü-lteyiuond  bihen  Satze 
(1)  und  (U). 


§  2.  Der  zweite  Mittelwerthsatz  für  bestimmte  lategrale. 

1.  Lehrsatz.  Ist  uu  Intei  valle  .r^<.r<X  die  Func- 
tion f{x)  cndUrh  lind  monoton^  ^^'W  und  fix)'q){x)  in- 
kgrabd,^)  so  hat  man: 

X  £  X 

WO  I  einen  gewissen,  der  Bedingung  X^K.^^X.  ge- 
nügenden Werth  besitzt,  während  Y  zwei  der  numa- 
Umm  Folge  der  /'(j;)-Werthe  bei  x=^x^  und  x^X  sich 
anschliessende,  im  ttbrigen  willkürliche  Zahlen  be- 
deuten, sodass  also  entweder: 

oder:  i/o  <  /  (^o  +  0)  < /* (X  —  0)  <  Y. 

ich  nenne  9> (x)  im  Intervalle  jrQ<«<X  integrabel,  wenn 

nicht  nur  ^<p(x)dXt  sondern  auch  ^ ff  {x)dx  für  Xo<{<CX  existirt. 

«0  «• 
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}it  /ii^'licli  clt^r  in  dio  Voraussetzung  aufgenommenen  lu- 
tegrabilitäU-Eigenschatteu  von  7-  ( r)  und  f  (r)  •  fp  bemerke 
ich  folgendes.  Die  Function  f{x)  ist  auf  Grund  der  voraus- 
gesetzten Endlichkeit  und  Monotonie  allemal  integrabel, 
auch  wenn  sie  im  übrigen  beliebig  viele  Unstetigkeiten  be- 
sitzt.^) Ist  dann  ^(x)  endlich  und  integrabel  oder  besttst 
^{x)  nur  solche  ünendlichkeitsstellen,*)  duas  nicht  nur 
(x\  sondern  auch  \q>(x)\  integrabel  ausfiUlt,  so  ist  jedes- 
mal f(x)'(f  {x)  eo  ipso  integrabel.*)  Dies  gilt  sogar  auch 
dann  noch,  wenn  die  als  integrabel  vorausgesetzte  Function 
(p  {x)  eine  endliche  Anz;  !  !  von  ünendlichkeitsstellen 
besitzt,  in  deren  Umgebung  die  a b s u  1  u t e  Integrabilitüt  nicht 
vorhanden  ist.*)  Nur  wenn  Punkte  der  letztgenannten  Art  in 
unbegrenzter  Anzahl  auftreten,  muss  ausser  der  integra- 
bilität  von  fpi^)  noch  dieienige  von  f(x)-^(x)  ausdrück- 
lich in  dieVoraussetzung  aufgenommen  werden.  Schliess- 
lich sei  noch  herrorgehoben,  dass  die  Aussage,  eine  Function 
q>(x)t  die  in  irgend  einem  Intervalle  unendlich  viele  ün- 
endlichkeits^-Stellen  besitzt,  sei  daselbst  integrabel,  alle- 
mal die  Voraussetzung  involvirt,  dass  jene  Stellen  eine  un aus- 
gedehnte Menge  bilden:  hiermit  ist  nämlich,  meines  Wissens, 
die  iiusserste  Grenze  bezeichnet,  bis  zu  welcher  der  Integral- 
Begrifi'  überhaupt  noch  definirbar  erscheint.*) 


S.  s.  B.  Dtni-Larotb,  p.888,  §  187,  6. 
•)  Also  z.  B.,  wie  -,     ,  ^     •  sin  ^  bei  ««0. 

3)  Dini-Lüroth.  p.  blü,  §  190,  6;  —  p.  419,  §  226. 

*)  Ebenda«,  p.  422.  227. 

*)  Herr  Dioi  (a.  a.  O.  p.  406,  §  217)  beschraokt  die  Detiuitiuu  auf 
den  Fall,  dan  die  Unendliehkeitntellen  eine  Mmge  erster  Gattung 
bUden  (welcbe  dann  eo  ipio  auch  un  ausgedehnt  ist  >.  z.B.  Dini- 
Lfiroth,  p.  25,  §  14)  imd  beweist  auch  die  QOltigkeit  des  Mittdwerth- 
sataes  fttr  diesen  Fisll:  Serie  di  Foarier  etc.  (Pisa,  1880),  p.  SS.  — 
Harnack  (Math.  Ann.  Bd.  21  [1883K  p.  826;  ausführlicher  Bd.  24  (1884), 
p.  220)  definirt  das  Integral  für  den  Fall,  dass  die  Unendlichkeitsstellen 
eine  beH»^T>if.'e  nnauspcdeh n ( c  {von  ihm  als  .rlisrret"  bezeichnete) 
Menge  auamacben  und  beweist  (au  der  zuerst  citirteo  Stelle)  ebenfalU 


Digrtized  by  Google 


220         SiUung  der  maUi.-jditf$.  Classe  vom  13,  Juni  lUOO. 


2.  Beweis  des  Lehrsatzes.    Man  theile  da^  Inieivall 
(jy,  A)  durch  Einschaltung  der  Punkte 
Theil-lntervalle,  sodass  also: 

(1)  /=j'/"(«).97(ap).<Ja?«S'X/'(a!)-9>(a?)<lÄr  {yroiXn^X) 

gesestzt  werden  kann.  Auf  jede^  dieser  Theii-integrale  weude 
mau  die  identische  Uiuformung  au: 

(2)  Sfi^)¥?^ydx^mySm^ 

und  zwar  mag  hier,  falls  etwa  fix)  a»  der  Stelle  ./„  unstetig 
sein  sollte,  unter  (.r)  der  (allemal  eindeutig  bestimmte)  Werth 
f{x,  —  0)  verstanden  werden:  die  Zahlen  fix,)  bilden  dann  für 
ysl, 2, ...n,  wegen  der  Monotonie  yon  f{x\  stets  eine 
monotone  Folge. 

Durch  Einführung  der  Uailormung  (2)  in  die  rechte  Seite 
von  Gl.  (1)  ergiebt  sich: 

(3)  J=J^^Bn 

wo: 


den  Mittel werthaats  in  dem  eutsprcchenden  UmfaDRe.  Doch  reidien  die 
Erörterungen  Harnack'»  nicht  au«,  am  die  Existenx  des  Integral«  in 

dem  Sinne  za  gewährleisten,  dass  gleichzeitig  mit  ^  qt{pc)-  dx  auch 

das  Integral  über  jcdcH  The il -Intervall  exisürt  (vgl.  Stolz,  Wiener 
Sitz.-Ber.  Bd.  107*  [18981,  p-  3 ;  Gmndsage  der  Diff.-  und  Integr.-Rechnnng» 
Bd.  XI  f,  p,  377).  Dies  ist,  wenn  die  ünendIidikeitB>8tellen  eine  Menge 
zweiter  Gattung  bilden,  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  ausser 

*p{x)  auch  1  (x)  im  Har nack'schen  Sinne  integrabel  ist  (vf^l.  Stolz, 
a. a.O.  und  Wiener  Sita.-Ber. Bd. 28' (1899),  p.  1236).  BMr  nicht  absolut 

intpjrraMp  7  (t)  tuusa  ea  daher  wolil  liüi  der  Dini'>ithon  VonuiSi^etztiTifr 
sein  iiewonden  halM  ii.  die  Un»'ti(ili(  hk<Mt?stf»lk'T)  hrx'bsteas  eine  Menge 
erster  (Jattung  LiM.n  (so  auch  bei  De  La  Val lee-Fousain,  Journ. 
de  Math.  (4),  T.  8  [Ib92j,  p.  453). 
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(5) 


1  «r-i 


Der  ganze  Beweis  des  fnigliclien  Satzes  besteht  nun  in  der 
Anwendung  der  Ab  ersehen  Transformation  bezw.  der  daraus 
resuUirenden  Mittelwerth-Belation  auf  Jj,  und  sodann  in  dem 
Nachweise,  daas  Rn  bei  hinlSngliclier  YergrOsserung  von  n 
beliebig  klein  wird. 

Setzt  man,  mit  Bezugnahme  auf  die  in  g  1  benutzten  Be- 
zeichnungen, für  ir  =B  1, 2, . . .  n: 

«r  ==  fr  (^) ,     = J  V'  W  *  dx ,  alsü  i  Vy  =iJ '  J  <f{x)  da;=^j  (p{x)  •  clx 

und  ausserdem:  UQ^^y^,  f(„+\  —  F,  so  nehmen  die  Ungleicli- 
ungen  (B),  welche  noch  die  Voraussetzung  f  (xj)  >  f  (x^\), 
also  /'(^ii)^^(-X)  erheischen,  die  folgende  Form  an: 


(«) 


>  (y^  —  Y)  •  Miu  J  97(d;V<^^ 

rsO  «t 


v=:f« 


<(yo-  r).MaxJ'7>(^).c/^ 


Dabei  hätte  man  r<  /'(;r„  —  0)  -  f(X  —  0)  und  ziinüi^list 
nur  /4>/(iC,  —  0)  anzunehmen:  dieser  letzteren  Bedingung 
wird  aber  (unabhängig  von  der  Wahl  des  o;,)  a  fortiori  ge- 
nOgt,  wenn  man  ff^^f {x^  +  0)  festsetzt. 


Zieht  man  jetzt  statt  der  n  Integrale  jff{x)äx(v==\^2i...n) 


X' 


alle  möglichen  Werthe  des  Integrals  J* 9  (x) •  dx  für  x^ <i x  < X 


Xu 


in  Betracht,  so  bestehen  offenbar  die  Beziehungen; 
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(7)  Min  jf}ix)-dx<  Min  J  rpixydx^  Max  ^<p{x)'dx> Max J  (pixydXt 

sodass  aus  den  Ungleichimgen  (6)  a  fortiori  die  folgenden 
sich  ergeben: 

>(yo—  ^*  Min S(p(J!)  dx^  ^ 


(8) 


•*«x  •*  I 


bei  denen  jetzt  der  Einfluss  von  n  auf  der  rechten  Seite  toU- 
standig  eliminirt  ereeheini.  Angenommen  nun,  man  könne 
durch  passende  Yergrüsserung  von  n  hei  jedem  e>0  er- 
zielen, dass: 

(>-' 


(9) 


|ll.|<c,  also  ü. 


so  ergieht  sich  durch  Addition  der  heiden  letzten  IJngleich- 
ungen  zu  den  entsprechenden  Ungleichungen  (8): 

>(!/,-¥)•  Min  J V  (.^ ) •  rfa!-e I  ^ 

h  1  .f  < 


(lU) 


<(yi— y)'Max  J9>(a:).ila;+e 


und  somit,  da  e  die  untere  Grenze  Null  besitzen  sollte: 


>(yo~  r)' Min  199(0;). 


Die  entsprechenden  Beziehungen  mit  Vertauschung  der 

Zeichen  ^  ergeben  sich  im  Falle  f  {x^^)  >  f  (X).  Mau  hat  also, 
sofern  nur  f(x)  für  x^KxKX  monoton  ist, 

(12)      J=^(jif^-Y)'  m  (i'r(^)dx)  f  Y'Sri^ydx 
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und  da  man  dem  betreifenden  Mittelwerthe  wegen  der 

Stetigkeit  von  Sq>{x)'dx  die  Form:  iip{xi'dx^iroix^<,^<,X 

«,  " 

geben  kann,  schliesslich,  wie  behauptet: 

(13)        J^«(y«— Jf-J^'C«)-«*« 

Es  handelt  sich  somit  einzig  und  allein  noch  um  den  Nach- 
weis der  Beziehung  (9).  Hierbei  werde  zunSchst  vorausgesetzt, 

dass  nicht  nur  9?  (x),  sondern  auch  |  7'  (x)  |  in  dem  fraglichen 
Intervalle  integrabel  sei.^)    Aus  Gl.  (5)  folgt  zunächst: 


(14)  \IUi^T,^S\m-fMi'\9(^)\'dx. 

1  *r-l 

Da  nun,  wegen  der  Monotonie  Ton  f  (x),  für  jedes  einzelne 
Integrations-InterTall  «^.1  <^a;<as^  (v  » 1, 2, . . .  n)  die  Bezieh« 
nng  besteht: 

(15)  m-f(x.)\^\f(x)-f(xr-- 0)\<  f(x.-fi-  0)-f(x.~  0)|. 
so  ergiebt  sich  weiter: 

(16)  i/^«.gi-^/^(a;.-I  +  0)-/'(^v  -  0)\'S\<p{^)\'d^' 

Wird  jetzt  /  >  0  beliebig  klein  vorgeschrieben,  so  kann 
man  die  Theil-lntervalle  (^Cy-i,  x,)  so  weit  verkleinem,')  dass: 

*)  Diese  Bedingung  ist  an  sich  schon  erfüllt,  wenn  die  als  in- 
tegrabel vorauflg:es*>tzte  Function  endlich  bleibt.  Im  übrigen  be- 
schränkt sie  lediglich  den  Charakter,  nicht  aber  die  Anzahl  der  etwa 
zulässigen  Unendlichkeitastellen. 

*)  Di«t  ist  ohne  weitere«  klar,  wenn  q>  {x)  durchweg  endlich  bleibt, 
folgt  aber  auch  ffOr  den  Fall  eines  absolut  integrablen,  unendlich- 
werdenden 9>  (x)  unmittelbar  aus  der  entsprechenden  Definition 

b 

eines  Integrales  von  der  Form  ^ {q>i^)\*dx. 
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«V 

(17)  X|9)(ar)|.iia;<«'      «  1,  2, . . . n). 
Alsdano  wird  aber: 

\Iin\<B'h'\f(Xr-l  +  0)-f(X,-0)\, 

und  da  die  Difiereuzeii  /  (./',  t -f"  —  fi^r  —  ^0  ^vegen  der 
voraus^psotzti^n  Monotonie  von  f{x)  sänimtlich  gleicbbe- 
zeichnet  (eventuell  audi  Null)  sind,  also: 

N  tl 

iJ'  I  /('S.-.  +  0)  -  /-(av  -  0)  I  =  I  &  {r(Xr-i  +  0)-fix.-0))  1 

(18)  |Ä.|<*'-|/-(*,+  0)-/-(X-0)l, 

sodass  also  in  der  That  \Bm\  —  unter  Voraussetzung  eines 
absolut  integrablen  q^{x)  — durcb  passende  TeigrQsserung 
von  n  beliebig  klein  gemacht  werden  kann.^) 

Es  möge  nun  zweitens  <p  (x)  auch  solche  Unendlichkeits- 
stellen a  besitzen,  das.s  /war  nicht  mehr  ff  (./)  ,  wuiil  aber 
<p{x)  und  f{x)'(p{x)  durcliweg  integrabel  bleiben.  ])a  die  a 
im  ilussersten  Falle  eine  unausgedehnte^)  Menge  bilden,  so 
besagt  die  obige  Integrabilitäts- Voraussetzung  folgendes:  Wird 
b"  >  0  beliebig  klein  vorgeschrieben,  so  lassen  sieh  die  Steilen 


^)  Man  kann  dieses  Resultat  atich  noch  in  anderer  Weise  erst  hlieasen. 
Da  /"(.'•)  monoton  ist  und  endlich  bleibt,  so  kann  es  nur  eine  end- 
li(  he  Anzahl  von  »Stellen  geben,  in  deren  Umgebung  die  Srhwaukung 
von  f(x)  eine  (beliebig  klein  vor/nachreibende)  positive  Z.üil  t'  erreicht 
oder  Übenteigt.  Bei  hinlänglicher  Verkleinerung  der  Tbeil-Intervalle 
wird  die  GMammtlftnge  der  Intervalle,  welche  jene  INmkte  enthalten 
eine  beliebig  Ideine  ZakX     und  sogleich  in  allen  flbrigen  Interranen: 

I  f  («r-l  H- 0)  -  n«r  -  0)  |< 

Man  findet  daher  aus  Ungl.  (16): 

X 

iJ?«|<«'.J|?»(«)hiiayH-Ä.|Aa'o  +  0)-/"(X-0)|. 
«s» 

^)  Vgl.  Qbrigens  p.  220,  Fuaanote. 
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a  in  eine  endliche  Anzahl  von  Intervallen:  d^^  d^.,  .  .  .  dp^ 
wo  etwa: 

(19)  ^«  =  ««^—««^-1    (x«8 1,2,...|>), 
einschliessen,  so  dass: 

S  X 

(20)  (a)        S<pix)'dx\<t\    (6)  Sf{xy<p{xydx\<t" 

(A  =  1.2,,..i»). 

Bezeichnet  man  sodann  mit  ip^  (^)  eine  Function,  die 
ausserhalb  der  Intervalle       mit  fibereinstinunt,  da- 

gegen für  ^M^-i  ^_x<Xm^  (x  =  1, 2, . .  .2))  ▼erschwindet,  so 
ISsst  sich  Uh  in  die  Form  setzen: 

(21)  S{A^)-K^r)\'ni^)'dx-\'h^S^  f(X^)'ip{x)dX, 

=  i4  +  ^p. 

Da  9'|(a7)  endlich  bleibt,  so  gilt  fttr  Bi^  das  zuvor  in 
Bezug  auf  M»  gefundene  Ergebniss  Ungl.  (18),  d.  h.  man  erhalt 
bei  passender  Vergrdsserung  von  n: 

(22)  I     I  < e' .  |/'(ar,+  0)  ^  /  (X  -  0) ). 
Ferner  hat  man: 

'wi  *MI 

(23)  S,  =      X/(x) .  (fix)  'dx-\-h'  f(x^J  ^S<p{x) .  dx. 

Die  erste  dieser  Summen  liegt  nach  UngL  (20'')  nume- 
risch unter  Auf  die  zweite  kann  man,  wegen  der  Mono- 
tonie von  f{scm^  für  1, 2, . . .  J9,  den  Mittelwerthsatz  (C) 
des  vorigen  Paragraphen  (p.  214)  anwenden.  Beachtet  man, 
dass  jede  der  in  Betracht  konunenden  Summen  und  folglich 
auch  jeder  aus  ihnen  gezogene  Mittel werth  nach  Ungl.  (20°) 
numeri^cli  unter  e"  liegt,  so  ergiebt  »ich: 

(24)  ih'llx^J'hi^^^^^ 
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und  diiher  fleUiesslich: 

(25)  |i4|<(i^'4-0-|A^o+0)--/(X--0)i+£''(i4.|/-(X-0)|). 

Damit  ist  «ber  der  ausgesprochene  Sats  jetzt  Tollstandig 
bewiesen. 

3.  Setzt  man  spcciell:  y,,-=  f {t^-^  ^\  Y=f(X-0),  so 
erhält  man  die  zumeist  übliche  Form  des  fraglichen  Satzes: 

(26)  Sfi^M^y^'^fi^o+^yS^i^)^^ 

Und  wenn  sodann  die  /'(a;)>We]rthe  nicbt  nur  monoton, 
sondern  auch  gleichbezeichnet  sind,  sodass  man  setzen  kann: 
r=  0,  falls  I  nx,  +  0)  I  >  !  nX  -  0)  1,  dagegen  y^^  0,  falls 
|/-(a:o+0)|<|/'(X-0)i,  so  folgt: 

(27)  !f{x)M^ydx^ax.^O)iqixydx  (/(a:o+0)|>|AX-0)|). 

(28)  ^axy.f{xydx=aX-oyl<iix}dx  (/(a;.+u;.<|/-(X-0)|). 

Will  man  lediglich  —  etwa  im  Rahmen  einer  Elementar- 
Vorlcsung  —  die  fOr  die  Anwendungen  wichtigsten  Formeln 
(26)  (27)  beweisen,  so  wird  man  am  einfachsten  im  Anschlüsse 
an  das  gewöhnliche  AbePsche  Lemma*)  und  unter  Einhaltung 
des  (natürlich  sich  entsprechend  vereinfachenden)  Beweisrer- 
fahrens  Ton  Nr.  2  zunächst  Gl.  (27)  und  hieraus  nach  der  in 

^)  In  der  bekanntoi,  aus  Gl.  (S)  d«  vorigen  Pangrapben  ottmittel> 
bar  hervorgdienden  Fonn: 

% .  i£n  ( X  5^  <    .  £i  ( F, ) . 

Kehrt  man  die  Reihenfolge  der  Glieder  uiu,  so  ergicbt  aicb  ent- 
•prediend: 

(wo:  F^,„  =     +  tJ^+i-|-...  +  <'J, 

eine  Begehung,  aus  der  daun  anuiog  ijll.  (28)  resultiren  würde. 
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der  Einleitung  angedeuteten  Methode  61.  (26)  ableiten.^)  Man 
gewinnt  dabei  gegenüber  den  sonst  üblichen  Beweisen  minier 
noch  deu  Vortheil,  dass  da«  Auftreten  von  Unendüchkeits- 
Stellcn,  welche  die  absolute  Tntegrabilität  von  7^  (r)  bestehen 
lassen,  sowie  dasjenige  unendlich  vieler  Zeichenwechsel 
bei  ip(x)  den  Haupttheü  des  Beweises  in  keiner  Weise  oomplicirt 


§  3.  Ueber  die  bialierigeii  Beweise  des  zweiten  Uifcfcel* 
werthsatses  der  Integralreehnung. 

1.  Bonnet  bezeichnet  seinen  Integralsatz  (Fussn.  1,  p.  209) 
als  eine  unmittelbare  Folge  des  Aberschen  Lemma^s,  ohne 
in  eine  genanere  Discussion  der  erforderlichen  Grenzflbergängc 

einzutreten.  Das  entsprechende  gilt  von  dem  sogenannten 
Hankel'schen  Bt'^veise  de^  Satzes  in  der  gewrdinlichen  Du 
Bois-Reymond'sthen  Fomi  (p.  209,  Gl.  U).^)  iiankel  be- 
weist in  Wahrheit  nur  nochmals  die  AheTsche  Transformation 
0 

für  ^"U^Vy  und  leitet  daraus  diejenige  Summen -Uelation  ab, 
f» 

welche  der  Mittelwerth-Formel  (C)  des  g  1  bei  ümkehrnng  der 
Qliederfolge  entspricht.  Im  übrigen  begnOgt  er  sich  mit  dem 
Hinweise,  dass  daraus  durch  einen  passenden  Grenzfibergang 
die  fragliche  Integralformel  hervorgehe. 

Innnerhin  lehren  diese  Beweis-Andeutungen  so  viel,  dass 
der  eit(entliche  Kern  des  fraglichen  Satzes  in  der  Abel'schen 
Transturmation  bV'trt,  und  zwar  gleichgültig,  ol)  man  auf  den 
Beweis  der  Bonnefschen  (I),  der  gewöhnlichen  (II)  oder 
der  verallgemeinerten  (III)  Du  Bois-Reymond'schen  Form 
ausgeht:  gelingt  es  nur,  die  Abel^sche  Transformation  in  an- 

Die  directe  Ableitung  von  61.  (26)  scheint  mir  aus  dem  Grunde 
nnvortheilhaft,  weil  man  alsdann  die  zur  Abschätzung  von  Integralen 
mit  der  oheron  Orenze  oo  besonders  nützliche  Formel  (27)  überhiiu]>t 
nicht  erhält.  (So  z.  B.  bei  Thomae.  a.  a.  0.  p.  18;  Stolz,  Gruiid- 
»üge  der  Diff.-  und  Int.-R  .  Bd.  I,  p.  420). 

^)  Zeitschr.  f.  Math.  Bd.  U  (lb(i9),  p.  436. 
1»00.  Bitznngsb.  d.  UAtb.-pbys.  GL  15 
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X 

gemessener  Weise  auf  das  Integral  S  fi^)'<p  (x)  *  dx  anzu- 

wenden,  so  hftngi  die  besondere  Form  des  Endresultates 

lediglich  davon  ab,  ob  man  (je  nachdem  f(x)  als  monoton 
und  ^leiclibezeiclinet  oder  nur  als  monoton  vorausgesetzt 
wird)  für  den  Endscliluss  das  gewöhnliche  AbeTsche  Leninia 
(Fi'),  die  Mittelwerth-Kelation  (C  )  oder  deren  verallgemeinerte 
Form  (C)  des  §  1  (bezw.  die  diesen  üleichungen  zu  Grunde 
liegenden  TT n  rrleichu n gen)  benützt.  Was  nun  aber  die  Mög- 
lichkeit betriülb,  jenes  Integral  mit  Hülfe  der  AbeTschen  Trans«- 
fbmation  umzugestalten,  so  ergeben  sich  hier  zwei  yerschiedene 
Wege. 

2.  Am  nächsten  liegt  es  offenbar,  die  Umgestaltung  des 

Integrals  in  eine  Summe  von  der  Form         tv  dadurch  zu 

1 

ermöglichen,  dass  man  auf  dessen  Definition  als  Grenz- 
werth einer  solchen  Summe  zurückgeht: 

X  n 

(1)       Ji^S  f{x)-q>{x)'dx^  lim  S»*  f  {Xr)  -  (^(Xp)  •  d„). 

Der  erste  Beweis  dieser  Art  —  und  zwar  für  die  Satz- 
form (II)  —  ist  wohl  derjenige  des  Herrn  Thomae  (1875),*) 
etwas  fibersichtlicher  (Satzform  (I))  der  des  Herrn  Dini  (1878).*) 
ünyollstöndig  scheint  mir  ein  eben&lls  hierher  gehöriger  Be- 
weis Ton  Kronecker  (1885),')  der  auch  in  die  von  Herrn 
Netto  herausgegebenen  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  In- 
tegrale übergegangen  ist,*)  während  andererseits  der  von  Kron- 

A  a.  0.  p.  1& 
*)  Dinl-LflTOth,  p.  867,  §  204. 

^  Hathens,  T.  6,  p.  100.  Ea  fehlt  die  ErOrtenmg  der  Bedehong 
»wischen  den  dort  mit  m,  M  und  Wo,      bezeichneten  Zahlen. 

*)  A.  a.  0.  p.  69.  Die  in  der  vorigen  Fussnote  mit  mi,  M  und  Wq,  Mq 
bezeichneten  Zahlenpaare  find  hier  beide  mit  Mq,  M  bezeichnet.  Dabei 
bedeuten  Jä^M  einmal  eine  untere  und  obere  Schranke  für 

H 

ij*"  T  i^') '      (x  ~  1, 2, . . .  n) , 
1 
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eck  er  bei  dieser  Gelegenheit  ausgesprochene  Zweifel«  ob  das 

Integral  allemal  eine  stetige  Function  seiner  oberen  Grenze 
sei,  schwerlich  von  vielen  Mathematikern  gctbeilt  werden  dürfte. 
Die  bei  dem  K  l  onecker'schen  Beweise  nach  meinem  Diifür- 
halten  Ijesteiieude  Lücke  ist  wohl  am  zweckmässi^ten  in  dem 
von  Herrn  Hölder^)  gegebenen  Beweise  ausgettUitt  weniger 
scharf  bei  G.  Jordan.*) 

Im  übrigen  scheint  mir  diese  ganze  Beweis-Metbode  bei 
Tollkommen  strenger  Durcbflibrung  eine  gewisse  Schwer- 
fölligkeit  und  TJntlbersicbtlichkeit  mit  sich  zu  bringen,  die  ge* 
rade  aus  dem  Zurflckgreifen  auf  die  Summen-Definition 

entspringt.  Auch  bezieht  sie  sich  ausschliesslich  auf  den  Fall 
eines  endlich  bleibenden  fp(x):  da-  Auftreten  eines  einzi<(en 
Unendlichkeitspunktes  einfachster  Art  erfordert  wieder  eine 
besondere  Betrachtung. 

3.  Aus  diesen  Gründen  halte  ich  die  zweite  Methode,  die 
sich  zur  Ausführung  der  iraglicben  Transformation  des  In- 
tegrals darbietet,  für  yortbeilbafter.  Sie  besteht  dorm,  das 
Integral  in  eme  Summe  von  Theil-Integralen: 

ZU  zerlegen,  diese  letzteren  auf  die  Form  zu  bxiugen: 

I4y  X9?(a;)iia?, 

oder  zum  mindesten  auf  die  folgende: 

^  "1 

Upfqj{x)'dx-^r^  (wo:  S»"  >v  mit  ^  g^'g^^ii  Null  convergirt), 

das  andere  Hai  Minimom  und  Maximwin  von 

jq>(x)-dx  für  a^^x'<X. 

1)  Gutt.  Anzeigen,  1894,  p.  620. 
^  Ccwiw  d'Analysc,  T.  II,  p.  2SS. 
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und  sodann  auf      Ur  *  J  ^  (x)  •  da?  wiederum  die  Ab eP  sehe 

Transformation  anzuwenden. 

Diese  Methode  liegt  in  Wahrheit  dem  sehr  unübersicht- 
lichen') Beweise  von  Du  Bois-Keymond*)  zu  Grunde:  nur 
erscheint  bie,  da  die  betreffende  Umi'orniung  nicht  mit  Hülfe 
einer  allgemeinen  Formel,  sondern  schrittweise  vollzogen  wird, 
und  in  Folge  einer  ganz  besonders  unglücklicii  gewühlten  Be- 
zeichnungsweise bis  zur  Unkenntlichkeit  verdunkelt. 

In  ihrer  einfachsten  Gestalt  findet  man  sie  bei  dem  Beweise 
des  Herrn  G.  F.  Meyer.  Auf  Grund  der  dort  eingeführten 
beRcliriiiikenden  Voraussetzung,  dass  ff{x)  nur  an  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Stellen  a;,,  x^,  .  .  .Xn-\  das  Vorzeichen 
wechseln  solle,  ergiebt  sich  durch  Anwendung  des  ersten 

Mittel  Werthsatzes  auf  X/(^)-^(a;)'<i«   (v  =  l,2,...n;  Xu  =  X)'. 

«r-l 

(2)  «=  S*'  Wi.  •  J  9^  («)  *  ^^«» 

wo  einen  (unbekannten)  Mittelwertb  von  f  (x)  für  o^^i  ^x<ixr 
bezeichnet.  Da  die  (i*  =s  1, 2, . . .  n)  gleichzeitig  mit  f{x) 
monoton  sind,  so  folgt  dann  alles  weitere  unmittelbar  durch 

Anwendung  der  AbePschen  Transforniatiau. 

Der  Beweis  des  Herrn  Neumann')  beruht  auf  einer  Zer- 
legung von  folgender  Form: 

(3)  J  =  ii'  Ur'S^^  (^)  •         +  i-i*"  J  U  i^)  Ur)'<P  (x)  •  dx 

s= -|-  Eni 


1)  , Mühsam,  aber  lehrreich"  sagt  Kroneckcp:Vorl.aberTntegr.  p.GO. 

2)  S.  p.  209,  Fussn.  2. 

3)  Math.  Ann.  Bd.  6  (1873),  p.  816. 
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wo  ii„  das  ariLliitiotische  Mittel  von  f(x)  für  Xy-\  <.  x  < 
bedeutet.    Auf  J„  wird  djinii   wicdor  die  Abersclio  Trans- 
formation angeweudetf  andererseits  aber,  um  aus  der  Beziebuug: 

(4)  \B^\<hrm'-u.\'\fp(x)\*dx 

•das  Verschwinden  tob  Km      zu  erschliessen,  die  beschränkende 

M=:a5 

Voraussetzung  der  abtbeilungsweisen  Stetigkeit  von  f(x) 
eingeführt.  In  Folge  dieser  letzteren  Bedingung  ergiebt  sich 
offenbar  bei  passender  Wahl  der  Xp  und  hinlänglicher  Ver- 
kleinerung Yon  Xp  —  Xp-iz 

(5)  i  iJ;  I  <  £  •  S»^  J I  93  (^)  I  •  t^a;  =  c  •  J*  I  9?  (jtr)  I  •  (ia;. 

Die  beim  Mey e r'sclieu  Beweise  angeführte  Beschränkung 
bezüglich  der  Zeicli eil  w echsel  von  ff'{x)  kann  durch  ein  von 
Du  Bois-Ueymond')  angegebenes  Verfahren  nachträglich 
wieder  beseitigt  werden.  Auch  der  Neumann'sche  Beweis 
lässt  sich  dahin  ergänzen,  dass  die  in  Bezug  auf  f  (x)  einge* 
führte  Stetigkeits-Bedingung  unnötbig  erscheint.*) 

Da  der  im  Torigen  Paragraphen  von  mir  angegebene  Be> 
weis,  der  ja  ebenfalls  dem  hier  charakterisirten  Typus  ange- 
hört,^) ohne  irgendwelche  nachträgliche  Correetur  zu  erfordern, 
den  frafjUchen  Satz  sofort  in  der  allgenieinäten  Form  und 
unter  den  denkbar  allgemeinsten  Vorausbet/ungen 
liefert,  so  dürfte  er  vielleicht  immerhin  einige  Beachtung  ver- 
dienen. 

Journ.  f.  Math.  Bd.  79  (1876),  p.  42,  Fussnote.  Weniger  allgemem 
bei  Stül/.,  Grundzüge  I,  p.  422. 
*}  Vgl.  FiMsnote  1,  p.  234. 

^  üm  Miaaveratftndnisse  asa  venueiden,  bemerke  ich,  dau  die  Form, 
unter  welcher  ich  hier  den  Meyer* sehen  und  Neumann* sehen  Beweis 
dargestellt  habe  und  welche  ja  mit  deijenigen  meines  Beweises  ausser- 
ordentliche Aehnlichkeit  besitzt,  keineswegs  deren  Originalform  ist,  viel» 
mehr  von  mir  nur  gewühlt  wurde,  um  den  eigentlichen  Kern  und  das 
gemein  s am e  aller  dieser  Beweise  möglichst  scharf  hervortreten  zu  lassen. 
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4.  Von  ]ie weisen  des  fraglichen  Satzes,  die  nicht  auf  der 
AbeTschen  Transtormation  beruhen,  smd  mir  nur  zwei  be- 
kannt geworden:  der  von  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen 
schon  vor  der  Du  Bois-Keymond'schen  Publiciition  gegebene 
und  ein  anderer,  der  von  Herrn  Netto  herrührt.  Der  erstere*) 
basirt  auf  der  partiellen  Integration  und  erfordert  dem- 
gemäss  die  Existenz  einer  integrablen  Derivirten  f 
besitzt  also  erheblich  geringere  Tragweite«  als  irgend  einer  der 
bisher  betrachteten  Beweise  und  macht  insbesondere  die  all- 
gemeine Anwendbarkeit  des  Satzes  auf  den  Conrergenz-Beweis 
der  Fourier'schen  Reihe  illusorisch.  Im  Übrigen  beruht  dieser 
Beweis  im  Grunde  "genommen  auf  einem  Umwege,  durcli 
dessen  Benützung  er  gerade  seine  Allgemeinheit  verliert.  Denn 
die  partielle  Integration  in  ihrer  Anwendung  auf  be- 
stimmte Integrale  ist  schliesslich  auch  nur  eine,  gewisse 
specielle  Voraussetzungen  erheischende  Folgerung  aus  der 
partiellen  Summation.*)  Es  wird  also  der  Mittel werthsatz 
bei  dem  fraglichen  Beweise  statt  aus  der  AbeTschen  Trans- 
formation selbst,  aus  einer  unter  speciellen  Bedingungen  be* 
stehenden  Folgerung  derselben  hergeleitet 

Der  Netto 'sehe  Beweis')  sucht  die  Bonn  et 'sehe  Form 
des  Satzes  durch  vollständige  Induction  zu  begründen. 
Bedeuten  wiederum  r,,  Xg,  iCg, .  .  .  die  einzigen  Stellen,  hct 
welchen  <p  {x)  einen  Zeichen  wec  Ii  sei  erleulet,  so  gilt  der 
Satz  zunächst,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  für  das  Intervall 
Xf^<C,x<.Xy  Sodunn  wird  gezeigt,  dass  seine  Gültigkeit  stets 
über  eine  Stelle  x'  hinausreicht,  sofeni  sie  nur  bis  af  fest- 
steht. Dabei  wird  aber  offenbar  stillschweigend  Torausgesetzt, 
daas  überhaupt  eine  Steile  x^^  d,  h.  eine  erste  Stelle  existire, 
bei  welcher  ein  Zeichenwechsel  stattfindet.  Hit  anderen  Worten, 
der  Beweis  wird  hinfällig,  wenn  9>  {x)  in  der  Nachbarschaft 


1)  Man  findi'l   ihn  ait^h  bei  T>ti  Bois-Rey mond,  Joum.  f,  Math. 
Bd.  69,  p.  82;  ilt  sfrl.  K  r  n  in- r  k  r  r ,  Vdrlesunpfen  p.  67. 

Vgl.  Jlelm,  Zrit-rlir.  f.  Math.  22  (1877),  p.  401. 
•)  Zeitschr.  f.  Math.  40  (I89öj,  p.  180. 
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von  j:^  4"  unendlich  viele  Zeichenwech«el  besitzt.  Ferner: 
aiiLrenoninien  es  erstrecke  sich  die  Gültigkeit  des  Satzes,  die 
in -jirünglicli  bis  x  festgestanden  haben  mai^,  ouumehr  bis  x'\ 
von  da  bis  x'"  u.  s.  f.,  so  ist  es  sehr  wohl  denkbar,  dass  die 
Folge  x\  x\  . . ,  x^"* , . .  gegen  einen  Grenz  werth  X'<  X  con- ' 
▼ergire.  Und,  wenn  auch  diese  Complicfttion  überwunden  ist, 
so  gilt  schliesslich,  ini  Gegensatz  su  der  von  Herrn  Netto 
am  Schlüsse  gemachten  Behauptung,  dass  über  die  Anzahl 
der  Stellen  jp,  keine  beschränkende  Voraussetzung  erforderlich 
sex,  der  betreffende  Beweis  überhaupt  nur,  wenn  die  eine 
monoton  zunehmende  Folge  mit  einer  einzigen  Grenzstelle 
bilden.  Für  diesen  Fall  kommt  man  aber  so  sehr  riel  einfacher 
mit  dem  Meyer'schen  Beweise  zum  Ziele,  dass  die  Vorzüge 
der  äusserst  mühsamen  Netto'schen  Schlussweise  nicht  recht 
einleuchtend  erscheinen. 


Drnckfehler'Beriohtigiuig. 

Indem  AxifKut/.«-:  JJoher  die  Con  vergens  unendlicher  Ketten* 
brücbe%  $itz.-Ber.  Bd.  28  (1898)  mns» 

p.  81S,  ZeUe  3,  Formel  (34) 

,     Fussnote,  Zeile  4 
p.  817,  Zeüe  1,  Formel  (64) 

.  4    .  m 


durchweg  heiasen: 


\K\-\%\  »tott:  |aj~|6,|. 
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üeber  den  sogenannten  Bemidefiniten  Fall  in  der 
Theorie  der  Haxima  und  Minima. 

Von  Arilmr  Kon. 
{mntOmiß»  IS.  Jtmf.) 

Die  E&tscheiduDg,  ob  eine  Funktion 

fipn  ^Pj  •  •  •  fl^») 

von  n  unnbliängigen  Variabeln  x^yX^.,,Xn  an  einer  Stelle: 
1)  Xt^Ui,   i  =  1, 2  . . .  n, 

welche  den  Gleichungen: 


2) 


9  X',- 


^  0,  t  SB  1, 2 . . .  f» 


entspricht,  ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum  besitzt,  hat 
nur  in  dem  singulären  Falle  eine  gewisse  Schwierigkeit,  falls 
die  2.  Variation  an  der  betreffenden  Stelle: 


3) 

in  der: 
4) 


9x^ 


semidefinit  ist,  d.  L  falls  die  Gleichung 

fn —  Q    fii  f\n 

f%l  fii       Q  •  '  •  f'in 


5) 


f, 


Ml 


/n2 


fmn  Q 


=  0 
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r  von  null  versc  hii  ticne  VVunseln  gleichen  Vorzeichens  ßf-ßr 
und  n  —  r  Wurzeln; 

6)  ^r+l  =  ßr+S  =  =  Qm-l  =  ß»  =  0    (0  <  r  <  n  —  1) 

besitzt.  Dieser  singulare  Fall,  in  dem  die  Untersuchung  der 
2.  Varifttion  zur  Enisoluidung  nicht  mehr  ausreicht,  ist  zum 
ersten  Maie  in  strenger  Weise  für  den  Fall  zweier  imab- 
hangiger  Variabein  von  L.  Scheeffer  O^Iath.  Ann.  Bd.  35), 
für  den  allgemeinen  Fall  von  n  unabhiingigen  Variabein  von 
A.  Mayer  (Bmchte  der  k.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1892),  0.  Stolz 
(Berichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  99, 100, 102),  y.  Dan  tscher 
(Math.  Ann.  Bd.  51)  behandelt  worden.  Ohne  mich  auf  diese 
Arbeiten  zu  stützen,  will  ich  im  folgenden  einen  einfachen 
Weg  angeben,  um  in  dem  genannten  singnlSren  Falle  zu  den 
nächsten  Kriterien  des  Muxiinums  resp.  Minimums  zu  gelungen. 

§  1. 

Wir  wollen  die  ursprüngliche  Definition  des  Maximums 
resp.  Minimums  zu  gründe  legen: 

Eine  Funktion  von  n  unabhängigen  Variabein  x^x^  . . .  x^ : 

f  (j^v     *  •  * 

hat  an  der  Stelle: 

Xi^Gii   is=l,  2...f» 

ein  Maximum  oder  Minimum,  falls  eine  positive,  im  übrigen 
beliebig  kleine  Urösse  c  existiert,  so,  dass  die  Differenz 

7)  dfz^f(a^  +  ^ af„  a,  +  da?,, . . .  a„  +  dx»)  —  /*(«„  o, . .  a») 

für  beliebige  dx^  dx^ . . .  öx,,^  die  den  Ungleichungen  ent- 
sprechen : 

8)  —  «  <:  dxi  <  4-  «,  i  =s=  1, 2 . . » 

ein  festes  /eichen  hat,  und  zwar  wird  ein  Maxiamin  vorhanden 
äein,  ialh  stets 

(5/<0, 

ein  Minimum,  falls  stet« 

dl>i) 
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ist.  Wir  wollen  dabei  von  der  Funktion  f  stets  Toraussetzen, 
dass  in  den  Intervallen  8)  f  mit  allen  seinen  Ableitungen  ein- 
deutig und  stetig  und  der  Taylor'sclien  Entwickelung  fabig 
sei,  so  dass: 

9)  ^/•=dV+^V+<5V  +  ^V-i-..-. 

wenn  wir  mit 

^v,  ^*/; 

resp.  die  1.  2.  3.  4. . . .  Variation  von  f  bezeicbnen. 

|2. 

Wir  betrachten  den  Fall,  dass  an  einer  Stelle: 
Xi  =  a,,   i  =  1,  2  . .  »f 
welche  den  Gleichungen: 

^  =  0,  »  =  1,2..« 

entspricht,  die  2.  Yariatiua  semidetiuit  ist,  und  untersuchen  zu- 
nächst 2  Speciailolle: 

1.  Specialfall.   Es  ist  identisch: 

tliiiiii  ist  bekanntlich  iur  ein  Maximum  oder  Minimum  erforder- 
derlich,  dass  identisch: 

und  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  vorhanden  sein,  falls 
^  f  stets  positiv,  ein  Minimum,  falls  f  stets  negativ  ist;  für 
die  2.  Singularität,  dass     f  zwar  ein  festes  Zeichen  hat,  aber 

auch  für  nicht  gleichzeitig  verschwindende  ^ic,  Sj:^  .  .  .  dx» 
gleich  null  werden  kann,  ist  zui  l^ntücheidung  eine  weitere 
Untersii  Illing  notwendig,  während  für  den  Fall,  dass  <5*/  be- 
liebig positiv  oder  negativ  gemacht  werden  kann,  sicher  kein 
Maximum  oder  Minimum  vorhanden  ist. 
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2.  Specialfall.   Die  2.  Variation  ist  von  der  Form: 

10)  ^'f^ihe.d^,^)  (l<:r5»-l), 
so  dass: 

XI)  «/'=ii>e»^a?  +  ^VH-<JV+...  . 

Nennen  wir  e,  den  absolut  grössten  Wert  von 

den  absolut  grössten  Wert  von 

dXr^lj  dXrJ^  . .  .  dXn, 

SO  werden  offenbar  die  beiden  Fälle: 

I.    f,  <  «, 

und  n.  ^ 

alle  mögliclien  Falle  umfiassen. 

In  dem  Falle  I.  muss  d  f  das  Zeichen  der  qm  babeu,  so 
dass  wir  das  Zeichen  von  df  nur  noch  für  den  Fall 

12)  «,^f,<« 

zu  untersuchen  haben.    Wir  schreiben  hierzu  die  Gleichung 

11)  in  der  Form; 

13) 


1 


aar* 


4-  Gheder  8.  und  höherer  Ordnung,  welche 
d .r,  dx^ , . .  Sxr  Yon  wenigstens  zweiter 
Ordnung  enthalten, 


Die       sind  hier  von  null  verschiedene  Kueflicienten  gleichen 
Vorzeichens. 

*)  Wir  sammeln  m  der  3.  Zeile  die  Glieder  nullter  Ordnung  in 
bemg  auf  dx^      . .  dxr . 

')  Wir  eammeln  in  der  8.  Zeile  die  in  besag  auf  dXxÜiB^ . ,  dXf 
linearen  Glieds. 


Digitized  by  Google 


oder: 


H) 


A.  Korn:  Ucber  dtn  togenamUen  tanid^nUtH  FaU  tte.  239 


3f 


1 


WO  wir  von  den  in  dem  Ausdruck  JE  zusaramengefassten  Gliedern 
aussagen  künnen,  dass: 

wenn  wir  unU  r  a  eine  eiuUiclie  Konstante  verstehen.^)  Wir 
können  nun  14)  folgendermassen  schreiben: 


16) 


'V= 


a**(i+£)+ 


4 

■  ff. 

1 

1  J' 


Die  Gleichung  16)  zeigt,  dass 

ein  festes  Zeiclu  n  und  zwar  das  Zeichen  der  Qk 
jedenfalls  dann  hat,  wenn  der  Ausdruck: 


17) 


1 


1L\ 


*)  Es  ist  nemlieh: 

Jf  =3  Glieder  der  4.  Zeile  in  13) 
r 


abs.  E^t% 


1 

r 


X  endl.  Gonst, 


und  der  Bruch,  rechts  hat  ein  endliches  Maximum. 
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Sitzung  der  math.-phys.  Ciasse  tom  13.  Juni  1900. 


(wir  wollen  die  Snbstiiutioii 

18)  dx^  =  dx^  =  . . .  =  dXf  =  0 

durch  EinflchlieBsung  in  ausdrucken),  das  Zeichen  der  Qa 
bei  beliebigen  dXidXf.,,dXn  und  genügend  kleinem  €,  besitzt; 

und  dass 

2.  df  ein  festes  Zeichen  jedenfalls  dann  nicht  hat,  falls 
man  die  dXr+i  dXr^2*  *  -  'dXn  so  wählen  kann,  dass  bei  be- 
liebigen dx^iix^. , ,  6Xr  (die  nur  der  Bedingung  12)  entsprechen) 
der  Ausdruck  17)  das  entgegengesetzte  Zeichen  der  Qk  erhalt. 

Der  Ausdruck  17)')  kann  nun  —  bei  Berücksichtigung 
der  Ungleichung  15)  —  ein  festes  Zeichen  nur  dann  haben, 
wenn  identisch: 


19)  .  [*V]  =  0 

ist,  und  der  Ausdruck: 


ein  festes  Zeichen  hat,  und  er  wird  in  jedem  Falle  das  Zeichen 
der  Of,  liaht'ii,  wenn  die  Idoutität  19)  erfüllt  ist  und  der  Aus- 
druck 20)  steU  das  Zeichen  der  qh  hat.  Wir  sind  somit  bisher 
SD  dem  folgenden  Resultat  gelangt: 

Es  ist  in  unserem  2.  Specialfalle  f&r  ein  wirkliches  Maxi- 
mum oder  Minimum  notwendig,  dass  unter  den  Bedingungen: 

21)  dx^  =  dx^  s=  . . , .  =  dx,  —  0 
die  Identität: 

22)  ö'/  -  0 


')  Han  kann  denselben  in  der  folgenden  Form  adireibra: 
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stattfinde;  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  resp.  Minimum 
vurliunden  sein,  ialls  bei  den  Bedingunfj^en  21)  der  Ausdruck: 

23)  aV-ii>^^(^',J 

für  beliebige  ^Tr^2-  ..^x,,  das  Zeichen  der  Qk  hat;  es 

wird  sicher  kein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden,  falls  der 
Ausdruck  23)  unter  den  Bedingungexi  21)  durch  geeignete 
Wahl  der  öXf^\  dx,+2 .  . .  6x„  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
Qk  erhalten  kann;  für  den  Fall,  das»  der  Ausdruck  23)  bei  den 
Bedingungen  21)  zwar  ein  festes  Zeichen  hat,  aber  auch  ver» 
schwinden  kann,  ohne  dass  dxr+i  Sxr^i  •  * .  öx^  gleichzeitig 
null  sind,  ist  eine  weitere  Untersuchung  notwendig.^) 

9  3. 

Man  kann  nun  jede  beliebige  seuiidciiDite  2.  Variation 

N 

durch  die  Jacobi'sche  Transformation  auf  die  Form: 

r 

ili^Q^dyl,   (0<r<;»  — 1) 

briii((('n.  also  auf  einen  der  beiden  SpeciaJliille  des  vorigen 
Paragraphen  zurückltlhren,  indem  man: 

24)  Xt  ^  an  ffi -^0/2^2+  +%„yi,,  iasl,2...» 

setzt  und  die  Konstanten  a^«  und      durch  die  üleichuugen: 

fn  Olk -\- fii  <hk -\- fni  ^  =  QhOiik9 

fl2  «1*  -i"  /22  «2A  -r  •  •  •  •  4"  /wS        =  e*  «2*  t 


25) 


,  /  in  "lA  4"  /2m  «2A  4"  •  •  •  •  "i"  /mm  «HA  =  Qh  « wA  i 


26)  5>a2^«l 


bestimmt. 


*)  Man  vgl.  hierzu  v.  Dantscber  (Math.  Ann.  61). 
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SÜMung  dtr  mü0k.-pky8,  Clasae  vom  13.  Juni  1900. 


Zwischen  den  Variationen       und  dyt  bestehen  dann  die 

itelatiunen : 


27) 


dx(  =     dyi  +  Oft  dyg  -h  . . .  +  a/«  dy« , 


i  =  I,2...ii. 


\Vi2-  können  aoniit  die  iu'sultiitc  ilos  vorigen  Paragraphen 
sofort  aui  don  allgemeinen  Fall  übertragen: 

£&  ist  im  Falle  einer  semidefiniten  2.  Variation  für  ein 
wirkliches  Maximum  oder  Minimum  notwendig,  dass  unter  den 

Bedingungen : 

28)  ^^1  =  ^^!=*  =  dyr  =  0 

die  Identität: 

29)  d*f=0 

stattfinde;  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  resp.  Minimum 
vorhanden  sein,  falls  bei  den  Bedingungen  28)  der  Ausdruck: 

für  beliebige  ^yr+i  ^2/r+2  •  •  •  ^y»  das  Zeichen  der  Q^'  •  •  Qr 
(resp.  im  Falle  r  =  0  ein  festem*  Zeichen)  hat;  es  wird  sicher 
kein  Maximum  oder  Miniimim  stattrindt  ii,  falls  der  Ausdruck 

30)  unter  den  Bedingungen  28)  durch  geeignete  Wahl  der 
dyr^i  Syr+2  ' '  '  ^y»  das  entgegengesetzte  Zeichen  der  d  Qf  •  •  Qr 
erhalten  kann  (resp.  im  Falle  r  =  0  bald  positiv  bald  negativ 
gemacht  werden  kann);  für  den  Fall,  dass  der  Ausdruck  30) 
bei  den  Bedingungen  28)  zwar  ein  festes  Zeichen  hat,  aber 
auch  verschwinden  kann,  ohne  dass  dyr^x  d^r^^ .,,dym  gleich- 
zeitig null  sind,  ist  eine  weitere  Untersuchung  notwendig. 


8  *• 

Die  soeben  gefundenen  Kriterien  setzen  in  der  letztge- 
nannten Form  noch  die  Bekanntschaft  mit  der  Jacobi'schen 

Transformation  voraus;  wir  wollen  uns  nunmehr  von  dieser 

Voraussetzung  belreieu. 
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Zunächst  sind,  wie  bekannt,  die  r  Gleichungen  28)  mit 
den  n  Gleichungen : 

31)  2>A»diVi,-*0,  iiel,2..n 

1 

äquivalent,  von  denen  nur  r  von  einander  unabhängig  sind. 
Es  handelt  sich  daher  lediglich  noch  darum,  den  Ausdruck  30) 
so  umzufortnen,  daas  er  die  Kenntnis  der  JacobPachen  Trans- 
formation nicht  erfordert. 

Es  ist  nun: 


somit: 

1  ^»\  — i — 

wo: 

33)  Cin^i/'  —  atka^,  (i, x «=  1, 2 . . . n). 

1  Qh 

Diese  Ctu  wollen  wir  in  etwas  anderer  Form  darstellen. 
Wir  multiplicieren  die  Gleichungen  25)  resp.  mit  au  . . .  On* 
und  addieren,  dann  folgt  mit  Rttcksicht  auf  26): 


34)  ItJ^^ftnOikO^^ekt  ÄaBl,2..n. 

i 

Die  Qk  sind  Wurzeln  der  Determinantengleichung  5)^ 
denken  wir  uns  dieselben  aus  jener  Gleichung  als  Funktionen 

der  fi^  berechnet  und  differenzieren  wir  nacli  Substitution  dieser 
Lösungen  Qt,  '^4)  nach        dann  folgt: 

IMa  Sitnogsb.  d.  matli.-pkyo.  CL  '  16 
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85)') 


SUtung  der  maihr^ys.  Clmte  vom  13.  Juni  1900. 


2     flu  ==  ^  , 


^ftat 


Setzen  wir  nun  die  Werte  3o)  der  in  33)  ein,  so  er- 
giebt  sicli: 


36) 

oder: 

37) 

wenn: 
38) 


1  6* 


1  dP 


1  ap 


i,  ?<  =  1 ,  2  . .  w , 


Es  ist  nun  (     1)'  7*  nichts  anderes  uls  der  Kocfficient 
von        in  der  nach  Potenzen  von  q  geordneten  Determinanten- 
gleicbung  5): 

39)  +  «i  e*''  +  «s      +  . .  -h  a,     *•=  0. 


')  Wir  haben  su  ber1l<Mditigen,  dan  Ot ,  » 1, 3 . .  w;  A  n  1, 2 . .  r): 


und  analog: 


»  0,  (nach  26)) 


da 


Mh 
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Wir  künneQ  dalier  folgendes  Kudresultat  aussprechen; 
Ist  die  2.  Variation  an  einer  Stelle 

welche  den  Gleichungen: 


1, 2 . . .  ti 


entspricht,  semidefinit,  so  dass  in  der  Gleichung: 

+  Ol  C""'  +  Of  e""*  +....  +  «1.-1  e  +     =s  0, 

welche  die  «ach  Potenzen  von  q  geordnete  Relation: 

fn  —  Q    f%\        •  •  •  fn\ 


u 


fn  —  j>  .  .  .  /h2 


=  0 


[  f\n  ftm  .  •  .  f$m —  Q 

darstellt,  die  Eoefficienten 

Or+j ,  .  .  .  a„  (0  <  r  <  u  1) 

verschwinden,  während  die  Koefficienten: 

entweder  r  Zeichenfolgen  oder  r  Zeichenwechsel  auf- 
weisen, dann  lauten  die  nächsten  Kriterien  fQr  das 

Auftreten  eines  Maximums  oder  Minimums  an  der 
betrachteten  Stelle: 

Es  ist  fUr  ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum 
notwendig,  dass  unter  den  Bedingungen: 


A) 


2/(^Ndji;»ae  0,  2..» 


(von  diesen  sind  infolge  der  Semidefinitheit  der 
2.  Variation  nur  r  von  einander  unabhängig)  die 
Identität: 


B) 


16' 
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SÜMung  ä6r  nuith.-phys.  Glosse  vom  13.  JutU  läÖO, 


stattfinde;  es  wird  dann  sicher  ein  Maximum  resp. 
Minimum  vorhanden  sein,  falls  bei  den  Bedingungen 
A)  der  Ausdruck: 


in  dem: 
D) 


1  SOr 

1  9ar 


i  4=  ^ 


i,  X     1, 2 . .  n 

r=:0 


c^^     0,  I  i,  9< « 1, 2 . . «,  r  >v  0, 

das  Zeichen  von  ( — a,)  [resp.  im  Falle  r=0  ein  festes 
Zeichen]  hat;  es  wird  sicher  kein  Maximum  oder 
Minimum  stattlinden,  falls  der  Ausdruck  C)  unter  den 
Bedingungen  A)  durch  geeignete  "Wahl  der  dx^  dx^..dx^ 
auch  das  Zeichen  von  (4-  Qi)  erhalten  kann  [resp.  im 
Falle  r»0  bald  positiv,  bald  negativ  gemacht  werden 
kann];  für  den  Fall,  dass  der  Ausdruck  G)  bei  den  Be- 
dingungen A)  zwar  ein  festes  Zeichen  hat,  aber  auch 
yerschwinden  kann,  ohne  dass  6x^Sx^,.dXn  gleich- 
zeitig null  sind,  ist  eine  weitere  Untersuchung  erfor- 
derlich.*)   (Fall  der  2.  Singularität.) 


1)  loh  habe  den  obigen  Sats  mm  erBten  Male  in  einer  Torl6«iing 
Aber  YariationnreGlinimg  (Manchen  Winter  189Q/97)  autgesproehen.  Herr 
Prof.  A.  Mayer  machte  mich,  als  ich  ihm  den  fieweia  miitdlte,  auf  eine 
Lücke  in  demselben  aufmerksam,  die  ich  durch  die  obige  Tut  rsuchung 
auHgefOllt  habe;  ich  hatte  in  meinem  früheren  Ikweise  die  in  dem  Aus- 
druck E  zusammen gefassten  Glieder  in  Formel  14)  als  für  daa  Vorzeichen 
von  3 /"  belangrlog  fortgelassen ;  dass  dii^r»  f«ir  die  nächsten  Kriterien  der 
Fall  ist.  V>H(lnrfte  des  nunmehr  hinzugefüjjten  Beweises,  und  es  ist  zti 
bemerken,  d-jins  dieüe  (JHedr-r  im  Falle  der  2.  Singularität  sehr  woni  auf 
das  Zeichen  von  d  f  von  Eiuliuss  »ein  können. 
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Sitzung  vom  7.  JoU  1900. 

1.  Herr  F.  LmDSifANN  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Prof,  JoBBF  Schick  vor:  «Bezieliungen  zwischen  Isogonal- 

ct'iiLrik  und  Iii variaiiteiitheorie." 

2.  Herr  W.  Dtck  überreiclil  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Privatdozenten  Eduahü  v.  Webeb:  »Ueber  die  Reduzirbar- 
keit  eines  Pfaffschen  Systems  auf  eine  gegebene  Zahl 
von  Termen.' 
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BeziehiiBgen  zwisehen  bogonalcentrik  und 

Invariantentlieorie. 

Von  J«  SsUek. 

g  1.  Bekaontlich  läset  sicli  ein  Doppel-VerhaltnuB  yon 
Yier  Punkten  in  der  complezen  Ebene  auf  einfache  Weise 
geometrisch  darstellen.   Seien     B,  (7,  P  (Fig.  1)  vier  Punkte 


mit  den  complexen  Goordlnaten  e^,  g^^  z^,  js^y  so  ist  der  ab- 
solute Wert  des  Doppel-YerhSltnisses  (er,    g^  g^ 


das  Argument  aber  ist  nach  Wedekiiul  f^h'kh  dem  Winkel 
der  Kreise  g^    g^  und  g^  g^  g^t  d.  h.  der  Kreise,  welche  be- 


Pig.  1, 


g 


r 
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ziebungsweiae  durch  die  Punkte  Bj  0  und  Ä,  C,  P  bin- 
durchgehen  (bei  richtiger  Wahl  des  Sinnes). 

Diese  beiden  Elemente,  absoluter  Wert  und  Argument,  lassen 

sich  nun  leicht  in  einem  Dreieck  vereinigt  tnr  Anschauung 
bringen,  nemlich  dem  Fusspuuktsdreieck  von  P  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  A  B  C.  Viann  in  diesem  ist  (vgl.  Fig.  1),  da 
CXFY  ein  Kreisviereck, 

ebenso  ZT^AP*smBAC, 

also 

XY_rF  ^inC^CF  AB  ^AB  ÄF 
^         ~  AF '  sin  2     AF'  BC~  CB'CF' 

also  gleidi  dem  absoluten  Wert  des  betrachteten  Doppel- Ver- 
hältnisses (se^  iP,  xrj.  Der  Winkel  aber,  den  diese  beiden 
Seiten  des  Fusspunktsdreiecks  einachliessen,  nemlich  ^  X  YZ^  ist 

d.  h.  gleich  der  DiffereuK  zwischen  den  Peripheriewinkeln  der 
Kreise  APC  und  ABC^  also  gleich  dem  Winkel  dieser  beiden 

Kreise  selbst,  oder  gleich  dem  Argument  des  gegebenen  Doppel- 
Verhültnis-ses. 

Bei  linearer  Transformation  von  der  Form 

bleibt  aber  das  Doppel-Verhältniss  von  vier  Punkten  nnge- 

ändert;  folglich  muss  von  Dreieck  X  YZ  bei  der  Transfor- 
mation in  die  C-Ebene  sowohl  XYiZY,  als  auch  der  ein- 
geschlossene Winkel  X  Y Z  invariant  bleiben;  es  bleibt  also 
überhaupt  dir  Form  des  Fuss|)UTiktsdrciecks  X  V nngeüudert. 
Man  erhält  somit  den  bemorkeuswertheu  JSal/: 
Bei  linearer  Transformation  von  vier  Punkten  in 
der  complexcn  Ebene  behält  das  Fusspunktsdreieck  je 
des  vierten  Punktes  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  drei 
Übrigen  Punkte  invariante  Form. 
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Dies  ist  der  Fall,  trotzdem  alle  bei  Construction  des  Fu8S- 
jmiikLsdreiecks  boiuit/tcn  Linien  liiiht  iiuaiianten  Charaktor 
lial)eii,  sondern  in  Kreise  ülHnji'elipn,  die  für  die  Constructioii 
dets  iieueu  Fuüspuaktsdreieclv.s  kerne  Bedeutung  haben. 

§  2.  Aus  dem  angeführten  Satze  wird  unmittelbar  er- 
hellen, dass  die  Theorie  der  Fusspunktsfiguren  —  die  „Isogonal- 
centrik*  —  yon  einiger  Wichtigkeit  für  die  Invariantentheorie 
zu  werden  Terspricht.  Vor  Jahren  habe  ich  solche  Fusspunkts- 
figuren, insbesondere  Dreiecke,  einer  genaueren  Untersuchung 
unterzogen  und  namentlich  die  Frage  behandelt,  welche  geo- 
metrischen Oerter  das  »Ortbogonalcentrum*^  P  der  Fusspunkts» 
figur  (allgemeiner  , Isogonalcentrum wenn  die  Strahlen 
PX,  V  Yy  nicht  „orthodroTn",  sondern  ,isoIoxodrom",  d.  Ii. 
niclit  gerade  je  unter  einem  recliten,  sondern  unter  einem 
V)eiiebigen  gleichen  AVinkfd  ^  ge/no-on  werden)  beschreiben 
muss,  damit  gewisse  Elemente  dieser  l'igur  coiistant  bleiben. 

§  3.  Dabei  zeigt  sich  z.  B.,  dass  die  Seiten  des  Fuss- 
punktsdreiecks yZ,  XZy  X  Y  (bezeichnet  mit  a/,  b/^  Cf)  con- 
stant  sind,  wenn  das  Isogonalcentrum  P  sich  auf  Kreisen  um 
die  Dreiecksspitzen  C  bewegt.  Weiter  ist,  wie  langst  be- 
kannt, der  Inhalt  J/  des  Fusspunktsdreiecks  constant  ftir  Kreise, 
die  concentrisch  sind  mit  dem  Umkreis  des  Originaldreiecks. 

§  4.  Ferner  ist  die  Transversale  (Mittellinie)  t/  —  X  U 
constant  für  Kreise  um  einen  Punkt  T  (den  ^Transversalpül"), 
der,  im  Sinne  der  t  unqtlexen  Ebene,  der  vierte  harmonische 
Punkt  ist  zu  A,  B,  C.  Bekanntlich  liegt  dieser  l'unkt  auf 
dem  Umkreis  des  Dreiecks  ABC  so,  dass  das  Yerhältniss 
BT:CT=BAiOA  ist;  auch  leuchtet  ein,  dass  man  bei 
cyklischer  Permutation  zwei  weitere  Transversa Ipole  T'  und  T" 
erhalten  wird:  diese  liefern  im  Fusspunktsdreieck  constante 
Transversalen  ^  und  t}  (vgl.  meine  Grundlagen  einer 
Isogonalcentrik,  Tübingen  1887,  §  29),  und  das  ganze 
Punkt-Sfstem  T  und  T**  bildet  die  Covariante  Q  der  binären 
cubischen  Form  {A  B  C). 

§5,  Auch  wenn  YZ  'm  r/iiirlit  halbiert,  sondern  in  beliebigem 
gcgcbeueu  Yerhäituiäs  m  :  n  geteilt  öeiu  soll,  so  gilt  dieser  Satz 


Digrtized  by  Google 


252 
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noch  mutatis  mutandis:  man  erhält  dann  für  constantes 
X  U  =  tf  im  Fusspiinktsdreieck  wiederum  einen  Kreis  als  geo- 
metrischen Ort;  der  Mittelpunkt  liegt  auch  hier  auf  dem  Um- 
kreis (in  einfach  zu  bestimmender  Lage).  Lässt  man  m :  n 
beliebig  variieren,  so  umläuft  das  Centrum  der  Kreisscharen  die 
Peripherie  des  Umkreises:  letzterer  ist  also  der  Träger  von 
Satelliten  kreisen  (oder  der  „deferierende"  Kreis  von  Epicykel- 
scharen),  die  die  Oerter  für  constante  „Barytome"  //  bilden. 

§  6.  Zieht  man  A  T,  JB  T\  C  T'\  so  schneiden  sich  diese 
Linien  in  einem  Punkte  Q,  der  die  Eigenschaft  hat,  das«  Kreise 
um  ihn  die  Träger  von  Isogonalcentren  sind,  die  im  Fuss- 
punktsdreieck constante  Summen  der  Seitenquadrate  haben,  so 
dass  also 

X  r»4-  xz»  f  yi^*=o;-t-«;;-f4  =  Const. 

Ich  habe  diesen  Punkt  früher  selbständig  untersucht  und 
ihn  den  „ Schwerpol "  des  Dreiecks  genannt  (vgl.  Grundlagen, 
23,  34  ff.);  später  fand  ich,  dass  dei*selbe  auch  von  Grebe 
und  dem  um  die  Geometrie  des  Dreiecks  hochverdienten 
Lemoine  untersucht  worden  war  und  in  neueren  Werken  bald 
nach  dem  einen,  bald  nach  dem  andern  benannt  wird.  (V'gl. 
über  diesen  Punkt  auch  unten  §  27.) 

§  7.  Die  Höhen  eines  Fusspunktsdreiecks,  Ä/,  h},  h}  sind 
constant,  wenn  das  Isogonalcentrum  sich  auf  Konchoiden  mit 
Kreis  ABC  als  Basis  und  den  Ecken  des  Dreiecks  A^  resp.  B 
und  C,  als  Doppelpunkten  bewegt  (Grundlagen,  §  108); 
ähnliches  gilt  von  den  Projectionen  einer  Seite  auf  eine  andere: 
in  diesem  Falle  wird  die  circulare  Basis  der  Konchoiden  ge- 
bildet von  Orthogonalkreisen  an  den  Umkreis  A  B  C\  die  zu- 
gleich je  durch  die  End])unkte  einer  Seite  gehen. 

§  8.  Sollen  im  Fusspunktsdreiecke  die  Verhältnisse  von 
zwei  Seiten,  z.  B.  6/ :  Cy,  constant  .sein,  so  bekommt  man  als 
Oerter  für  das  Isogonalcentrum  apollonische  Kreise  zu  B  und 
C  (also  den  Punkten,  die  selbst  die  Centren  für  Kreisscharen 
mit  constanter  Länge  der  betreffenden  Seiten  h/  und  C/  im  Fus.s- 
punktsdreieck  sind). 
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Soll  hf »  Cf  sein,  so  geht  der  gesuchte  Kreis  durcli  Ä  und 

den  Transversal  pol  T;  er  ist  dann  ein  ,  AeiiuilateralkreLs"  des 
Dreiecks.  Soll  in  ähnlicher  Weiso  etwa  diju»  Verhältniss  der 
Transversalen  f)  nnd  t}  constaiit  sein,  so  erhält  man  als  Oerter 
fUr  das  Isogoualcentrum  apollonische  Kreise  zu  T'  und  T"  u.  s.  w. 

§  9.  Sollen  endlich  die  Winkel  des  Fusspunktsdreiecks 
eonstant  sein,  so  erhält  man  Kreisbogen  (Iber  den  Seiten 
BCt  AC,  AB  dei  Dreieeks  als  geometrische  Oerter;  für  con- 
stante  Winkel  zwischen  a/  und  t/  Kreisbogen  über  A  T,  fUr 

cüuötante  Winkel  zwischen  tj  und  t}  Kreisbogen  Uber  I"  T"  u.  s.  w. 

§  10.  Die  ersten  der  obigen  Sätze,  die  von  Strecken  und 
Flüchen  handeln  (§§3 — 7),  werden  für  die  Inyariantentheorie 
keine  Bedeutung  haben,  wohl  aber  die  letzteren,  die  sich  auf 
Verh&ltnisse,  und  jedenfalls  diejenigen,  die  sich  auf 
Winkel  beziehen  (§g  8  und  9).  Insbesondere  handelt  es  sich 
um  die  Lage  des  Isogonalcentrums,  wenn  die  Winkel  X,  F,  Z 
des  Fusspunktsdreiecks  bei  gegebenem  Urdreieck  ABC  vor- 
geschriebene  Grösse  haben  sollen,  und  verwandte  Dinge.  Diesen 
Teil  der  ,Isogonalceiitrik"  hoffe  ich  demnächst  in  einem  be- 
sonderen Kajtitel,  der  „Isoraorphopolcentrik*,  zu  behan- 
deln; die  Sätze,  die  ich  hieraus  für  den  gegen wärtip^on  Zweck 
benötige,  werde  ich  je  an  geeigneter  Stelle  aultlhreu. 

§11.  Zunächst  vermittelt  nun  die  Kenntniss  des  elemen- 
taren Hauptsatzes  der  laomorphopolcentrik  eine  schnelle  und 
unmittelbare  Einsicht  in  das  Theorem  von  der  Invarianz  der 

Form  von  Fusspunktsdreiecken  bei  linearer  Transformation. 
Der  angezofi^ene  Satz  —  dessen  Beweis  in  den  Ausführungen 
des  §  1  oben  liegt  —  lautet:  Ein  Winkel  Uf  einet?  Fussjmnkts- 
dreiecks  ist  gleich  dem  Winkel  des  T^mkreises  ABC  mit  dem 
Kreise  durch  V  und  C.  Nun  bleibt  letzterer  Winkel  als 
Kreiswinkel  bei  der  Transformation  constant,  also  aucli  a/,  und 
natürlich  in  cjklischer  Folge  auch  ßf  und  yf,    Q.  e.  d. 

9  12.  Des  weiteren  lehrt  die  Isomorphopolcentrik,  dass, 
wenn  ein  Punkt  P  im  Fiisspunktsdreieck  die  Winkel  X,  jn,  r 

hat,  auch  der  (in  Bezug  auf  den  L  uikreiä)  zu  ihm  .reciproke' 
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Punkt  Q  im  Fusspunktsdreieck  dieselben  Winkel  fA,  v  kat. 
Dies  stimmt  mit  der  bekannten  Tbatsache,  dass  das  YerhSltnisB 

der  Keciprocität  bei  linearer  Transformation  nicht  zerstört  wird. 
Man  kann  deshalb  den  Punkt  Q  den  , Antiisomorphopol* 
zu  P  nennen. 

§  13.  Natürlich  sind  verschiedene  Anordnungen  der 
Winkel  X,  /i,  v  bezüglich  ihrer  Lage  an  den  dm  Seiten  des 
Dreiecks  a,  6,  c  iii(")glich;  die  folgende  Tabelle  yermittelt  die 
Uebeisickt  Ober  dieselben: 


a 

1 

b 

e 

X 

V 

X 

/* 

X 

V 

k 

V 

X 

/* 

V 

X 

Diesen  set  lis  möglichen  Anni  Inii ng-  u  werden  sechs  Iso- 
morphopole  entspreclien,  wozu  dann  nocli  je  der  zugehörige 
Antiisoniorphopol  tritt;  im  Ganzen  erhält  man  also  zwölf 
Punkte,  deren  Fusspunktsdreiecke  in  Bezug  auf  ABC  die 
Winkel  A,  /i,  v  aufweisen. 

§  14.  Ist  einer  dieser  Isomorphopole  P  gegeben,  so  können 
alle  andern  natttrlicb  leicht  gefunden  werden.  Ein  zweiter!^ 
wird  z.  B.  auf  dem  Kreisbogen  BFC  hegen  mISssen  (für  alle 
Punkte  dieses  Bogens  ist  o/  constant  =  X)\  ferner  müssen  sich 
die  Kreise  A  P  Ii  und  A  C  V  auf  dem  , Aequilateralkreis durch 
A  und  I  schneiden  (vgl.  §  8,  S.  253). 
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§  15.  Auch  ist  es  leicht,  die  allgemeinen  Gruppen  von 
/\\  .>lf  Punkten  algebraisch  zu  definieren.  Jede  zerfallt  (da  die 
^^  lIlkel  einmal  positiv,  einmal  negativ  angetragen  werden)  in 
zwei  Gruppen  von  je  sechs  Punkten,  die  (bei  verschiedener  An- 
ordnung) mit  den  gegebenen  drei  Punkten  dasselbe  Doppcl- 
Terhältniss  bUdeo,  und  demnach  durch  eine  GoTariante  der  Form 

dargestellt  werden.') 

§  K).  Weitere  Einsicht  in  die  Lage  eines  Isoniorpho])()ls 
vermittelt  die  Betrachtung  seines  , Gegenpunkts. *  *)  Man  con- 
struire  über  den  Seiten  des  Dreiecks  A  B  (zunächst  nach 
aussen),  in  der  in  Figur  2  angedeuteten  Ordnung,  die  ähnlichen 

Fig.  2. 


M  Vgl.  Clebtch,  Theorie  der  algebnuachen  Formen,  p.  851  ff.  Die 

l4lge  solcher  sechs  Punkte  auf  der  Eugclfl&che  (wenn  diese  zur  Dar- 
itellung  der  complexen  Ebene  dient)  bat  Klein  angegeben:  Vergleichende 

Betraolitungen,  p.  47  (Erlangen  1872). 

^)  Zwei  Punkte  V  tm(l  V  iiotmt  man  bekanntlieh  ^Oegenpnnkte" 
in  Bozug  \\\\{  ein  Droiock,  wenn  sie  /.iHaTnmenfjehrtngt'  Urennpunkte  eines 
K^elschnitt«  sind,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  berührt. 
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Dreiecke  BBC,  C  E  A,  ^  F  ^  mit  den  Winkeln  X,  fji,  v.  Es 
gtiht  ii  dann  bekunntlich  die  Geraden  A  D,  B  E,  C  F  durch 
einen  Punkt  F,  von  dem  nus  die  Seiten  des  Dreiecks  unter  den 
Sup])lementarwiiikeln  zu  /4,  v  gesehen  werden,  so  dass  also 
^BVC^2R-X,  <^A  VC  =  2R~u.  <i  A  VB^2li-v. 
Dieser  Punkt  V  ist  dann  der  , Gegenpunkt "  des  (ifip)'laa- 
morphopols. 

§  17.   FOr  diesen  Punkt  ist  auch  die  Summe 

=  sin  A  •  ^  F  +  sin  ^  •  ^  K  -|-  sin  1'  •  6'  V 

ein  Minimum  (wo  V  variabel  bei  oonstaniem  A,  B,  C  und  il,  /a,  y). 
Ich  nenne  diesen  Ausdruck  deswegen  die  {X /i  vyWmmaX-' 
Distanz,  und  es  gilt  für  sie  die  Formel: 


ysinA'sin^'aini'  {a*»ctgi4'^**ctg^-i-  c**ctgy-H  ^«^• 

§  18.  Einen  Punkt  V  mit  fthnlicben  Eigenschaften  erhält 

man,  wenn  man  die  Dreiecke  über  den  Seiten  von  ABC  alle 

iiat  ii  innen  errichtet.  Im  Hinblick  auf  die  .iiigegebeuen  Eigen- 
schaften kann  man  die  Punkte  V  und  V  die  (?.,  //,  r)-,Visir- 
punkte**  oder  „(Minini!i]-)Distanzpunkte"  des  Dreiecks  nennen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  Punkt  V  auf  dem  Kreise  liegt, 
welcher  durch  die  Spiegelpunkte  K,,  Kj,  von  V  in  Bezug 
auf  die  Dreiecksseiten  geht  (dessen  Centrum  der  , Gegenpunkt* 
▼on  V  ist,  also  nach  obigem  der  (i,  /i,  t^)*Isomorphopol). 

§  19.  Fttr  die  Isogonalcentrik  ist  wegen  seiner  grossen 
Allgemeinheit  der  S&tt  von  Wichtigkeit,  dass  die  (/  /<  }')-Miniroal- 

distanz  in  Bezug  uuf  ein  Fusspunktsdreieck  X  YX  constant 
ist,  wenn  das  Orthogonalcentrum  sich  auf  Kreisen  um  den 
{X  jLi  »•)-Isoraorphu[»ol  bewegt. 

§  20.  Im  Anschluss  an  obige  Ausführungen  ei'geben  sich 
leicht  (aus  ähnlichen  Dreiecken)  die  Formeln  fOr  die  Abstände 
der  {Xf  fi,  r)-Isomorphole  von  den  Ecken,  nemlich: 

^p_6c'sin      jp_^acsin/i^  Qp_^:^}^ 
wo  D = YsinX» sin^ •  sin v {a* •  ctg A  -j-  6* •  ctg/i  4- c* •  ctgy 4- 4 /} . 
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Alsbald  erkennt  man,  daas  das  Doppel-VerhSltniss 

BP  BA  c-sin/t  c  sin 

CT' CA     h'WXiv'h     sin  y 

nur  Ton  /<  und  v  abliängt,  wie  es  nach  §  1  sein  muss.  Auch 
sieht  man  leicht,  dass  in  diesen  Formehi  eine  geschlossene 

Lösung  des  Pothenot'schen  Problems  enthalten  ist. 

Weiter  zeigt  sich,  da^s  man  bei  cykli.scher  Vertauschung 
für  den  (A,    /x}-Isouiorphol  P'  die  Jb'ormeln  erhält: 

.  -ri'  2>  c  •  sin  ^ 

AF  —     ,       ,       ,        —   —  -...^-^.^^ 

ysinA*8in    sin  v-  {a'-ctg jl  +  Ä*« ctg  v  +  c'*- ctg -|-  4  J] 

u.  s.  w.,  und  fUr  die  Antüsomorphole  (mit  negativem  Zeichen 
vor  4J); 

-  «  bc  'sin  X 


VsinA'sin  /«•  sin  v  {a*>ctgA  4^  2»**  ctg  fi  4-    etgt» — 4  J\ 
Um  B»  w, 

§  21.  Wir  haben  im  obigen  gesehen,  dass  jeder  Punkt 
in  clor  Ebene  eines  Dreiecks,  betrachtet  als  (A,  //,  vl-Lsoniorphopol, 
invariant  ist.  Es  wird  sicli  verlohnen,  die  wichtigsten  der 
inerk\viir(]]<jfen  Punkte  eines  Dreiecks  unter  diesem  Gesichts- 
punkt Kevue  passiren  zu  lassen. 

Sind  zunSchst  alle  drei  Winkel  l,  fi  und  y  einander  gleich, 

also  je  ==^»  so  wird  das  Fusspunktbdreieck  X  Y  Z  gleich- 
seitig. Leicht  erkennt  man,  dass  alsdann  die  zwölf  Punkte 
sich  auf  zwm  (rectproke)  Punkte  J  und  J*  reduciren,  die  so- 
genannten äquianharmonischen  Punkte  (oder,  da  sie  gleich- 
seitige FusspuiiktMlreiecke  geben,  die  .Aequilaternlpole"). 
Sie  liegen  harmonisch  zum  Schuerpol  und  Uuikreiscentruni; 
Kreise  um  sie  sind  die  Träger  von  Isogonalcentren,  für  welche 
die  „Mininialdistanz"  d/^  resp.  (^},  im  Fusspunktsdreieck  con- 
stant  ist  (vgl.  Grundlagen,  gg  21,  73,  74,  135). 

§  22.  Ebenso  sieht  man  leicht,  dass  die  drei  Transversal- 
pole jT,  T*  und  T"*  eines  Dreiecks  invariant  sind.  Dieselben 
liegen  auf  der  Peripherie  des  Umkreises;  ihre  Pusspunkte 
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liegen  demnach  auf  einer  geraden  Linie  (»Wallaee-Linie', 
früher  fälschlich  »Simson-Linie*"  genannt;  vgl.  Cantor,  Ge- 
schichte der  Mathematik  III,  522  f.).    Da  ferner  lür  Punkt  X 

JBTiC  T^ÄBiÄC 

ist,  so  ist  offenhar  XY=XZ.  Das  Dreieck  XY  Z  bekommt 
also  in  dieser  Grenzforin  die  Winkel  0,  0,  180*^,  und  das 
Seitenverhältniss  1:1:2;  all  dies  bleibt  invariant. 

Die  Traii.sversalpole  sind,  wie  schon  in  §  3  an^a^deutet, 
die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  den  Ecken  des  Dreiecks, 
und  müssen  ja  als  solche  natürlich  inyariante  Eigenschaft 
haben. 

g  28.  Es  sei  des  weitem  angedeutet,  dass  merkwürdige 
Dreieckspnnkte  invarianter  Natur  femer  bei  den  Figuren  zum 
Vorschein  kommen «  welche  sich  aus  der  stereograj)hischen 
Projection  des  Oktaeders  und  Ikosai'ders  ergeben  (vgl.  z.  B. 
Möbius,  Theorie  der  symmetrischen  Figuren,  Ges.  Werke 
Band  II,  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosciedcr  —  die  Figur 
am  Ende  — ,  oder  Forsyth,  Theoiy  of  Functions,  p.  570  und 
572).   Man  hat  in  beiden  Figuren  Kreisbogen  und  gerade 

Linien,  die  sich  unter  bekannten  Winkeln        ^,       —  etc.^ 

schneiden.  Kimmt  man  zu  drei  bestimmten  Punkten  einer 
solchen  Figur  einen  vierten  Punkt  derselben  Figur  hinzu, 

so  aeigt  sich  (hei  geeigneter  Lage),  dass  der  vierte  Punkt 

auf  Kreisbogen  über  den  Seiten  des  zum  Ausgang  geiioin- 
menen  Dreiecks  liegt,.  Das  Fusspuiiktsdreieok  des  4.  Punktes 
in  Bezug  auf  die  drei  ersten  wird  alsdann  bestimmte  Winkel 

z.  B.      4  '  4  )'  vierte  Fünkt  ein  be- 

stimmter Isomorphopol  dreier  anderer  ist  und  so  das  ganze 
System  invariant  bleibt. 

§  24.    In  den  vorhergehenden  Beispielen  haben  wir  stets 

Punkte  gehabt,  die  in  beiden  Dreiecken,  dem  Dreieck  ABC 
der  :-l']bene  und  dem  Dreieck  A'  Jf  C  der  c-Fiheiie,  gleich 
definiert  waren,    Öo  werden  die  »Aequilateraipole**  des  ersten 
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Drcieckh  wieder  , Aequilateralpole"  des  zweiten,  die  ^Traiis- 
versalpole**  des  ersten  wieder  , Transversalpole "  des  zweiten  u,s.  w. 
Man  kann  Funkte  dieser  Art,  welche  absolute,  von  den  Ele- 
menten des  Urdreiecks  unabhängige  Coordinaten  /*f  v  haben, 
Punkte  primärer  Invarianz  nennen. 

Anders  steht  es  mit  einer  Gruppe  anderer  merkwürdiger 
Punkte  des  Dreiecks.  So  wird  z.  B.  das  Umkreiscentrum  0 
des  Dreiecks  ABC  keineswegs  in  das  TJmkreiscentruni  des 
Dreiecks  A'  B'  C  transformirt,  ist  also  in  dieser  Eigenschaft 
nicht  invariant.  Das  UmkreLscenirum  ist  aber  juieli  Orthogunal- 
centruni  eines  Fusspunktsdreiecks,  dessen  W  inkel  a,  y, 
d.  h.  die  Winkel  des  Urdreiecks  selbst  sind.  Nach  §  21,  resp. 
§11,  muss  der  Punkt  0,  als  (a,  ß,  }')-Isoniorpbopol  von  ABC 
betrachtet,  invariant  sein,  d.  h.  der  entsprechende  Punkt  0' 
muss  in  seinem  Fusspunktsdreieck  auf  Ä'  B'  C  auch  die  Winkel 
a,     Y       ersten  Dreiecks  haben. 

Hier  hängen  also  die  Coordinaten  der  Punkte  0  und  (X 
von  den  Elementen  des  Urdreiecks  ab:  das  Uinkreis-Centruni 
ist  nicht  als  solches  invariant,  sondern  nui  m  einer  Ei^fnschaH 
von  secnndärer  Bedentung.  Wir  werden  solche  Punkte  als 
Punkte  secundärer  Invarianz  bezeichnen. 

§  25.  Im  Anschluss  an  die  Betrachtungen  des  vorigen 
Paragraphen  können  wir  nun  auch  leicht  den  unendlich  fernen 

Punkt  der  *r-Ebene  in  der  C-Ebene  ivntsjjrechend  darstellen. 
Als  reciproker  Punkt  des  Unikreiscentrums  wird  der  unendlich 
ferne  Punkt  im  Fusspunktsdreieck  auch  die  Winkel  a,  ß,  y 
haben;  in  der  C-Ebene  wird  ihm  also  der  reciproke  Punkt  zu 
O  (der  Antiisomorphopol  von  (/)  entsprechen. 

g  26.    Aehnliches  wie  vom  Üiukreis-Centruni  und  vom 

unendlich  fernen  Punkt  gilt  V(jn  den  Ih'ocard "s(dien  Punkten 
des  Dreiecks,  oder  den  „Paraklinenpuiikten".  wie  ich  früher 
sie  zu  nennen  versuclit  wnr  (weil  sie  durch  Krei.«*e  con.struiert 
werden,  die  sich  an  die  Dreiecksseiten  anlehnen).  Die  Fuss- 
punktsdreiecke der  zwei  Brocard'schen  Punkte  (die  bekannt- 
lich «Qegenpunkte*  sind),  sind  auch  dem  Urdreieck  ABC 
IMOL  8lteH«c^d.n«(li-|ibyik01.  17 
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ähnlicli,  doch  so,  dass  mm  für  den  einen  der  zwei  Punkte  der 
Winkel  /?,  für  den  andern  der  Winkel  y  an  die  erste  Seite 
B  C  des  Urdreiecks  zu  liejyen  kommt  (während  im  Fusspunkta- 
dreieck  von  O  der  erste  Winkel  an  der  ersten  Seite  liegt). 
Auch  im  transformierten  Dreieck  haben  also  die  entsj) rech  enden 
Punkte  die  Winkel  a,  y  (in  bestimmter  Reihenfolge)  im 
Fusspunktadreieck;  aber  natürlich  sind  die  neuen  Punkte  nun 
nieht  auch  die  ^Paraklinen punkte*  des  neuen  Dreiecks: 
dazu  müssten  die  Fusspunktsdreiecke  die  Winkel  a',  /f,  y'  des 
transformierten  Breiecks  haben. 

Es  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dass  auch  die  höheren 
Fusspunktsdreiecko  der  Brocard'schen  Punkte  (wenn  also  von 
ihnen  aus  neue  Senkrechte  auf  die  Seiten  des  ersten  Fuss- 
punktsdreiecks,  dann  auf  die  Seiten  des  so  entstandenen  secun- 
düren,  tertiären  etc.  Fusspunktsdreiecks  «j^efällt  werden)  sannnt 
und  sonders  in  infinitum  einander  ähnlich  sind  und  die  Winkel 
des  Urdreiecks  a,      y  enthalten. 

§  27.    Nur  Ton  secundärer  luTarianz  ist  weiter  ein  an» 

derer,  höchst  merkwürdiger  Punkt  des  Dreiecks,  der  sog. 
(irube'sche  oder  Loni oi n e ' scli e  l'unkt,  Q  (vgl.  oben  6). 
Er  ist  der  Gegen]iunkt  des  Schwerpunkts,  der  P(d  der  Pa.scal- 
schrii  Geraden  des  Dreiecks,  das  Centrum  von  Kreisscharen, 
die  coustante  Summe  der  Seitenquadrate  im  Fusspunktsdreieck 
haben  u.  s.  w.;  sein  eigenes  Fusspunktsdreieck  hat  zu  Winkeln  die 
drei  Transversalenwinkel  des  Urdreiecks  Tj,  Tj,  Tj.  Letztere 
Eigenschaft  hat  natürlich  (neben  den  andern  zehn  Isomorpho- 
polen)  auch  der  reciproke  Punkt  zu  der  nichts  anderes  ist 
als  der  Fusspunkt  des  yom  Umkreiscentrum  auf  die  PascaFsebe 
Gerade  gefällten  Perpendikels.  Dieser  Punkt  ist  also  nur 
secundar  invariant,  neulich  als  (r^  r^,  Ts)-l8oniorphopol  des 
Dreiecks  A  B  C. 


§  28.  Wenn  wir  nun  unsere  Blicke  auf  das  Viereck,  oder 

auch  auf  höhere  Polygone  werfen,  so  lassen  sich  natürlich  auf 
der  Stelle  gleich  eine  Menge  invarianter  Punkte  angeben.  Die 
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Kreise  üljer  den  PartiaWreieckeii  A  B  (\  A  C  D,  A  B I),  B  ('  1) 
sind  ja  invariant,  also  auch  Kreise,  die  diese  halbieren,  tri- 
secieren,  überhaupt  mit  ihnen  gleiche  Winkel  bilden;  solche 
Kreise  werden  sich  dann  auch  wieder  in  invarianten  Punkten 
schneiden.  Oder  man  construiere  beliebige  entsprechende  Punkt- 
temionen  in  der  und  C-£bene:  die  Kreise,  die  hierdurch 
bestimmt  werden*  schneiden  sich  in  neuen  iuTarianten  Punkten 
u.  8.  w.  Dadureh  erhalt  man  nun  freilich  nur  Punkte,  die 
zunächst  keine  weiteren  interessanten  Eigenschaften  auf  weisen, 
insbesondere  sich  nicht  mit  bereits  beknnnten  und  wichtigen 
merkwürtligen  riuikien  des  Vierecks  (^oder  Vierseits  —  die 
Scheidung  ist  für  unsere  Zwecke  kaum  von  Wichtigkeit)  decken. 
Die  Theorie  der  letzteren  ist  freilich  noch  ziemlich  vernach- 
lässigt; doch  dürften  als  einige  der  merkwürdigsten  Punkte 
des  Vierecks  die  in  den  folgenden  Paragraphen  zur  Beschrei- 
bung kommenden  bezeichnet  werden. 

§  29.  Die  vier  Seiten  eines  Vierseits  bestimmen  vier 
Dreiecke,  deren  Umkreise  sich  in  einem  Punkte  schneiden ; 
dieser  ist  der  Brennpunkt  der  dem  Vierseit  eingeschriebenen 
Parabel.  Ich  nenne  ihn  deshalb  die  Eschara  des  Vierseits 
(altgriechiscli  eo;(d0a 'Herd' ;  in  neugriechischen  mathematischen 
Schriften  ist  hxdQicv  ==  focus,  Brennpunkt). 

Der  Punkt  ist  fQr  die  Isogonaicentrik  von  grossem  Interesse, 

da  seine  Fusspunkte  in  Bezug  auf  die  vier  Seiten  in  gerader 
Linie  liegen,  der  Flücheninhalt  seines  Fusspunktsvierocks  also 
gleich  Null  ist. 

Vier  Punkte  bestimmen  sechs  Gerade,  die  in  drei  Doppel- 
paaren angeordnet  werden  können;  jedes  Doppelpaar  hat  seine 
eigene  Eschara:  wir  bekommen  also  ein  »Escharendreieck*, 
dessen  Seiten  sieh  sehr  einfach  aus  gewissen  Elementen  des 
Vierecks  bestimmen  lassen. 

§  30.  Um  einen  dieser  Punkte  P  auf  die  Eigenschaft  der 
Invarianz  zu  prüfen,  berechne  man  seine  Abstände  von  den 
Ecken  .  f,  7i,  C  und  Z).  Man  findet,  wenn  a,  />,  d  die  Seiten, 
€  und  f  die  Diagonalen  bezeichnen  (vgL  Fig.  3): 

17» 
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  ad   ad 

«^=2^  ^^-IV 
So  ergibt  sich  für  das  Doppel verhaltniss  die  Formel: 

AT'  ÄC~  d'  e~d' 

Da  nun  offenbar  e :  d  nicht  invariant  ist,  so  ist  es  auch 
das  genannte  Doppelverhältniss  nicht,  womit  die  Eschara  als 
nicht  invarianter  Punkt  erwiesen  ist. 

§  1^1.  Nebst  den  Escharen  verdient  eine  Gru)»]»**  weiterer 
merkwürdiger  Punkte  unser  Tnteressi',  die  nu-iius  Wissens  die 
Autuierksanikeit  der  Oeometer  noch  nicht  auf  .sich  gezogen 
haben.  Man  kann  die  Aufgabe  stellen,  bei  gegebenem  Viereck 


Fig.  8. 


einen  Punkt  zu  suchen,  so  dass  dessen  Fusspunktsviereck  ein 
Parallelogramm  ist.    Die  Lösung  ist  folgende: 

Construiore  zu  dem  gegebenen  Viereck  A  B  C  D  (Fig. 
die  EscharaP  (Sclmitt  der  Kreise  ABF,  ADE,  CDI\  BCE)\ 
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dann  beschreibe  die  Kreise  A  C  B  D  F  und  E  F  F;  sie 
sdiiH'iden  sich  ausser  in  F  noch  in  drei  i'uukten  //,.  Z/^,  //g, 
die  die  verhingte  Eigenschaft  haben  (in  Figur  3  ist  das  zu  11^ 
gehörige  Fusspunktsparallelogramm  angedeutet).  Diese  Con- 
struction  lässt  sich  noch  zwei  Mal  cyklisch  periuutieren  (indem 
man  statt  A  C  und  B  D  nunmehr  A  B  und  C  2>,  resp.  A  D 
und  ^  C  als  Diagonalen  des  Vierecks  fusst),  so  dass  man  zu- 
sammen neun  solcher  Punkte  erhält. 

5$  82.  Di«^  Auf<.(al)c,  ein  Fiis.spunkt.si)arallelograuiui  zu 
CüUijtruiereu.  ist  nur  ein  speci('ll(*r  Fall  t'inrr  allgemeineren. 
Euler  ist  es  schon  gewesen,  der  am  Viereck  die  Verbindungs- 
linie der  Diagonalenniitten,  M  =^  ins  Auge  gefasst  hat. 
Bekanntlich  hat  er  bewiesen,  dass  sie  sich  sehr  einfach  in  den 
Seiten  und  Diagonalen  des  Vierecks  ausdrücken  Ifisst,  nemlich: 

^« « |(a» -i-  i»  -1-    +     —  c^—D' 

Aehnliches  gilt  von  den  Verbindungslinien  t'  und  t"  der 
Mitten  Yon  A  B  und  O  resp.  A  D  und  B  V,  Man  thut 
wohl  am  besten,  den  Namen  Medianen,  den  besonders  fran- 
zösische Geometer  bevorzugen,  för  die  bezeichneten  Verbin^ 
dungslinien  anzunehmen. 

Dit'  Aufgabe  ist  nun,  den  geometrischen  Ort  des  Tsogonal- 
centt  uius  F  anzugeben,  wenn  eine  bestimmte  Mediane  im  Fuss- 
punktsdreierk  constant  sein  soll.  Es  zeigt  sieh,  das8  Kreise 
um  die  Punkte  //  diese  geometrischen  Oerter  darstellen,  und  so 
bezeichnen  wir  diese  Punkte  11  am  besten  alsMediauenpole. 

%  33.  Ffir  die  Entfernung  des  Punktes  /T,  von  A,  B,  C,  D 
gelten  die  Formeln: 

j^U  ^   c-siny   «ll^'üü. 

'     l/siu^a-l^  sin*V-|-sin*y-f  sin*^  — sin*£ — sin^C  ^ 

Wenn  man  die  entö[)reehendt'?i  Duppelverhältnissr  luldet, 
wie  in  §  30,  so  tindet  mau,  dass  uucb  die  ^Medianenpule" 
nicht  invariant  sind. 


Digitized  by  Google 


264 


SitMung  der  math.-jphys.  Claase  vom  7,  Juli  1900. 


§  84.    Man  kann  Punkt       auch  noeli  durcb  Speciali- 

sierung  eines  liUbschen  Sat/es  vom  Sechseck  finden.  Die  fünf 
Escharen  eines  Pentasjramnis  li(  <^i'U  bekanntlich  nai'h  einem 
Satz  von  Miquel  aui"  L'ineiii  Kreis,  der  .Pentnjiliorif".  und 
die  sechs  Pentaphorieen  eines  Hexagramms  schneiden  sich  in 
einem  Punkt,  der  «Uexeschara".  Der  Medianenpol  TJ^  ist 
nun  die  iicxeschara  eines  Hexagramms,  das  von  den  vier  Seiten 
und  zwei  Diagonalen  eines  Tetragramms  gebildet  wird. 

§  35.  Interessante  Punkte  entstehen  ferner  am  vollstän- 
digen Vierseit,  wenn  man  über  den  drei  Diagonalen  A  C, 
Ii  Z),  /♦/  F  als  Durchmessern  Kreise  beschreibt.  Diese  sclinoiden 
sich  bekanntlich  in  zwei  Punkten,  die  auf  der  Steiner'schen 
Hühengeraden  liegen,  den  sogenannten  »cjklischen  Punkten^ 
Z  und  Z'  des  Vierecks. 

§  36.    Inyariant  sind  aber  auch  diese  Punkte  nicht.  Denn 

Kreis  A  Z  C  über  der  Diagonale  A  C  des  Vierecks  A  B  C  D 
schneidet  diese  Diagonale  unter  rechten  Winkeln;  die  Diagonale 
A  C  geht  aber  bei  der  Traiistorniation  nicht  wieder  in  die 
Diagonale  A'  C  über,  sondern  in  einen  beliebigen  Kreis 
A*  Q  C  durch  Ä  C";  der  Kreis  über  A'  C  als  Durchmesser  (aut 
dem  die  cykiischen  Punkte  des  C- Vierecks  liegen)  muss  also 
verschieden  sein  von  dem  Orthogonalkreis  zu  A'  Q  C\  der  dem 
Kreis  AZC  der  «-Ebene  entspricht. 

55  37.  Kin  weiteres  Punktepaar  mag  noch  erwähnt  werden, 
das  auch  in  der  Isogonalcentrik  eine  Rolle  spielt,  die  ,Tso- 
medianenpule*  oder  -Trisorthopole*.  Es  ist  nemlich  niö<^rlieli, 
dass  in  einem  (vollständigen)  V  ierseit  alle  drei  Medianen  einander 
gleich  sind:  dies  ist  der  Fall,  wenn  der  vierte  Punkt  Höhenschnitt 
des  Dreiecks  der  drei  übrigen  ist.  Wenn  (Fig.  4)  3f,  M'.  M" 
die  Mitten  der  Seiten  7^  C,  A  C,  A  B  dies  Dreiecks  A  U  €  und 
N,  N\  N"  die  Mitten  der  oberen  Höhenabschnitte  AH,BH,CM 
sind,  so  ist  bekanntlich  MN:=M'N'=^  M"  IT';  die  Medianen 
schneiden  sich  im  Centrum  des  Feuerbach*schen  Kreises  des 
Dreiecks;  je  zwei  Diagonalen  des  Vierecks,  A  H  und  B  C, 
B  H  und  AC^  C  U  und  A  JJ,  stehen  senkrecht  auf  einander. 
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Wenn  man  nun  verlangt,  dass  bei  gegebenem  Viereck  ein 
Fusspunktsviereck  gefanden  werde,  so  daes  die  drei  Medianen 
gleich  seien  (oder  alle  drei  Diagonalenwinkel  rechte  seien),  so 

sind  die  «genannten  Punkte  die  Orthogonalcentren.  Sie  sind  die 
Schnittpuiikte  von  Orthogonulkreison,  die  je  durch  die  Enden 
einer  Diagonale  zu  den  „Escliarenkreisien''  Ä  PC,  Ii  P  J),  EP  F 
gezogen  werden  können.  Eine  ähnliclic  U*  l)eile<,MinLr  wie  in 
§  36  ergibt,  dass  auch  diese  Punkte  nicht  invariant  sind. 

Fig.  4. 


A 


§  88.  Zur  Auffindung  wirklich  invarianter  Punkte  am 
Viereck  (und  wohl  auch  an  höheren  Figuren)  kann  man  sich 

aber  des  folrrcnilt  ii  L'iiii'achen  Princips  mit  Nutzen  bedienen. 

Wenn  die  Fusspunktsdreiecke  X  Y  Z  und  X,  Z,  eines 
Punktes  P  in  Bezug  auf  zwei  beliebige  Dreiecke,  etwa  ABC 
und  -4,  By  Cp  ähnlich  sind,  so  heisst  dsus  in  der  complexen 
Bbene  nach  §  1,  dasa  die  Doppelverbältnisse  {PA  P  C)  und 
(P  (7,)  gleich  sind.    Offenbar  ist  dadurch  Punkt  P  be- 

stimmt (endlich  vieldeutig)  0,  und  zwar  als  primär  invarianter 
Punkt. 

§  39.  Aul'  das  Vit  i  ec  k  lässt  bich  nun  dieses  Priucip 
z.  B.  auf  folgende  Weise  auwenden. 

')  Die  Beatimnuin^'  iIoh  Punktes  führt  auf  interessante  Curven,  die 
nach  den  obigen  Ausführungen  fQr  die  luvarianteniheorie  von  grosser 
Wichtigkeit  sein  mOssen. 
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Fällt  man  von  einem  Punkte  Q  (Fig.  5)  die  Senkrechten 

aul"  die  vier  Seiten  und  eine  Diagonale  de»  \  ieiecks,  so  wird 


Punkt  invariant  sein,  wenn  A  X  U  T  Y  U und  es 
handelt  sich  nur  darum,  einen  Punkt  mit  dieser  Eigenschaft 
2U  construiereu.    Es  sei  nun  ^XUX^b^^YIIZ^  so  folgt 
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(1) 


oder 


AM  —  a-^UQB^BQD-Y,  also 


Es  sei  weiter      XT  U ^  ^  U  YZ,  aho 

oder  links  AQB  addiert  und  subtrahiert: 

^E  —  AQC  —  BQD^e; 

aber  ^i)  =  2Ü  — also 

(2)  AQC^2B-'^^^2E'-~^-^, 


Die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise  A  Q  C  und  B  Q  J) 
müssen  also  nach  obigem  invariante  Punkte  sein. 

§  40.  Es  lässt  sich  nun  zunächst  leicht  zeigen^  dass  der 
Kreis  ACQ  den  Winkel  der  Kreise  ABC  und  A  0  D,  sowie 

der  Kreis  B  I)  dun  K  inkel  der  Kreise  A  B  D  und  B  C  D 
halbiert.  i>ius  gibt  oinc  sehr  einlache  ConstriK'tion  der  ge- 
fundenen invarianten  I'uiiktr.  die  wir  fortan  F  und  /"  nennen 
wollen.  Auch  sieht  man  hier  unmittelbar,  dass  wir  es  mit  in- 
varianten Punkten  zu  tliun  haben;  denn  es  kommt  ja  den 
Kreisen  ABC  und  ACD,  sowie  ABB  und  BCD  die 
Bigenschaft  der  Invarianz  %\x^  also  auch  den  respectiven  Halbie- 
rungskretsen  und  deren  Schnittpunkten. 

§  41.  Bekanntlich  haben  die  Punkte  F  und  F'  die  Eigen- 
schaft, diii^s  sie  zu  dem  Punktepaar  A  (\  sowie  zu  dem  Paar 
BT)  im  Sinn  der  coniplexen  Ebene  harmonisch  lietren  (/'  ist 
Transversalpol  zu  ACT'  und  B  D  r\  F*  Transversalpoi  zu 
ACF  und  B  D  F). 

Man  kann  die  Punkte  deshalb  die  autoharmonischen, 
oder  vielleicht  auch  schlechtweg  die  harmonischen  Punkte 
des  Vierecks  nennen. 


2t)ä  Süiung  der  math,-^^,  Claase  vom  7.  Juli  1900. 

^  42.    Nach  den  Angaben  der  {^5:5  ^1  und  S9  ist  es  auch 

K'iclit.  die  Lag»'  diT  Punkte  /"und  /"  gt'gen  die  Eschara  und  den 

Medianenpol    zu    bestimmen.     Der    Winkel,    den    der  Kreis 

F  A  11^  C  (wo  P  die  Eschara,       Medianeni^ol)  über  A  C  fasst, 

ist  offenbar  =  f  —     respecÜTe  2    —  («  —  0»  allein  der 

*  t 

Kreisbogen  Al'C  lasst  nach  §       tlen  Winkel  2  72  ~, 

folglich  liegt  sein  Mittelpunkt  S  im  Zenith  des  Bogens  Ä  C 
gegenflber  /7„  und  der  Kreis  AFC  halbiert  den  Winkel  der 
Geraden  A  C  und  des  Kreisbogens  A  TT^  C. 

§  43.  Die  Tsogonalcentrik  lehrt,  dass  ftir  Kreise  über  den 
Diagonalen  eines  Vierecks  die  Diagonalenwinkel  des  Fuss- 
punktsrierecks  constant  sind;  so  haben  die  Fusspunktsvierecke 
aller  Punkte  auf  dem  Kreise  AFC  einen  der  Diagonalenwinkel 
constant  « —  ^  =  |(£     C);  ähnlich  auf  Krds  B  FD 

*(a-y)-i(«  +  C). 

Zwei  der  Diagonalenwinkel  des  Fussj)unktsvierecks  der  auto- 
harmonischen Punkte  sind  also  bezüglich  =  \  (f  —  C)  nnd  1  (/^  -j-  C). 
Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  selbstverständlich  durch  cyklische 
Permutation  im  ganzen  sechs  solche  Punkte  F  erhSlt.  Diese 
sechs  Punkte  repräsentieren  bekanntlich  die  Covariante  T 
(Functionaldeterminante  der  Grundform  und  ihrer  Hesse^schen 
Covariante)  der  biquadratischen  Form  (A  B  C  D). 

§  44.  Auch  für  das  Fünfeck  lassen  sich  nach  dem  an- 
gegebenen Princip  bemerkenswerte  invariante  Punkte  con- 
struieren.  Es  sei  nemlich  (Fig.  6)  A  HC  DE  ein  beliebiges 
Fünfeck,  und  es  sei  nun  P  ein  solcher  Punkt,  dass  das  Doppel- 
verhaltniss  {P  AE D)  =  {P  B E  C)  diese  Eigenschaft  wOide 
dem  Punkt  P  offenbar  die  Eigenschaft  der  Invarianz  geben. 
Nach  unseren  A ust'iilirungen  müssen  ilanii  die  Fusspuuktsdrei- 
eckt'  d«  s  l'iinktes  /'  in  liezug  auf  die  Dreiecke  A  J)  K  und 
y/jt'C,  nemlich  l\  l\  1\  und  tr,  (r^,  einander  ähnlich  sein. 
Wenn  nun  <  F^  =  0^  6f,  6?,  ist,  so  folgt  nach  den 
Sätzen  der  Angularcentrik: 
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AFE—ADE=^BPE^BCE, 

also  äFE^BPE  =  äDE'\'BCS, 

oder  A1^B^ADE-^BCE--^QED'-CHD, 

also,  wenn  maii  das  Fui>spunktsviereck  X  YZT  des  Punktes 
E  in  Bezug  auf  AB  C D  construiert, 

(1)  <XP-B  =  4rzr. 


Fig.  6. 


Letzterer  AViiikel  ist  natürlich  bei  gegebener  Lage  der 
Punkte  A^  C,  D,  K  In  kamit,  und  somit  wird  V  einmal  auf 
einem  leicht  zu  construirrLiideii  Kreisbugen  Uber  A  B  liegen. 

Wenn  ferner  ^  £\  i\  =  (r,  6r,  Cr^  sein  soll,  so  ist 
in  ähnlicher  Weise; 


27ü 


üiUung  der  maüi.-phys.  Glcme  vom  7.  Juli  1900. 


(2) 


also 


ETD-EPO=^EAI)^  EBC,  oder 
CPD==AHB  +  AEB^  YXT; 


also  liegt  P  ;iuch  auf  einem  Kreisbogen  über  C  D,  der  den 
bekannten  Winkel  YX  T  fasst.  Die  Kreise  A  PB  und  CPB 
werden  sich  natürlich  noch  in  einem  weitem  Punkte  P 
schneiden.  Die  Construction  der  Kreise  APB,  reap.  C  P  D, 
geht  wohl  am  leichtesten  so  vor  sich,  dass  man  durch  A  eine 
Parallele  mit  TZ^  durch  B  mit  YZ  zieht;  der  Schnittpunkt 
der  beiden  wird,  neben  A  und  einen  dritten  Funkt  des 
Kreises  A  FB  bilden.    Analog  natürlich  für  Kreis  C  P  D. 

Diese  Construction  wird  sich  ferner  oVtPti sowohl  auf  das 
Seitenpaar  B  C  und  A  D  des  Vierecks  A  B  C  i>,  wie  illr  A  B 
und  C  anwenden  lassen:  so  dass  man  also  Uber  A  D  einen 
Kreis  mit  <  X  YZ,  und  über  B  C  einen  Kreis  mit  <iXTZ 
zu  beschreiben  hat,  um  zwei  weitere  invariante  Punkte  P" 
und  P"'  zu  erhalten,  u.  s.  w. 

Alle  ol)!}^*-«  !!  Construetioin'ii  werden  sich  in  lyküscher  Folge 
füiifinal  niuclien  lassen,  indem  man  statt  II  der  lieihe  nach  die 
andern  Punkte  Ay  B,  C,  D  vor  den  übrigen  auszeichnet. 

g  45.  Punkt  E  hatte  im  vorigen  Paragraphen  eine  be- 
liebige Lage  gegen  die  vier  Übrigen  Punkte  A,  B,  C,  D  des 

Fünltcks.  Man  wird  die  Lage  so  specialisiren  können,  dass 
Funkt  /'/'  mit  oim  in  lier  iiivarianicn  Funkte  }'.  I'\  !* ' ,  V"  zu- 
sammenfalle. (Hienhar  ist  dann  ein  solcher  Funkt  ein  in- 
varianter Funkt  des  Vierecks  ABC  IK  und  es  erhebt  sich  die 
Frage,  was  für  ein  merkwürdiger  Punkt  des  Vierecks  AB  C D 
alsdann  E  sein  wird. 

Es  muss  für  den  Zusammenfall  von  E  und  P  natürh'ch 

(1)    <iAPB  =  AEB,       und  (,2)    C  P  B  =  C  E  D  ä^n. 

Aus  der  ersten  Bedingung  ergibt  sich,  dsiAPB^TZY 
sein  soll,  die  Gleichung: 

<iAEB^TZY^CED—  CSD  ^CED  —  C\ 
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aus  der  zweiten  C E  D  =  T  X  Y  =  A  E  B  «ine  Gleichiin<r, 
die  mit  der  vorigen  identisch  ist.  Die  Aufgabe  ist  also  unbe- 
stimmt, UDd  man  wird  noch  die  Forderung  hinzustellen  können, 
dass  etwa  auch       mit  E  zusammeDfalle.   Dann  muw  auch 

▼erknfipfi  man  dies  mit  obiger  Gleichung 

AE  B  =^  C  E  D  ~ 
so  bekommt  man 

BED  =  4.R  — B  EB'-it^  also 

(1)  BED  =  2It—-%^, 

Weiter  rauss  bei  dem  Zusammenfall  von  E  und  P"  auch  sein: 

^BEC^XTZ^AED-Ye,, 
dazu  nehme  man  abermals  die  Gleichung: 

AEB=CED  —  l:, 
und  man  erhält  durch  Addition: 

iR  —  AEC^AEC-^-B  —  ^,  oder 

(2)  AEC^2R^~^. 

Wir  gelangen  also  auf  diesem  Wege  abermals  zu  den 
, autoharmonischen  Punkten*^  als  inyarianten  Punkten:  E  ist 
dann  ein  Punkt  der  Oovariante  I\  welche  zu  der  biquadrati* 
sehen  Form  {AB  CD)  gehört  (vfrl.  oben  13). 

Soll  ein  Punkt  einer  binären  Fonii  fünfter  Ordnnntr  zur 
('ovariante  T  der  iiln  iuen  vier  Punkte  gehören,  s<>  inuss  um  )i 
Clebsch')  die  scliieie  Invariante  U  der  Form  fünfter  Ordnung 
verschwinden.  Wenn  umgekehrt  B  =■  0  ist,  so  tritt  entweder 
der  genannte  Fall  rh\  oder  der  Punkt  E  geliöit  einem  von 
drei  Quadrupeln  an,  die  aus  einer  gewissen  cubischon  Gleichung 
bestimmt  werden. 

>)  Vgl.  Glebsch  a.  a.  0.,  p.  354  f. 
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Der  aufmerksame  Leser  wird  bereits  gesehen  haben,  dass 
die  voraiigchciiden  Paragraphen  auf  Schritt  und  Tritt  zu 
weiterer  Ausgestaltung  drängen  und  zu  neuen  Problemen  führen. 
Für  jetzt  habe  ich  nur  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker 
auf  den  Satz  des  §  1  lenken,  und  zugleich  einige  sich  leicht 
ergebende  Illustrationen  und  Anwendungen  desselben  geben 
wollen.  Auf  genauere  Determinationen,  auf  analytische  Unter- 
suchungen u*  8.  w.,  musste  ich  gegenwärtig  verzichten:  ich 
möchte  auch  lieber  zuerst  gewisse  hieher  gehörige  Teile  der 
Isogonalcentrik  —  namentlich  die  Isomorphopolcentrik  —  in 
eigenen  Aitikohi  ausführen  und  begründen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Ausrdhrungen  aber  möchte  ich  noch  ein 
wärmstes  Wort  des  Dankes  an  einen  hochverehrten  Freund  ent- 
richtenf  und  auf  seinen  massgebenden  Einfluss  auf  ihr  Zustande- 
kommen hinweisen.  Der  Grundgedanke  dieser  Paragraphen  ist  aus 
den  Vorlesungen  von  Herrn  Prof.  Dr.  Lindemann  über  In- 
varianten- und  Functionentheorie  herausgewachsen;  auch  man- 
ches Detail  geht  auf  diese  Vorlesungen  zurück. 
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Ueber  die  Eeducirbarkeit  eines  Pfaff'sclieii  Systems 
auf  eine  gegebene  Zahl  von  Temen. 

Von  Eduard  von  Weber. 

1.  Eines  der  zunächst  sich  darbietenden  und  wichtigsten 
Probleme  in  der  aUgemeinen  Theorie  der  Systeme  PfaCacher 
Gleichungen  ist  die  Beantwortung  der  Frage:  Welches  sind 
die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  da- 
für, dass  ein  ebenes  System  von  n  —  mPfafrschen 
Gleichungen  in  n  Variabeln: 

m 

(1)  dx^  =  ^  a^i,{x^,,.Xn)dXu  (Ä  =  1,  2, . .  n  — wi) 
sich  auf  eine  Form  mit  nur  t  Biffercutiaiclemcnteu: 

(2)  i>i^.*<i/;«0  (Ä  =  l,2,..«-f») 

I 

bringen  lässt,  wo  /*,,  f^,  .  .  fr  unabhängige  Funktionen 
der  Variabeln  x^.*Xn  bedeuten,  und  unter  t  eine  Zahl 
▼erstanden  wird,  die  nicht  kleiner  als  n  —  m  und 
nicht  grösser  als  n — 2  ist? 

"Wir  wollen  die  Beantwortung  dieser  Frage  ,das  Problem 
-4*  nennen. 

Die  Annahme  t  = « —  1  führt  auf  eine  triviale  Aufgabe, 
die  Annahme  rsn  —  m  auf  den  Fall,  dass  da«  System  (1) 
unbeschrankt  integrabel  ist;  dazu  ist  bekanntlich  notwendig 
und  hinreichend,  dass  man  identisch  habe: 
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wenn  gesetzt  wird: 

Utk»  ^  —  Gitta  =:iAi  «»•  —  AitdiMi 

Oller,  iiir  die  unaufgelöste  Form  des  Systems  (l): 

M 

2>     da;*  =  0    (i  «  1,  2, . .  »  —  w), 
dstös  die  alternirendcn  bilineareu  Gleichungen: 

vermOge  der  Relationen: 

1  i 
identisch  stattfinden. 

2.  Es  gilt  zunächst  der  Satz:  Damit  sich  das  System 
(1)  in  »ler  Form  (2)  darstellen  lasse,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  in  der  alternironden  Matrix: 

I  0,  OlStt  '  •        ^»  ^\mn  Ai  f}f  ,  *  Äi  [ 

|l  .1 

I '  Ii 

alle  2  o -|-  2-reiiiigon  H :iu j) tunterdcterm i ii unten  iden- 
tisch, d.  h.  i'ür  jedes  beliebige  Werthsjstem 

verschwinden,  wenn 
gesetzt  wird. 
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In  der  That,  am  unserer  Annalime  folgt,  dass  das  Pfaff^sche 

System 

(4)  dxm^k  =  S «A a;<;  d/;     0, . .  d/i  =  0 

nnbescbrsnkt  integrabel  sein  muss;  dazu  ist  nach  dem  oben 

gesagten  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  n  —  m  bilinearen 
Gleichungen : 

m  m 

(5)  £«      aijf  eia:,  d  a;*  =s  0  (s  =  1  . .  w  —  m) 
1  1 

vermöge  der  Relationen  (4)  und  der  dazu  eongnienten,  in  den 

dx  geschriebeiieu,  J.  h.  also  vermöge  der  Gleichungen: 

m  m 

(6)  2j  AifkdXi==^0,  ljA,f„dxt=:0  (k=l.,Q) 
1  1 

identiseh  besteben;  dasselbe  muss  also  aueb  für  die  Relation 

£  £  £    a,»,  d  a?i  d  a?*  =  0 

bei  beliebigen  Werten  der  X  stattfinden,  und  diese  Bedingung 
findet  bekanntlich^)  ihren  Ausdruck  in  dem  Verschwinden  aller 

2  ß  -f  2-reihigen  Determinanten  in  {'^). 

Umgekehrt,  sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  die  (iiuich- 
ungen  (4)  also  unbeschninkt  integrabel  und  /"„  •  -  fr 

ihre  Integrale,  so  kann  das  System  (1)  augenscheinlich  in  der 
Form  (2)  geschrieben  werden.  Eine  erste  notwendige  (aber, 
wie  sich  zeigen  wird,  keineswegs  hinreichende)  Bedingung  ftlr 
die  Möglichkeit  der  Darstellung  (2)  ist  also  die,  dass  der  Rang 
der  Matrix 

M  IM 

(7)  |iS*i.fl*».|i  (i.*=l,..m) 

nicht  grtaer  als  2  @  sei.*) 

8.  Die  obigen  Bedingungen  können  offenbar  auch  so 
formulirt  werden: 

Vgl.  I.  B.  mein  Buch:  «Vorlesungen  über  das  PfaflTBche  Problem* 
Leipzig  1900,  S.  308  ff. 

■■')  Diese  Bedinffiing  wurde  schon  von  H.  Grass  mann  ausgesprochen; 
▼gl.  nerrn  Engels  Note  in  Grassinanns  Werken  Bd.  I,  Abt  2.  pog.  480. 
19001  Sitcmfib.  d.  UAtk-plij«.  OL  18 
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Damit  sich  das  Pfaff'sche  System  (1)  auf  eine  Form  mit 
nur  T  Dilfercntialelenienten  reduciren  lasse,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass 

1)  überhaupt  wenigstens  ein  System  von  ^»r— n+m 
cangruenten  Relafcionenpaaren 

(8)  ^udx,-{- .,'\- ^„,idx„==0  ii=\..Q) 

(9)  fwdar,-f..4-f«^^Ä«,*=0 

existire,  vermöge  dessen  alle  n  —  m  bilineareii  Gleich- 
ungen (5)  identisch  erfüllt  sind; 

2)  dass  sich  unter  diesen  Helationensystemen  eines 
so  auswählen  lasse,  dass  die  Gleichungen  (1)  (8)  zu- 
sammen ein  unbeschränkt  integrables  System  bilden. 

Bei  der  Lösung  des  Problems  A  handelt  es  sich  natürlich 

darum,  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  einer  Darstellung 
(2)  durch  Gleichungen  zwischen  den  Coefficicnten  a,*  des  ge- 
gebenen Systems  (1)  allein  auszudrücken,  also  dif  .  .f„  aus 
den  Bedingungen  der  vorigen  Nr.  zu  eliminiren.  Für  die  ein- 
fachsten Fälle  m  =  B  und  m  =  4  reicht  dazu,  wie  wir  sehen 
werden,  der  Satz  dieser  Nr.  ToUständig  aus. 

In  allen  Fällen  erhält  man  aus  der  Forderung,  dass  in  der 
Matrix  (8)  alle  2  ^  +  2-reihigen  Determinanten  identisch  Ter- 

schwiuden,  in  den  Cnbekannten  /,  .  .  /,,  und  den  Independenten 
»Kj  . .  ein  Ditferentialsystem  1.  0.,  das  auf  seine  Integrabilität 
hin  zu  untersuchen  ist. 

4.  Statt  dieses  Diü'erentiabystems  wollen  wir  indes  ein 
anderes  betrachten,  das  fltr  unsere  Zwecke,  insbesondere  für 
die  Behandlung  des  sogleich  zu  besprechenden  .Problems  B* 
besonders  geeignet  ist. 

Aus  der  Darstellung  (2)  des  Pfaff 'sehen  Systems  (1)  folgt, 
dass  die  iielationen 

für  jedes  Wertsystem  der  arbiträren  Constanten  c  ein  r-gliedriges 
Integraläquivalent,  also  wenn  wir  die  Ausdrucksweise  der  Qeo* 

metrie  in  dem  w-dimensionaleu  Punktraum  i^«  (^x^ . .  heran- 
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zieben,  eine  «m  —  r-dimensionale  Integralmanni'gfaltigkeit,*  oder 
kurz  eine  ,Intcgral-3/„./  des  Pfaff 'sehen  Systems  (1)  dar- 
stollen.  Durch  jtMleii  Punkt  af^.  .o(f^  geht  eine  und  nur  eine 
solche  3/„_r  hindurch.    Wird  eine  dieser  durch  die 

iielationeu 

(10)       Xi «S5     (mj,     . .  w^)   (i  sc  1 . .  w;  v^n  —  t) 

dargestellt,  wo  die  tt  wesentliche  unahhängige  Parameter  be- 
deuten,' 80  genügen  die  x  identisch  den  Düferentialgleichungen 

(U)     ^'-S*«*^'  (r=l....;Ä=l,. .«-«.) 
and  somit  auch  den  folgenden: 

(12)  ^'-^ 

(r,  s=l,  2,  ..v;  ^=1,  2,  ..M  —  m) , 
die  sich  durch  Derivation  von  (11)  nach  ti, . .      und  Ver- 

^X 

gleichuug  der  links  auftretenden  Ableitungen  ^^^"^  ergeben. 

Wir  wollen  das  System  (11)  (12)  mit  8y  bezeichnen.  Umge- 
kehrt liefert  jedes  Intef^ial  (10)  des  Dillereiitialsystems  von 
der  Eigenschaft,  dass  in  der  Matrix 


(13) 


dx^  dX^  9Xm 


(r  =  l,..y) 


nicht  alle  y-reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden, 
eine  Integral-JI^-r  von  (1). 

Ist  femer  das  DifFerentinlsystem  8^  so  beschaffen,  dass 

durch  jeden  l'unki.  aP^  .  .  eines  gewissen  )?-(liiiiuii.^ion;il<'n 
(also  nur  durch  l'iigleicliuugen  dofinirten)  Gebietes  des  i?„ 
weiii«j:stens  ein»'  lntt'rrral-il/„_r  hindurchgeht,  so  lässt  sich 
das  Pfafi'sche  System  (1)  in  der  Form  (2)  schreiben,  und 
umgekehrt. 

18* 
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5.  Aus  der  aUgemeinen  Theorie  der  Systeme  partieller 
Differentialgleicbungen  *)  ergeben  sicli  jetzt  nachstehende 
Resultate. 

Fügt  man  zu  dem  System  S,.  der  Reihe  nach  diejeni*r<*n 
Gleichungen,  die  ;ius  ihm  ihucli  wiederholte  Derivatioii  n.ich 
M,  .  .  w,  hervorgehen,  so  gelanji^  man  njich  einrr  bildlichen  An- 
zahl solcher  Üerivationen  entweder  (durch  Iv^limination  der 
partiellen  Ableitungen  der  x)  zu  Widersprüchen,  ev.  Relationen 
in  den  Variaheln  m  allein,  oder  zu  einem  Difierentialsystem, 
das  durch  Auflösung  nach  gewissen  partiellen  Ableitungen  der 
X  in  ein  »canonisches,  passiyes  System'  £  verwandelt  werden 
kann.  Als  canonisehe  Form^)  kann  man  dabei  immer  eine 
solche  wählen,  die  aus  lauter  Relationen  der  Form 

dufdUf  ~dU^  =  not..«,  •  •  ^n,  .  .  äi^7ä|*j;  •  j 

mit  folgenden  Eigensc  liafteu  besteht:  Keine  der  liiik>  vor- 
kommenden Ableitungen  tritt  auf  einer  der  rechten  Seiten  auf; 

fUr  jede  in  w.  vorkommende  Ableitung      .     ^  . 

i^£ß<^£a;  gilt  das  Gleichheitszeichen,  so  ist  h^i,  und  im 
Falle  Jfc  s  i  die  erste  nicht  verschwindende  der  Differenzen 
ßt  —  l^t —  S  -  •  •  positiv.  Bezeichnet  man  mit  Riquier  die- 
auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  ^  vorkommenden  par- 
tiollen Ableitiingtn  und  alle  die  unbegrenzt  vielen,  durch 
Derivation  nach  .  .  u,.  daraus  hervorgehenden  Abieitinigi'ii  als 
sprincitiale",  die  Variabein  x^  .  .  ,/„  selbst  und  die  noch 
übrigen  partiellen  Ableitungen  der  x  als  -paranietrische* 
Grössen  des  Systems  so  findet  die  Passivität  des  letzteren 
darin  ihren  Ausdruck,  dass  man  vermöge  der  Gleichungen  £ 
und  der  daraus  durch  unbegrenzte  Dehvation  folgenden  Re- 
lationen jede  principale  Ableitung  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
durch  die  parametrischen  Grössen  allein  ausdrücken  kann. 

Vgl.  C.  Kiquier,  Ann.  ec.  norm  1893,  p.  66,  128,  167;  Pur.  wr. 
[dtr.l  82;  A.  Tresse,  Acta  matb.  18  p.  1  (1894)  U,  a. 
*i  Vgl.  A.  TresBe  a.  a.  0. 
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Sind  dann  ii^ . .  beliebige  Constante,  so  besitzt  das 
Differentiakystem  £  —  und  infolgedessen  auch  das  System  S, 
—  ein  und  nur  ein  System  an  der  Stelle  regulärer  Integral- 
fimktionen  Xi,*Xn  von  der  Eigenschaft,  dass  sich  die  x  und 

ihre  samtlichen  parametrischen  Ableitungen  — ver- 

1  S  P 

möge  der  Gleicbungen  m,  =  mJ  . .  =  mJJ  bezw.  auf  die  will- 
kürlich vorgeschriebenen  «Anfangs werte* 


reduciren,  vorausgesetzt,  dass  die  rechten  Seiten  der  Gleich- 
ungen £  in  der  Umgebung  dieser  Anfangs  werte  regulär  sind, 
und  die  n  Potenzreihen 

einen  gemciiisamen  n-diniensionalen  Convergonzbczirk  besitzen. 

Insbesondere  besitzt  also  das  System  -i'  wenigstens  eine 
Integral-ilfy,  die  den  willkürlicb  gewählten  (mir  durch  Un- 
gleichungen beschrankten)  Punkt  ^  •  <  ^  enthält;  hieraus  und 
aus  der  vorigen  Nr.  folgt: 

,L)uinit  das  Pfaff'sche  System  (1)  sich  in  der  Form 
(2)  darstellen  lasse,  worin  die  r  Funktionen  f<^>,fr 
von  einander  nnabhanpfif]:  sind,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  aus  den  Uelatiünen  6',  und  den  Gleich- 
ungen, die  hieraus  durch  unbegrenzt  wicdorholte 
Derivation  nach  W, .  .  Uy  hervorgehen,  weder  das  Ver- 
schwinden aller  v-reihigen  Determinanten  der  Matrix 
(13),  noch  eine  Relation  zwischen  den  Variabein x^.,x^ 
allein  folge.  Ob  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  oder 
nicht,  lasst  sich  in  jedem  einzelnen  Fall  durch  eine 
endliche  Zahl  von  Differentiationen  und  Eliminationen 
entscheiden. 


^)  Die  buiuiue  erötreckt  bich  über  alle  parametrischeu  Ableitungen  vonxA. 
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Bezeichnet  luuu  allgenieiu  mit  iSi  das  System: 

c  Uf  i  d  Uf 

(r,  6  ==  1,  J,  .  .  /  :  Ä  =  1,  2,  .  .  n  —  w*), 

und  besitzt  6V  die  im  vorigen  Satze  genannte  £)genschail,  so 
gilt  Analoges  a  fortiori  für  alle  Systeme       wo  X<v. 

Verlangt  man,  um  die  Ideen  zu  fiziren,  dass  die  »-y  »  t 
Funktionen  ft  hinsichtlich  o^i . .  •  •  unabhängig  seien, 
so  kann  man  in  8r  die  Yariabeln  o?! . .  0^  statt  k,  . .  tt»  als 
Independente  eiiitü  1 1 ren . 

6.  Die  Bedingungen  der  vorigen  Nr.  verlangen  natürlich 
vor  nlloni,  dass  nicht  schon  aus  den  Delationen  (11)  (12)  selber 
das  Verschwinden  aller  y-reihigen  Determinanten  in  (l:^)  oder 
eine  Relation  zwischen  den  x  allein  hervorgehe,  m.  a.  W.,  dass 
sich  V  linear  unabhängige  Funktionensysteme 

derart  bestimmen  lassen,  dass  die  Beziehungen 

m  m 

(15)  S'i)*  Oikh  Vir  tjk,  =  0 

1  1 

(r,  5  =  1,  2, .  . .  y;    =  1,  2, .  .  n  —  m) 

eriiillt  bind.  Es  ist  dies  nichts  audcrrs  als  die  in  Nr.  3  unter 
1)  uufL^estellte  Forderung.  In  der  That.  gibt  es  v  =  n  —  T~ni  -o 
Grü.ssensysteme  {^ii)  der  genannten  Eigenschaft,  so  besitzen  die 
Gleichungen 

£  m$    —  0    (s  =  1,  2, . .  I»  —  e) 

genau  q  linear  unabhängige  Lösungensysteme 

^ui  hi*'*  imi   (i  =  1,  2, . .  ß), 

und  die  bilinearen  Gleichungen  (5)  sind  offenbar  veimSge  der 
Q  linear  unabhängigen  Relationenpaare  (8)  (9)  identisch  erfttllt. 
Umgekehrt,  ist  letzteres  der  Fall,  und  bedeuten  die  Grössen 
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(14)  die  V  linear  unabliängigoa  Losungeusysteme  der  lie- 
latiouen : 

Vi  +  •  •  +  =  Ö    (i  =  1  . .  e)i 

so  bestehen  offenbar  auch  die  Beziehungen  (15),  was  zu 
zeigen  war. 

7.  Bemerkenswert  ist  der  Spezialfall,  dass  schon  das 
Differentialsysteni       selber  durch  Auflösung  nach  gewissen 

Ableitungen        in  ein  canonische»  passives  System  verwandelt 

werden  kann.  Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  das 
System  Sp  und  die  Gleichungen,  die  hieraus  durch  unbegrenzte 
Derivation  nach  den  u  folgen,  weder  das  Verschwinden  aller 
r-reihigen  Determinanten  (13)  noch  auch  irgend  eine  nicht  in 

Sr  enthaltene  Itelatiun  zwischen  den  Grössen 

zur  Folge  haben.  Alle  Systeme  8^,  8^, .  .  8^-1  besitzen  dann 
a  fortiori  die  analogen  Eigenschaften. 

8.  Eine  weitere  Speziaiisirung  dvr  Annaliiiie  der  letzten 
Nr.  ist  für  die  allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differential- 
problenie  von  besonderem  Interesse.  Es  seien  für  das  System 
Sy  die  Bedingungen  der  vorigen  Nr.  eH'üllt,  und  es  v  <  r  lc  die 
Forderung  hinzugefügt,  dass  aus  8r  und  den  aus  ihm  durch 
Derivationen  folgenden  Gleichungen  keine  andern  Relationen 
in  den  Yariabeln 

^^^^  **'a^  au.'  at*::; 

foli^en,  als  solche,  die  vernKij^'e  Sy^\  (vgl.  Nr.  5)  identisch 
beistehen,  e1)enso,  das.s  aus  dem  System  »SV_i  niid  den  daraus 
durch  unbegrenzte  Derivation  folgenden  Gleichungen  für  die 
Yariabeln 

9  Xi       3  Xf   ^  ^ 
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keine  andern  Delationen  herrorgehen  können,  als  solche,  die 
Iq  iSy-s  enthalten  sindi  u,  s.  w.,  endlich  daas  8^  zu  in  der 
analogen  Beziehung  stehe.  Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige 
Integral'JIC-i  des  Differentialaystems  iS^-i: 

(17)  Xi^\pt{u^%^,  .%,^{)  (i=sl,2,..»), 

und  beachten,  dass  jede  partielle  Ableitung  der  die  in  der 
canonischen  Auflösung  von  Sy-\  parametrisch  ist,  infolge 
unserer  Annahmen  sich  offenbar  auch  unter  den  parametrischen 
Ableitungen  der  canonischen  Form  von  findet,  so  erschliesst 
man  nach  Kr.  5  die  üzistenz  einer  Integral-3f,  des  Systems 
die  jene  Integral-JU^^i  vollständig  enthält.  Eine  Ausnahme 
würde  nur  dann  eintreten,  wenn  für  jedes  Wertsystem  der 
Grössen  (16),  das  durch  die  Relationen  (17)  definirt  wird,  die 
rechten  Seiten  der  canonischen  Auflösung  von  Sy  ;iufli<"»rten, 
sämtlich  rogiililr  zu  sein.  Da  dies  aber,  wie  mau  leicht  er- 
kennt, nur  für  besondere  Integral- Jlf,_i  eintreten  kann,  die 
ausser  S^^i  noch  andere  partielle  Differentialgleichungen  er- 
füllen, so  schliesst  man: 

Unter  den  zu  Anlang  dieser  Nr.  geraachten  Voraus- 
setzun-^'en  geht  durch  jede  Integral-ilf,  des  gegebenen 
Pfaff'schen  Systems  im  Allgemeinen  wenigstens  eine 
Integrai-iW,,  durch  jede  Integral-J/j  wenigstens  eine 
lntegral-J/3  etc.,  endlich  durch  jede  Integral-JII^.i 
wenigstens  eine  Integral-Jf». 

Die  Aufstellung  der  hiezu  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungsgleichung«  11  zwischen  den  Ooefficienteu  a,*  des  Pfaff- 
schen  Systems  bezeichnen  wir  als  d;is  , Problem  Es  er- 

hebt sich  in  jedem  einzelnen  Fall  insbesondere  die  Frage  nach 
der  grüssten  Zahl  v  Yon  der  angegebenen  Beschaffenheit. 

9.  Damit  die  Forderungen  der  vorigen  Nr.  erfüllt  seien, 
ist  vor  aiieui  nötig,  dass  ausser  (h  n  Ikdingungen  der  Nr.  6 
noch  die  folgenden  erfüllt  seien:  Bezeichnet  man  allgemein 
mit  Cta  das  Kelationensystem 
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1  1 

(r,  s  «s  1,  2,  .  .  A;  Ä  =  1,  2,  .  .  ii  —  w), 

so  dürfen  aus  den  Relationen  6ry  durch  Elimination  der 
nur  solehe  Relationen  folgen,  die  vermöge  Cr^^i  identisch  erfüllt 
sind,  ebenso  dürfen  aus  G-^-x  durch  Elimination  der  f^t^r^y  nur 
solche Gleichun^n  hervorgehen,  die  inOy.o  enthalten  sind,  u.s.w. 

In  den  finlaclisteii  Füllen  m  —  3  und  m  =  4  wird  .sich 
heruuiifiitellen,  das.s  diesf  Bedingungen  zusammen  mit  denjenigen 
der  Nr.  6  bereits  die  Passivität  des  Differentialsystems  zur 
Folge  haben. 

10.  In  den  Fällen  jfi «  1  und  m  =  2  sind  die  Probleme 
A  und  B  trivial.  Wir  betrachten  daher  zunächst  das  PfaflTsche 
System : 

(lö)  dx^^k  =  a  *  dx\  +  «2»  <^ +  öa*  t^^a  (Ä  «  1,  2, . .  »  —  3), 

und  fragen,  unter  welchen  Bedingungen  sich  dieses  System  auf 

eine  Form  mit  n  —  1  DiüereiitialeKmenteu  bringen  lüsst. 

Soll  zunächst  durch  jede  Integriil-J/i  (oder  „Inteorralcurve") 
des  Systems  eiue  Integral- gehen,  so  müssen  die  üieicUuugen 

3  3 

(19)  L'' a.»A        =  0  (Ä«l,2,..i»-3) 

für  jedes  Wertsystem  |,  |,  ein  davon  linear  unabhängiges 
LSsungensystem  ti^  17,  1;,  zulassen,  und  dies  kann  offenbar  nur 
dann  eintreten,  wenn  sich  die  n  —  8  bilinearen  Gleichungen 

(19)  auf  eine  einzige  reduciren,  d.  h.  wenn  in  der  Matrix 

j  «iti   «isi   «»11  i 

(20)  'a       a  a 

^     '  ,  "122      "232      "812  I 

Ii  •      •  -II 

alle  zweireihigen  Deterniiiianten  identisch  verschwinden.  Sind 
alhu  etwa  die  Elemente  der  ersten  Zeile  nicht  alle  null,  üo 
muss  man  haben: 

Orf»»  — ÖAOrfÄi  (Ä=s2,.3,..ii  — f»;  i,*=:l,2,3). 
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ich  babe  diese  AuuahDie  in  einer  fnihenii  Abliaiuliimg^j 
ausführlich  untersucht.  Es  sei  hier  nur  hervorgehoben,  cla.ss 
ein  Ffalf'sches  Systt  in  (18)  dieser  Art  uiiljegrenzt  viele  Integral- 
besitzt,  und  dass  jede  dieser  von  oo^  ^charakteristisclieD 
Garreii*  erzeugt  wird,  die  durch  das  simultane  System  ge- 
wöhnlicher DijSerentialgleichungen 

dxi^  =  ij  a/A  äxr,  dx^ :  dx^ :  dx^     o^, :      ;  a,,, 

definirt  sind;  man  erhält  die  J/,,  die  durch  eine  beliebig  vor- 
gegebene lnte$^ral-il/,  des  Systems  (1S|  liimlurthgeht,  indem 
man  alle  diejenigen  oo^  charnktrristisclirii  rurvfii,  die  l>ezw. 
von  den  oc^  Punkten  der  integral- J/,  auslauten,  zu  einer 
zusammeiifasst.  Dieser  einfache  Satz  enthält  als  Spezialfall 
Cauchy's  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  mit  zwei  Independenten,  sowie  die  Theorie  der  von 
Lie*)  so  genannten  ,Darbouz*schen  Systeme*  erster  Klasse, 
d.  h.  derjenigen  partiellen  Differentialprobleme  in  zwei  Indepen- 
denten, auf  welche  sich  Cauchy's  Methode  übertragen  ISsst 

11.  Soll  das  System  (18)  überhaupt  eine  Darstellung 

(21)  df,,  =  Fkdf  (A=  l,2,...*-3) 

zulassen,  so  muss  es  nach  Nr.  3  ein  Funhtionensystem  u^ 
geben,  derart,  dass  die  Gleichungen 

8  3 

(22)  l^J>aakdxtdxi,=  0    (A=l, ..»  — 3) 

i  1 

vermöge  der  lielationen 

(23)  M,  äx^     Mg  dXf-^ti^  dx^  =  0 
erfüllt  sind;  also  hat  man 


*)  „Zur  Invariantentbeorie  der  Systeme  Pfaff*aeber  Gleichungen'» 
Leipziger  Berichte  1898,  p.  207. 

^  Leipsiger  Berichte  1695,  p.  71. 
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0  aiuaiskUi 


t*,   ti,   «,  0 


s=  0  oder  am  «i  +  a«i*  %  +  am  «s  «  0 ; 


in  der  Matrix  (20)  müssen  also  alle  dreireihigen  Determinanten 
identbcli  versehwinden.  Sind  nun  nicht  alle  zweireihigen 
Determinanten  null,  so  besitzen  die  Gleichungen  (24)  eine  und 
nur  eine  Auflösung,  und  es  kommt  noch  die  weitere  Forde- 
rung hinzu,  dass  die  Gleichungen  (18)  (23)  zusammen  ein 
unbeschränkt  integrabless  Sjsteui  bilden.  Man  findet  hierfür 
die  Bedingung: 

0  =  M,  (A^  W3  -     Mj)  +  ff,  (^8  tt,  -  A^  M3)  -f  M3  (A^ «,). 

Durch  Betrachtung  spezieller  Fülle  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  diese  Bedingung  nicht  für  jedes  beliebige  System 
(18)  stattfindet;  ist  sie  erfüllt,  so  erhält  man  durch  Integration 
des  Systems  (18)  (23)  eine  und  wesentlich  nur  eine  Dar- 
stellung (21). 

Die  rrobleine  A  und  JJ  sind  damit  für  m  =  3  voll- 
ständig erledigt. 

12.  Soll  das  Pfaff'sche  System 

(25)  <^a?4^.A=  iJ  a.A  t/u,,    (Äsasl,  2,  ..n  —  4) 
auf  eine  Form 

(26)  dfH=^l<\df  (/*  =  l,2,..n-4) 

gebracht  werden  können,  so  uiusä  zuuüchät  der  Uung  der  Matrix 

i|l»-4 

(27)  |l>a«»i*||  (i,Ä=l,2.3.4) 

gleich  zwei  sein.  Deuten  wir  daher  1^  und  ebenso 
^i**V^  als  homogene  Punktcoordtnaten  eines  i2^,  so  sind  alle 
linearen  Complexe  des  12,,  die  in  der  Schaar: 


Digitized  by  Google 


286  Sitttmg  der  imUh,'phy$.  (Hatse  vom  7.  JiOi  1900, 

4     4  «-4 

(28)  S'L*(i;*a,*A^)^,,/*=:0 

1    1  1 

enthalten  sind,  speziell. 

Es  werde  aiit  x  der  Rang  der  Matrix 


(29) 


1,  «  —  4) 


bezeichnet.  Ist  dann  x  =  1,  d.  h.  reducirt  sich  die  Zahl  linear 
unabhängiger  Complexe  der  Schaar  (28)  auf  eins,  so  koimia  ii 
wir  auf  den  Fall  zurück,  den  ich  in  meiner  pag.  2^1  citirten 
Arbeit  betraciitt  t  liiibe.  Die  Reduktion  auf  die  Form  (26)  ist 
auf  unendlich  viele  Arten  möglich,  und  zwar  gohon  durch  jede 
Integral-Jlf,  unbegrenzt  yieie  Integral-^/^,  durch  jede  der  letz- 
teren wenigstens  eine  Integral-if^  bindurcb.  Umgekehrt,  soU 
dies  der  Fall  sein,  so  muss  zwei  der  Rang  von  (27)  und  eins 
derjenige  von  (29)  sein;  in  der  That  folgt  nach  Xr.  9  aus  der 
gemachten  Annahme,  dass  durch  jeden  Punkt  $  des  wenig- 
stens eine  Gerade  gehen  inu?is,  die  allen  Complexen  der  Schaar 
(28)  gemeinsam  ist,  und  durch  jede  solche  licrade  eine  Ebene, 
deriMi  siiiiitliclic  ( icraden  den  (.'omplexen  der  Schaar  g«'rn<M'nsam 
sind,  und  dies  kann  offenbar  nur  eintrotfn,  wenn  alle  Com- 
plexe der  Schaar  (28)  speziell  und  identisch  sind. 

13.  Ist  der  Rang  der  Matrix  (27)  gleich  2  und  ^  »  2, 
d.  h.  enthält  die  Schaar  (28)  zwei  und  nur  zwei  linear  unab- 
hängige Oomplexet  so  bilden  die  Leitgeraden  der  a>>  Complexe 

der  Schaar  ein  ebenes  Büschel.  Ist 

(ao)  w,  I.  +  w^i,  +  k;,^,  -f  ^4^4  =  0 

die  CMeichung  der  Büschelebene,  so  ist  das  Relationeupaar 

(31)  w^  dx^  +  . .  +  ^4  dx^  =  0 

(82)  n\  d     f  .  .  +  iv^  öx^^^ 

das  einzige,  vennöge  dessen  alle  biiinearen  Gleichungen: 

4  4 

(33)  ^^^aiUkdXiöXk  =  'i>    (Ä=l,..ii  — 4) 

1  1 
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identisch  erfttllt  sind.  Es  gibt  dann  eine  (und  nur  eine)  Dar- 
stellung (26),  wenn  das  Pfaff'Rclie  System  (25)  (31)  unbe- 
scliriinkt  intügrabel  ist,  d.  h.  wenn  in  der  Mutrix: 

0      .     fo,  II 

all«'  4-reihigen  Hfiuptunterdeterminanten  verschwinden.  Dieser 
Fall  lüsst  sich  leicht  auf  denjenigen  der  Nr.  11  zurQckfUhren. 
Unter  der  gemachten  Annahme  gibt  es  nSmlich  ein  Funktionen- 
sjatem     . .  I«*  das  den  Relationen 

4 

(34)  i:'a.*A|,=«0    (*«1..4;  — 4) 

genügt,  indem  |  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  der  T^eit- 

j[^'rraden  der  Com})lexo  (2S)  bezeichnet;  alno  gestattet  dius 
l'tajft  sche  Öjstem  (25)  die  infinitesimale  Trauslorraatiou^) 

xf=e,A,f+..  +  i,Aj, 

und  wird,  indem  man  die  n  —  1  Intcrriale  der  Gleichung 

(35)  {.^./■+..  +  f«^/-0 

als  neue  Variable  einföhrt,  auf  ein  n  —  4-gliedngcs  PfaflTschos 

System  in  n  —  1  Vnrialx'ln  reducirt.  iiir  das  also  den  Wert  8 
hat.  Da  die  Air/abl  iiiial)hiaigiger  bilinearer  ('ovarianten  durch 
die  Transformation  sich  nicht  ändert,^)  so  erhalten  wir  io  der 
That  den  FaU  der  Nr.  U. 

Ist  2  der  Rang  von  (27)  und  x  3,  sind  also  3  und 
nicht  mehr  linear  unabhängige  Complexe  in  der  Schaar  (28) 
vorhanden,  so  besteht  letztere  aus  oq*  speziellen  Complexen, 
deren  Leitgeraden  entweder  durch  einen  Punkt  1, .  •  ^4  gehen, 
oder  eine  Ebene  (30)  ertilUen,  ji*  nachdem  die  Gleichungen  {M) 
eine  Lösung  In  sitzen  oder  niolit.  Im  letzteren  Falle  er^"eben 
iiicU  für  diu  Möglichkeit  einer  Darstellung  (2G)  ganz  analoge 

^)  S.  meine  Arbeit,  ijeipziger  Berichte  1898,  p.  209. 
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Bedingungen  wie  soeben;  im  ersteren  Falle  ist  eine  Darstellung 

(26)  überhaupt  nicht  möglich. 

Da  nun  unter  der  Anuahnic  dasü  2  der  Kaug  der  Matrix 

(27)  sei,  in  der  Schaar  (28)  mehr  als  drei  linear  unabhängige 
Complexe  nicht  enthalten  sein  können,  so  sind  die  Probleme 
A  und  B  für  den  Fall  m  —  4,  y  =  3  Ydllig  erledigt. 

14.  Wir  wenden  uns  zu  dem  Problem  B  unter  der  An- 
nahme f»  s  4,  y  SS  2;  der  Rang  der  Matrix  (27)  werde  mit 
2<i  bezeichnet. 

1)  2  (7  —  4,  X  =  \.  Nach  meiner  oben  citirten  Abhand- 
lung kann  das  Pfaff^sche  System  (25)  aut'  unbegrenzt  viele 
Arten  in  der  Form 

geschrieben  werden,  worin  die  n  Funktionen 

fi  *Pf  fv  /ti  •  •  /i«-*«  ^ 

unabhängig  sind;  durch  jede  Integral- Jf,  gibt  es  unbegi'enzt 
viele  Integral-J^. 

2)  2  0  =  4,  «  =  2.  Die  Schaar  (2R)  enthält  nur  zwei 
(im  allgemeinen  verschiedene)  spezielle  Coniplexe.  Durch  jeden 
Punkt  f ,  der  nicht  auf  einer  Leitgeraden  eines  der  spesieUen 
Complexe  liegt,  geht  eine  einzige,  den  Gomplexen  (28)  gemein- 
same Gerade,  so  daas  die  Bedingungen  der  Nr.  9  erftült  sind. 
Femer  hat  das  System      hier  die  Form: 

<3«>  =         ^  (A  =  1. .  - »  -  4;    =  1. 2) 

137)        S'i>a,*4r'|f'  =  "    {h  =  l,..n-i), 

1      I  9  II,  ^  M| 

(wobei  man  von  den  Relationen  (37)  nur  die  zwei  ersten  bei- 
zubehalten braucht),  und  kann  nach  den  GrcSssen 

Sttg         '    3t#,    ^  ' 
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aufgelöst  werden;  diese  Auflösung  ist  canonisch,  und  offenbar 
passiv,  da  die  zwei  Werte,  die  sich  für  jede  der  Ableitungen 

du  Derivation  von  (36)  ergeben,  yermöge  (37) 

identisch  ausfallen.  Domentsprochend  geht  durch  jede  Integral- 
curre  des  Pfaff'schen  Sjstemes  (25)  mindeslms  eine,  und,  wie 
man  leicht  erkennt,  auch  nur  eine  Integral-iM,  hindurch.  Eine 
Ausnahme  tritt  nur  ein,  wenn  die  gegebene  Integ^l-ilf|,  die 
wir  durch  Gleichungen  der  Form 

iK^  — Vrf(tti)  (i«=l..n) 

definirt  denken,  ausser  den  Keiationen 

9  Xi+h     ^, .      9  Xi 

auch  noch  das  eine  oder  das  andere  der  Gleichungspaare: 

erfüllt,  wobei  die  beiden  Kelationenpaare 

L*ö>^*l*  =  0,  i;ci>iU*=0    (i  =  l,2) 

besEW.  die  Direktricen  der  in  der  Schaar  (28)  enthaltenen  zwei 

speziellen  Complexe  definiren  sollen.  Eine  solche  Integrul-.l/, 
lioisso  eine  , Charakteristik" ;  h'w  ist  auf  luibrp-enzt  vielt  u 
zweilach  aubgedehnten  Integrahnannigtalti^keitLn  (i»  s  Pfaff'schen 
Sjstenis  (25)  enthalten.  Umgekehrt  enthält  jede  lnt<'tri al-.l/^ 
je  einfach  unendlich  viele  Charakteristiken  eines  jeden  der 
beiden  Systeme. 

Wie  man  sieht,  ergibt  sich  hier  eine  Theorie,  die  den 

bekannten  Sätzen  über  partiolle  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
luiüg  mit  zwei  IiKlcjM'ndcnten  ganz  analog  ist.  und  aurli  wirk- 
lich nicht  nur  die  zuletzt  genannte  Theorie,  sondern  auch  die- 
jenige der  sog.  Darboux'schon  Systeme  zw(  iter  Klasse  als 
SpezialiUlle  in  sich  schliesst.  Indem  wir  wegen  weiterer  Einzel- 
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heiten  teils  auf  eine  frühere  Abhandlung,^)  teils  auf  eine  an 
anderer  Stelle  zu  gebende  ausführliche  Darlegung  Terweisen 
müssen,  erwähnen  wir  hier  nur  noch,  dass  jedes  n  —  tw-gliedrige 

Piaä'sche  System  in  n  Variabein,  dessen  hilineare  Covanuiiten 
sich  auf  genau  m  —  2  linear  unabhiingigo  reduciren,  zu  einer 
analogen  Theorie  Anlass  gibt,  indem  es  im  Allg;emeinen  eine 
und  nur  eine  iutegral-ili,  besitzt,  die  eine  gegebene  Integral- 
enthält. 

Ist  2  o  =  4,  so  kann,  falls  die  Bedingungen  der  Kr.  9 
für  V  SS  2  erfüllt  sein  sollen,  x  nicht  >  2  sein,  da  sonst  nicht 
durch  jeden  Punkt  des  eine  den  Complezen  (28)  gemein- 
same Gerade  hindurchgehen  könnte. 

3)  Es  sei  2  o  =  2;  dann  ist  x  <  3. 

Ist  X  =  1,  so  kann  die  Zahl  v  der  Nr.  8  gleich  3  ge- 
nommen werden. 

Ist  X  SS  2,  so  kann  das  Differentialsjstem  (36)  (37),  genau 
wie  beim  vorhergehenden  Fall,  ohne  weiteres  die  canonisehc 
passive  Form  erhalten,  und  man  schliesst,  dass  durch  jede 
Integral-3f,  des  Pfaff 'sehen  Systems  (25)  im  allgemeinen  eine 
und  nur  eine  Integral- jI/^  geht.  Biese  Integralmannigfaltigkeit 
wird  aber  nunmehr  durch  Integration  eines  simultanen  Systems 
gewijhnlicher  Differentialgleichungen  g<  Kunden.  In  der  That 
redueirt  sicli  das  Pfaft''sche  System  (25)  unter  der  gemachten 
Annahme  diinli  Kinfiiluung  der  Integrale  der  in  Nr.  18  be- 
traciiteten  Gleichung  (35)  als  neuer  Variabler  tiuf  ein  System 
mit  n —  1  Variabein,  oder  etwas  anders  ausgedrückt,  die  durch 
eine  gegebene  Tntegral-J/,  gehende  IntegTal-3/j  wird  erzeugt 
von  den  oo^  charakteristischen  Gurven  der  Gleichung  (35),  die 
bezw.  von  den  oo^  Punkten  der  ausgehen. 

Soll  endlich  im  Falle  2  a  =  2,  »  =  3  durch  jeden  Punkt 
des  JR,  eine  gemeinsame  Gerade  der  od*  speziellen  Gomplexe 
(28)  gehen,  so  müssen  die  Leitgeraden  der  letzteren  einen  Punkt 

0  ,Uebor  {gewisse  Systeme  Pfaff'acher  Gl cichun gnn", 
Sit/.ungdber.  der  math.-pbys.  Ciaaae  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.,  Bd.  XXY, 
p.  423  (1896). 
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^,,,^4,  also  die  Gleichungen  (34)  auch  jetzt  wieder  ein  Lüsim^en- 
system  gemein  haben.  Dann  aber  gebt  durch  jede  Integral-il£, 
eine  Integral-Jl^,  die  genau  wie  vorhin  von  den  charakteristi- 
sehen  Cunren  der  partiellen  Differentialgleichung  (35)  er- 
zeugt wird. 

Wir  können  die  Ergebnisse  dieser  Nr.  so  zusammenfassen: 
Daruil  durch  jede  Integral-J/j  des  Pfaff'schen  Systems 
(25)  eine  Integral- Jkfj  hindurchgehe,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  dass  entweder  in  der  Matrix  (29) 
alle  dreireihigen  Determinanten  identisch  yerschwin- 
den,  oder  dass  die  Gleichungen  (84)  ein  Lösungen- 
system  besitzen. 

15.  Indem  wir  nun  dazu  Übergehen,  für  die  noch  Übrigen 

Fülle,  die  sich  unter  der  Annahme  v  =  2,  m  =  4  darbieten, 

daa  Pjublein  A,  d.  h.  die  Möglichkeit  einer  Darstellung 

(38)  äfi^K  =  Fudf-^  i^udip  (Ä«1.2,..«-4) 

des  PfaflP'schen  Systems  (25)  zu  erörtern,  hetrachten  wir  zunächst 
1)  den  Fall  2  ö  =  2,  x  =  3  unter  der  Annulime,  dass  die 
Leitgeraden  der  oo^  speziellen  Complexe  der  Schaar  (28)  nicht 
durch  einen  Punkt  gehen,  sondern  in  einer  Ebene  liegen,  die 
im      (^, . .      durch  die  Gleichung 

tC,  ^1  4-  +  «^3  -  3  +  ih  ^4  =  0 

definirt  werde.    Dann  sind  die  Delationen  (37)  mit  den  folgenden 

algebraisch  äquivalent,  d.  h.  jede  Integral-3/^  des  Pfaff^scben 
Systems  (25)  erfüllt  auch  die  Pfaff^sche  Gleichung 

(39)  tc\  d        .  .         d     =  0. 

Wenn  wir  yan  dem  in  Nr.  13  behandelten  Fall  absehen, 
dass  das  System  (25)  (39)  unbeschränkt  integrabel  ist,  und 
beachten,  dass  die  bilinearen  Gleichungen  (33)  vermöge  der 
Relation  (39)  und  der  dazu  congruenten  identisch  verschwinden, 
so  erkennen  wir  in  den  Gleichungen  (25)  (89)  ein  n  —  3-gliedriges 

1900.  SltiungBb.  d.  iii»Ui.-pb7B.  CL  19 
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PfaÖ'sches  System  mit  n  Variabein,  dessen  biliueare  Co  Varianten 
sich  auf  eine  einzige 

4  4 


ßth  äXi  dXk  «=0    0?rt  =  Äi  Wk  —  Äu  w,) 


reduciren.  In  Nr.  10  wurde  gezeigt,  dass  dieses  System,  und 
mitliin  auch  das  gegebene  Pfaff^sche  System  (25)  sich  in  un- 
begrenat  Tielen  Weisen  auf  eine  Form  mit  n  —  2  Differential- 
elementen  reduciren  lässt.    Diese  Reduction  yerlangt  die  Tn- 

te<jfration  einer  linearen  homogenen  partiilkn  DifFerential- 
gleicliung  erster  Ordnung,  die  oiieubar  in  der  Gestalt; 


ßw    As»    ßw    ^i^  ^if\ 

ßiV       0,       /?23,  «'2,  A^f 

ßiv    ^32'      ^      ßn^    ^^a»  / 

ßw    ßw   ßw     9»  ^if 

Wl,      »«»      »S»      ^A*        0  0 

AJ\  AJ.  AJ,    0  0 


geschrieben  werden  kann;  durch  jede  Integral-Jlf|  des  Pfaff- 
schen  Systems  (25)  (39)  geht  eine  und  nur  eine,  von  den 
Charakteristücen  der  partiellen  Differentialgleichung  (40)  erzeugte 
Integral^üf,  hindurch. 

2)  Es  sei  2  o  ss=s  4,  >e  =  8,  und  es  werde  ferner  ange- 
nommen, dass  die  Leitgerudeii  der  in  der  Schaar  (2^)  vor- 
handenen 00^  spezieilen  Complcxc  l  iiic  allgemeine  Re^»-»'!-  haar 
2.  Grads  bilden.  Die  Leitschaar  der  letzteren  besteht  dann  aus 
allen  den  Complexen  (28)  gemeinsamen  Geraden,  und  möge 
durch  die  beiden  Gleichungen: 


dargestellt  werden,  wo  q  einen  Parameter  bedeutet.  £s  ist 
leicht,  die  /i,     jü,  v  als  Funktionen  der  otu  ausEudrQcken^ 


(41) 
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doch  ist  die  ezpHcite  Aufstellung  der  betreffenden  Formeln  für 
unsere  Zwecke  nicht  ndtig.  Das  allgemeinste  Relationenpaar 
in  dx^ . .  dx^,  das  mit  dem  congruenten  zusammen  alle  hilinearen 
Qleichungen  (33)  identisch  erfüllt,  hat  darnach  die  Form: 


worin  q  eine  arbitrftre  Funktion  der  x  bedeutet;  diese  ist  jetzt 

so  zu  bestimmen,  dass  das  n  —  2-gliedrige  Pfaff'sche  System 
(25)  (42)  unboschiiiukt  integrabel  wird.  Zu  diesem  Zwpck 
betrachten  wir  die  Glcicliungen  (2.'>)  (42)  als  ein  Pfnff'sclics 
System  in  w  -{-  1  Variabein  q,  x^  .  .  x„.  Die  bilinearen  Co- 
varianten  desselben  reduciren  sich  auf  die  beiden  folgenden: 

X]  2j  (jUk  +  e Vik)  dx.öxk-^      V,  (</(>  <> Xi  —  ÖQdx,)  =  0, 
worin  zur  Abkürzung 


gesetzt  wurde.  Von  diesen  zwei  Gleichungen  ist  keine  eine 
Folge  der  andern;  denn  sonst  wäre  die  Belation  £  V(  |,-  s=  Q 

eine  Folge  von  Snff«0  und  von  (41),  d.  h.  die  Ilegelschaar 
(41)  wäre  em  Kegel  oder  ein  ebenes  Büschel. 

Nelmieü  wir,  um  die  Ideen  r.u  üxiren,  an,  dass  die  Gleich- 
ungen (42),  solange  q  beliebig,  nach  dx^,  dx^  auflösbar  seien, 
m  können  wir  das  Pfaff'sche  System  (25)  (42)  in  der  Form 
schreiben : 

(43)        dx^^h  =  hih  dx^  -j-  öai  dx^   (h  =  1, . .  w  —  2), 

wo  die  hik  rationale  Funktionen  von  q  bedmtten. 

Setzen  wir: 


(42) 


£  jüt  dxt  -\-qCu  Vi  dX()  =  0, 


ÄtfAk'-Akfii^  fiih       s.  w. 


Ukbik^bikk    (i,Ä  =  0,l,2), 

19* 
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so  Torachwinden  nach  dem  eben  gesagten  in  der  Mainz 

Kii  ^«01 

^oii   ^in  ^f» 
•       •  • 

alle  dreireihigen,  aber  nicht  alle  zweireihigen  Deteiminanten 
identisch. 

Um  aui"  das  Pfaff'sche  System  (43)  die  Methode  der  Nr.  11 
anzuwenden,  suchen  wir  zwei  Funktioueu  v,,  der  Variabein 
Wi,  Q  80  ZU  bestimmen,  dass  die  ßelation 

(44)  dg  ^v^dx^  +  v^dx^ 

mit  (48)  zusiiiniiien  ein  unbeschränkt  integrabies  System  lietert. 
Nach  Nr.  11  mUssen  die  v  den  Gleichungen 

(45)  v,  ^20*  +    h\h  =  fei2*    (Ä  =  1  . .  n  —  2) 

genflgen,  und  sind  hierdurch  offenbar  als  rationale  Funktionen 
Ton  Q  eindeutig  bestimmt.   Femer  muss  man  haben: 

oder  also: 

(46)  (B,  B,)  +  V,  (B,  B,)  +  V,  (B,  li^  + 

4-  Bq  I\Jj^    —      v^  -f     B^    —  v^B^v^)-0; 

da  aber  die  drei  ersten  Terme  wegen  (45)  eine  identisch  ver^ 
schwindende  Summe  haben,  so  folgt: 

(47)  B^  V,— JB,  «1  +    B^  v^—v^  Bf, =  0. 

Es  ist  (lies  eine  algebraische  Gleichung  in  o;  ist  sie  für 
jt'des  beliebige  p  erfüllt,  <l:iiin  und  nur  dann  ist  d;is  PfatV'sche 
System  (48)  (44)  unbeschränkt  integrabel.  Bedeuten/,,     .  . 
seine  Integrale,  so  erhält  man  für  das  gegebene  Pfafl'^sche 
System  (25)  zunächst  eine  Darstellung  der  Form 

(4^5)    F^H  df, +        F„^,^,dfn^i  =  0  (Ä=l,..n-4), 

wo  die  F,  f  Funktionen  von  p,  a;,  . .  x»  bedeuten,  und  das 
Zeichen  d  sich  auf  diese  n-^-  l  Yariabehi  bezieht.   Da  aber 
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das  unbeseliHinkt  intcgrable  System  (48)  (44)  nach  dg  auf- 
gelöst ist,  so  kann  eine  der  Gleichungen  f,  =  c,  etwa 

(wo  €  eine  arbiträre  Constante  bedeutet),  nach  q  aufgelöst 
werden.  Substituirt  man  diesen  Wert  von  q  in  (48),  so  erhält 
man  für  das  Pf  äff 'sehe  System  (25)  eine  Form  mit  n  —  2 
Differentialelementen,  und  es  gibt,  wie  man  sieht,  einfach 
unendlich  viele  Darstellungen  dieser  Art. 

Ist  die  Bedingung  (47)  niclit  für  jedes  q  erfüllt,  so  kann 
die  (irüsse  (j  höchstens  auf  eine  endliche  Zahl  von  Arten  als 
Funktion  von  X^,..X„  so  bestiniint  weiden,  dass  das  PfafF'sche 
System  (25)  (42)  unbeschränkt  integrabel  wird.  In  der  That, 
damit  die  Funktion  q  das  genannte  System  unbeschränkt  in- 
tegrabel mache,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  man 
identisch  habe: 

dass  also  q  den  beiden  nicht  homogenen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen 

(49)  B^Q=^v,,  Jb^(j==  v^ 

geuUge.    Setzt  man  nun 

80  muss  die  Funktion  q  auch  die  folgende  Identität  befriedigen: 

Diese  Gleichung  aber  reducirt  sich,  wenn  man  die  Re- 
lationen (49)  berücksichtigt,  auf  eine  in  den  p,  lineare  Relation, 

die  aus  (46)  dadurch  entsteht,  dass  man  darin  ~-  durch  pt 

und  f  durch  —  1  ersetzt,  m.  a.  W.  auf  die  algebraische 
Gleichung  (47). 
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Für  jede  einzelne  Wurzel  q  dieser  Gleichung  hat  man 
jetzt  zu  prüfen,  ob  das  System  (25)  (42)  unbeschränkt  in- 
tegrabel  wird;  dabei  kaDn  indes  auch  noch  die  Aunahme  q^oo 
in  Betracht  kommen,  d.  h.  es  kSnnen  die  Gleichungen 

mit  (25)  zusammen  ein  un beschränkt  integrables  System  bilden, 
also  zu  einer  Darstellung  (38)  Anlass  geben. 

3)  Wir  betrachten  den  Fall  2  ü  =  4,  x  >=  8  unter  der 

Annahme,  dass  für  die  in  A,  homogene  quadratische  Form, 
deren  Quadiai  mit  der  vierreihigen  alternirenden  Determinante 
(27)  identisch  ist.  die  Diskriminante  identisch  verschwindet, 
dass  also  die  oo^  Geraden,  die  allen  Cuinplexen  der  Schaar  (28) 
gemeinsam  sind,  in  zwei  ebene  Büschel  zerfallen.  Ist  das  eine 
dieser  Büschel  durch  das  Gleichungspaar: 


(50) 


4  4  4 


definirt,  so  hat  das  allgemeinste  Relatioiienjtaar  in  dx^  . .  dx^, 
das  mit  dem  cungruenten  zusammen  alle  bilinearen  Gleich- 
ungen (33)  erfüllt,  die  Gestalt: 


(öl) 


'!^}fiidXii-Q^VidXi^O,  ^fiidXi^O, 


oder  die  analoge,  aus  dem  Gleiehungspaar  des  zweiten  liüseliels 
zu  bildende  Form.  Damit  dann  eine  Funktion  o  der  Variabein 
X^  . .  Xn  das  n  —  2-<^lieiirige  PfaflP 'sehe  Rvstem  (25)  (51)  unbe- 
schränkt integrabei  mache,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dass  die  beiden  folgenden  Identitäten  stattfinden: 


0    /*»  /*«  /^4»  f*i+Q  ^1»  A*i 


/*«  A*4f  ßiM   0  f*i+  e  ni  /*4 

/*a  h  Fh         ^  0 


^  0. 
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(52) 


=  0, 


0       /ijj        +  f\ 

•       «        •       •  »  « 

-^41  -^41  ^41  /*4  +  e  »'4»  /^4 

•    •  0  0 

/*i    /*!    Äs    Ä*4  ö  0 

worin  gesetzt  ist: 

Atk  =  i"«*  +  ö  »"lik  +  »'III     (>  —  '  •  -1* 

und  die  fin,  ii.  s.  w.  die  auf  pag.  293  aogegebene  Bedeutung 
haben. 

Die  erste  dieser  Identitäten  hat  die  Form 
(53)  Ae  +  B  =  0 

wo  A,  B  Funktionen  von  x^,  ,Xn  l)cd('iiton.  Ist  /l  =  0,  Ä  =  0, 
so  liefert  (52)  ftlr  q  eine  niclitliüiiiogoiie  lineare  partielle 
Diflerentialgleichung  1.  Ordnung,  und  jedes  Integral  derselben 
macht  das  Pfaff'sche  System  {'l^y)  (51)  imbesrhränkt  integrabel; 
es  gibt  fflr  das  gegebene  Pfaif'sche  System  (25)  unbegrenzt 
viele  Formen  mit  n  —  2  Differentialelementen.  Ist  A  0,  so 
hat  man  zu  prOfen,  ob  die  durch  (53)  definirte  Funktion  q  die 
Relation  (52)  erf&Ut;  ist  dies  der  Fall,  so  erhält  man  fUr  das 
Pfaff'sche  System  (25)  eine  Form  mit  »  —  2  Termen.  Schliess- 
lich hat  iiKin,  Wenn  A  0,  B  ,  0,  noch  zu  untersuchen,  ob 
nicht  etwa  die  Gleichungen 

£  Vi  dXi  =  0,  irf  y,  dXi  =  0 

mit  (25)  zusammen  ein  unbeschränkt  integrables  System 
hefern. 

Dieselben  Untersuchungen  sind  natürlich  auch  für  die 
Definitionagleichungen  des  andern  der  beiden  Geradenbüschel 
durehzuftihren. 
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4)  Ist  2  o  =  4,  X  =  4,  80  können  die  Complexe  der  Schaar 
(28)  ein  Geradenbüscliel  (50)  gemein  haben,  dann  ist  die 
weitere  Diskussion  dieselbe  wie  vorhin;  oder  sie  haben  zwei 
Gerade  gemein,  d.  h.  es  gibt  nur  zwei  verschiedene  (oder 

cuiiicidirenJo)  iielatioueiipaure 

(54)  S^,(la;<  =  0,  £/<,  (? a;,  =sO 

die  mit  den  kongruenten  zusammen  den  bilinearen  Gleichungen 
(33)  genügen,  also  für  das  gegebene  Pfaff^sche  System  (25) 
höchstens  zwei  verschiedene  Formen  mit  n  —  2  Diflferential- 
elementen.  Ebenso  erkennt  man,  dass  im  Falle  )c  sss  ^  höch- 
stens eine  solche  Darstellung,  im  Falle  —  6  aber  überhaupt 
keine  existirt. 

Durch  die  Torstelioiulen  Betrachtungen  sind  die  iVobleme 
A  und  B  1  iir  m  =  3  und  m  =  4  vollständig  erledigt.  Zu- 
gleich erkennt  man,  dass  für  diese  Werte  von  m  die  in  Rede 
stehenden  Reduktionen  stets  auf  die  Integration  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  zurückkommen,  mit  einziger  Ausnahme 
des  FaUes  Nr.  14,  2). 

Die  Beb a mihi  11^  der  Fälle  M  >  4  erlordert  ein  genaueres 
Eingeben  aul  die  Tbeorie  der  linearen  Komplexe  in  böberen 
iwiuriH'ti,  d,  h.  der  Schnaren  von  alternierenden  ]>ilinearformen 
mit  mehr  als  vier  Variabeinpaaren.  Ich  gedenke  meine  auf  die 
Fälle  m  =  5  und  m  =  6  bezüglicben  Untersuchungen  dem* 
nächst  an  anderer  Stelle  ausführlich  darzulegen. 
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Nachschrift 

Nach  Ablieferang  dieser  Arbeit  erhielt  icli  durch 
gatige  Vemiittelung  der  Henm  A.  Mayer  und  F.  £ngel 
Kenntnis  von  einer  Abhandlung  des  Herrn  J.  E.  Russjan: 
«Sistema  urawnen^  Pfaff'a'  (Odessa  1899).  Herr  Kussjan 
Tersucht  darin,  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen di^r  auf^sustellen,  dass  ein  Pfaff'sches  System  (1) 
sicli  auf  die  Form  (2)  bringen  lasse:  doeli  sind  die  Resultate 
seiner  Untersuchung  unrichtig.  In  unserer  Bezeichnungsweise 
lauten  die  K  ussj  an 'sehen  Bedingungen  so:  Ks  müssen  in  der 
Matrix  ;  iJ«  a,*,  A,  ]  alle  2^-1-  2-reihigen^)  Hauptunterdeter- 
minanten  identisch  verschwinden,  und  das  System  linearer 
homogener  partieller  Differentialgleichungen  L  Ordnung,  das 
erhalten  wird,  wenn  man  ausdrückt,  dass  die  Matrix: 

0  ^  ai2«      .  .       am»      Äi  f 

; 

jj  £•  021«  ^»             0           .  .   2j«  (^2m»  ^,    A2  f 

[!•  • 

I  £*  ^1         <3(m2a  ^  •  •  0,  Am  f  {| 

II  A,f,  A^f,     .  .  f,        0  II 

bSchstens  den  Hang  2  q  hesitst,  muss  q  unabhängige  Integrale 
v^j  tij, . .  Uq  zulassen. 

Die  Notwendigkeit  dieser  Bedingungen  leuchtet  nach 
Nr.  2  unserer  Arbeit  unmittelbar  ein;  Herr  Russjan  glaubt 
aber,  dass  sie  auch  hinreichen,  und  dies  ist  keineswegs  der 
Fall.  In  der  That,  wären  die  genannton  Bedinijnnfrcn  hin- 
reichend, so  müsste  man  (wie  es  auch  Herr  Kussjan  thut, 
1.  c.  p.  109  ff.),  folgera,  dass  bei  geradem  m  jedes  n  —  ffi- 


i)  e  =  T  —  n  4-  in. 
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gliedrige  PfafiTsebe  System  in  m  Yariabeln  auf  eine  Form  mit 
n  —  Int  DifTerentialelementen  reclucirt  werden  kann,  d<i  ja  in 
diesem  Fall  p  =  ]  mithin  das  obige  Schema,  als  alternirende 
Matrix  der  ungeraden  Ordnung  w  4"  ^  *  ^ur  jedes  beliebige  f 
einen  Haii^r  <  2  o  besitzt.  Also  müsste  z.  B.  jedes  n  —  4- 
gliedrige  l'fatt  sehe  System  in  n  Variabebi  auf  n  —  2  Diflferential- 
elemente  reducirt  werden  können,  was  nach  den  Ergebnissen 
der  vorliegenden  Arbeit  nicht  der  Fall  ist,  schon  deswegen 
nicht,  weil  mehr  als  ¥ier  lineare  Gomplexe  des  JR,  im  allge- 
meinen keine  Gerade  gemein  haben. 

Damit  werden  aber  auch  alle  Übrigen  Schlüsse  der  Russj an- 
sehen Arl)»  it.  soweit  sie  sich  auf  Systeme  Pfati'scher  Gleich- 
ungen beziehen,  illusorisch. 
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üeiieiiilicbü  Sitzung 

zur  Feier  des  141.  Stiftungstages 
am  28.  Hftrs  1900. 

Die  Sitzung  eröffnet  der  Priisident  der  Akademiei  Ge- 
heimrafe  Dr.  K.  A.  t.  Z Ittel,  mit  folgender  Ansprache: 

Wir  feiern  heute  den  141.  Stiftungstag  der  k.  bayer. 
Akademie  der  Wissenschaften.  War  es  mir  vergönnt  in  der 
letzten  Festsitzung  einen  Rückblick  :uif  die  Gründling  und 
Entwicklung  unserer  gelehrten  Gesellschuft  im  vergangenen 
Jahrhundert  zu  werfen  und  zu  zeigen,  in  welch  hervorragendem 
Mass  ihr  Blühen  durch  die  Fürsorge  und  das  Wohlwollen 
unserer  allerhdchsien  Protektoren  aus  dem  Hause  Wittelshach 
gefördert  wurde,  so  möchte  ich  heute,  einer  Gepflogenheit 
meines  hochverehrten  Vorgängers  folgend,  die  Aufmerksamkeit 
der  hohen  Festversanniilung  auf  den  gegenwärtigen  Zustand 
und  die  Thätigkeit  der  Akademie  und  des  damit  verljuudenen 
Generalkonservatoriums  der  wissenschaftlichen  Sammlungen  des 
Staates  lenken. 

Die  Akademie  konnte  im  vergangenen  Jahr  ungestört  ihre 
wissenschaftliche  Thätigkeit  fortsetzen.  Die  in  den  monatlichen 
Klassensitzimgen  vorgelegten  Mitteilungen,  welche  grösstenteils 
von  Mitgliedern  der  Akademie,  teilweise  aber  auch  von  ausser- 
halb unserer  Korporation  stehenden  Forschern  lierrühren,  füllen 
je  2  Bünde  unserer  Sitzungsberichte  und  Denkschriften  und 
legen  Zeugnis  ab  von  der  fleissigen  und  mannigfaltigen  Arbeit, 
die  im  Jahre  1899  geleistet  wurde. 
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Auch  die  historische  Kommission  hat  im  Terflossenen  Jahr 

mit  (Ulli  45.  Band  die  allgemeine  deutsche  Biugriipliiu  zum 
Al)schlui>*i  gebracht  und  bereits  mit  einem  neuen  l^and  die 
Publikati<m  der  Naclitrüf^e  begonnen.  Von  der  Geschichte  dt-r 
Wissenschaften  in  Deutsililand  ist  ein  Band,  Die  Geschichte 
der  Geologie  und  l*ul;lontologie  Ton  K.  v.  Zittel,  erschienen, 
und  damit  geht  auch  dieses  grosse  Unternehmen  seiner  baldigen 
Vollendung  entgegen.  Von  den  Stadtechroniken  wurde  der 
27.  Band,  Die  Chronik  Ton  Magdeburg  von  Professor  Hertel, 
von  den  Deutschen  Reichstags- Akten  der  XI.  Band  durch  Herrn 
G.  Beckmann  und  Ton  den  Monumenta  Boica  der  44.  Band 
durch  Herrn  Ixeichsarchivdirector  v.  Oefele  veröffentlicht.  Mit 
dem  4').  Bund  wird  unter  der  Redaktion  unseres  ^litgliedes  des 
Herrn  Archivrut  Bauniann  eine  neue  fcierie  dieser  wichtigeu 
Publikationen  beginnen. 

Im  Laufe  des  Jahres  1899  fand  eine  Neuorganisation  des 
Thesaurus  linguae  Latinae  statt.  Nach  der  Sammlung  des 
Materiales,  welche  5  Jahre  in  Anspruch  nahm,  beginnt  nun- 
mehr die  Ausarbeitung  unter  dem  neu  aufgestellten  verantwort- 
lichen Ghneralredaktor  Dr.  Fr.  Vollmer  mit  einem  Sekretär  und 
neun  Assistenten.  Der  erste  Halbband  des  Lexikons,  das  die 
ganze  Geschic  hte  eines  jeden  Wortes  enthalten  soll,  wird  noch 
im  LautV'  dieses  .lahres  erscheinen.  Herr  (xeheimrat  v.  Wrdtt'lin, 
der  schon  früher  seinen  für  zehn  Jahre  festgesetzten  Gehalt 
als  Mitglied  des  Direktoriums  zur  Gründung  eines  Reservefonds 
schenkte,  hat  nunmehr  seine  Stiftung  auf  rund  15000  M.  erhöht. 

Die  Kommission  für  Erforschung  der  Urgeschichte  Bayerns 
konnte  mit  einer  Summe  von  mehr  als  4000  M.  die  meist 
ergebnisreichen  Ausgrabungen  der  historischen  Vereine  von 
Niederbayern,  Oberpfalz,  Schwaben  und  Neuburg,  der  Pfalz, 
in  Eichstätt  und  Dillingen  Avirksani  fordern.  Von  Privatper- 
sonen, welche  Unterstützuiigeu  aus  diesen  Fonds  erhielten, 
seil  n  liervop/ehoben  Generalninjor  n.  T).  Karl  l'oup  zur  Aus- 
dehnung s(  iner  Untersuchung  der  Winiisclien  Strassen  auf  die 
Kheinpfiilz,  Hauptmann  a.D.  v.  Haxthausen  für  Untersuchungen 
prähistorischer  Denkmale  Unterfrankens,  Dr.  Max  Schlosser, 
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EuBtOB  an  der  geologischen  Sammlung  des  Staates  für  Höhlen- 
QDtersucIiungen  bei  Yelburg  und  Pfarrer  Dr.  Georg  Wilke  in 
Hellmitzheim. 

Aus  der  Etatspositton  fttr  naturwissensehaftliclie  Erfor- 

bchuDg  des  Königreichs  wurden  wie  in  den  Vorjahren  eine  be- 
trächtliche Anzalil  wissenschaftlicher  Untersuchungen  in  Bayern 
und  <U'n  angrenzenden  Gerieten  unterstützt  und  dadurch  gleich- 
zeitig die  mineralogischen,  geologischen,  paläontologischen  und 
prähistorischen  Sammlungen  des  Staates  nicht  unerhehlich  be- 
reichert. Nach  Abschluss  der  Bodenseekarte  und  der  damit 
zusammenhängenden  topographischen,  physikalischen  und  zoo- 
logischen Speztalarbeiten  wurde  auf  Antrag  des  Herrn  Kollegen 
Hertwig  eine  eingehende  üntersuchung  des  Rheins  und  seiner 
bayerischen  Nebenflüsse  auf  den  Gehalt  an  tierischen  Orga- 
nismen iu  Aussiclit  genommen  und  Herrn  Dr.  Lauterhorn  in 
Ludwigshafen  für  mehrere  Jahre  eine  nicht  unerhebliche  Sub- 
vention zu  diesem  Behufe  zur  Verfügung  gestellt. 

Aus  den  Beuten  des  Mannheimer-Fonds  konnte  dem  Kon- 
servator der  ethnographischen  Sammlung  ein  Zuschuss  Ton 
2000  M.  zur  Anschaffung  einer  höchst  wertvollen  repräsen- 
tativen Gruppe  von  Benin-Bronzen  und  dem  Konservator  des 
botanischen  Gartens  ein  Zuschuss  von  3000  M.  zu  Erwerbungen 
wahrend  seiner  auf  eigene  Kosten  ausgeführten  Reise  nach 
Ceylon,  Australien  und  Neu-Seeland  gewährt  werden.  Herr 
Professor  Göbel  ist  im  vorigen  Frülijahr  glücklich  zurück- 
gekehrt und  hfit  den  botanisciien  (harten,  das  jdl unzenphysio- 
logische Institut  und  das  Herbarium  durch  eine  Fülle  von  mit- 
gebrachten, höchst  wertvollen  Materialien  bereichert.  Dem 
botanischen  Garten  wurde  ein(>  Anzahl  lebender  Pflanzen  und 
Sämereien  aus  Australien  und  Neuseeland  {Iberwiesen,  darunter 
eine  Sammlung  von  Baumfame,  wie  sie  kein  anderer  deutscher 
botanischer  Garten  in  gleicher  Fülle  und  Sch5nhelt  besitzt. 
Es  ist  dadurch  die  Möglichkeit  gegeben,  eines  der  bemerkens- 
wertesten Vegetationsbihler  der  Erde  in  unser.  ni  Gurten  habend 
vorzuführen.  Ferner  hat  Herr  (i()bel  Orchideen  aus  Ceylon  und 
einige  iu  biologischer  Hinsicht  besonders  interessante,  bisher 
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überhaupt  nicht  in  Kultur  beftndliche  Wasserpflanzen  und  In- 
sektiroren  eingeführt  und  durch  Anbahnung  Ton  Verbindungen 
mit  australischen  und  neuseeländischen  Naturforschem  und  bota- 
nischen Gärten  die  weitere  Bereicherung  des  hiesigen  Gartens 
mit  Pflanzen  jener  Gebtete  gesichert.  Auch  fQr  das  pflanzen- 
physiologi.se he  Institut  konnte  Herr  Gübel  eine  grosse  und  sehr 
wertvolle  Sammlung  teils  getrockneter,  teilü  in  Alkohol  kon- 
servierter Pflanzen  erwer))pn,  welche  teils  zu  wis.sensihaftlichen 
Untersuchungen,  teils  zu  Demonstratiouszwecken  bestimmt  ist. 
Schliesslich  bereicherte  Herr  Professor  Göbel  auch  das  Herba- 
rium durch  eine  Sammlung  von  306  Arten  westaustralischer 
getrockneter  Pflanzen,  die  grösstenteils  durch  Herrn  Professor 
Helms  gesammelt  wurden.  Der  Gesammtwert  der  Ton  Herrn 
Göbel  mitgebrachten  botanischen  Schätze  beläuft  sich  auf  min- 
destens 8 — 9000  M.  Dieses  Ergebnis  liefert  den  Beweis,  wie 
wertvoll  der.irtige  mit  Umsicht  und  Saclikenntuis  ausgeführte 
iieisen  für  unsere  Anstalten  werden  k(mnen. 

Die  Münchener  Bürger-  und  Cramer-Klett-Stiftungen, 
welche  wir  unserem  verehrten  Alters-Präsidenten  v.  Pettenkofer 
Yerdanken,  gewährten  wieder  die  Möglichkeit  eine  Anzahl 
wissenschaftlicher  Untersuchungen  zu  unterstützen.  Herr  Pro- 
fessor Lindemann  hat  im  vorigen  Frühjahr  die  italienischen 
Städte  Mantua,  Este,  Reggio,  Piacenza,  Padua,  Genua,  Turin, 
Mailand  und  Brescia  besucht  und  dort  seine  interessanten 
Nachforschungen  über  die  Verbreitung  altägyptischer  Stein- 
Gewichte  nicht  unerheblich  vervollständigt.  Herr  Privatdoscewi 
Dr.  Weinschenk  hat  seine  niineralogisch-petrograpliisclie  Stu- 
dienreise in  die  Piemonteser-  und  Dauphineer-Alpen  ausgeführt 
und  Herr  Privatdozent  Dr.  Maas  verweilte  von  Oktober  vorigen 
Jahres  bis  Anfang  März  in  Cjpem,  um  daselbst  Studien  Ober 
die  Entwickelung  und  Organisation  der  Spongien  zu  maehen. 

Für  das  laufende  Jahr  wurden  aus  den  Renten  der  Mfln- 
ehener-BUrger-Stiftung  bewilligt:  1)  600  M.  dem  ausserordent- 
lichen Professor  Dr.  Tafel  in  Würzhurg  zur  FortfOhnuig  seiner 
Arbeiten  über  den  Verlauf  der  Elektrolyse  organischer  Sub- 
stanzen.  2)  idOO  M.  an  Herrn  Dr.  ilrnst  Ötromer  Freiherr  von 


Digitized  by  Google 


9,  ZiUd:  AmpraAe, 


d05 


Beichenbach  in  München  für  vergleichend  anatomische  und 
palSontologMche  Untersuchungen  Uber  die  Wirbelsäule  der 
Raubtiere.  3)  600  M.  an  Herrn  Professor  Dr.  Ebert  in  München 
zur  üntersucbuDg   ))eriodischer  Seespicgelschwankungen  im 

bayerischen  Alpengebiet.  Aus  den  Renten  der  Cramer-Klett- 
Stiftung  erhielten:  \)  Herr  l'rolesöor  Dr.  Thiele  300  M.  für 
l  ntcisuchunj^en  über  die  Natur  der  Bindungen  von  doppelten 
KoiiienstoüVt'rhiiiduiigen.  2)  Herr  Professor  Dr.  Göbel  1000  M. 
als  Beitrag  zur  Errichtung  eines  alpinen  Versuchsgartens  auf 
dem  Schachen,  in  welchem  wissenscliaftliche  Untersuchungen 
über  die  Lebensbedingungen  der  Alpenpflanzen,  sowie  Über 
deren  Zusammenhang  zwischen  den  GestaltungsTerhälinissen 
und  den  äusseren  FiJitoren  angestellt  werden  sollen.  3)  Herr 
Ludwig  Bach,  Priratdozent  in  Würzburg,  500  M.  Air  Unter- 
suchungen der  zentralen  Beziehungen  des  Nervus  opticus,  be- 
sonders beim  Alfen, 

Es  gereicht  mir  zur  besonderen  Befriedigung  mitteilen  zu 
dürfen,  dass  die  Bürger-Stiftung  durch  eine  hochhemge  Schen- 
kung des  Herrn  Fabrikanten  Dr.  Siegmund  Riefler  um  10 000  M. 
Termehrt  wurde  und  dass  der  Betrag  von  1500  M. ,  welcher 
sich  als  Uebersehuss  bei  einer  Sammlung  zur  Herstellung  einer 
goldenen  Medaille  für  Sc.  Excellcnz  den  Herrn  Geheimrat 
V.  Pettenkül'er  ergeben  liatte,  von  dem  Comite  der  Akademie 
fibergehen  und  mit  dessen  Zustimmung-  iler  lUlrger-Stiftung 
beige f!i;^^t  wurde.  Dieselbe  hat  damit  den  Betrag  von  90000  M. 
erreicht. 

Eine  neue  Stiftung  «zur  Förderung  chemischer  Foi^ 
schungen*  verdankt  die  Akademie  ihrem  MitgUei»  Herrn  Pro- 
fessor Wilhelm  Königs.   Die  Zinsen  efnes  Kapitals  von  5000  M. 

sollen  iiU julirlich  durch  den  Vursiaud  des  chemischen  Labora- 
toriums im  Kinvernehmen  mit  dem  Präsidenten  der  Akademie 
und  dem  Sekretär  der  mathematisch-physikalischeü  Klasse  zu 
obigem  Zweck  verwendet  werden. 

Die  Renten  der  im  Jahre  1898  der  k.  Akademie  zuge- 
fallenen Thereianos-Stiftung  gelangten  im  vorigen  Jahre  zum 
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erstenmal  zur  Verteilung.  Es  erhielten  Herr  Dr.  Papadopulos 
Eerameus  in  St.  Petersburg  einen  Preis  Ton 
zwei  hervorragende  Sammelwerke,  Herr  Professor  Krumbacher 
1500  M.  zur  Herausgabe  eines  reich  illustrierten  Bandes  seiner 
byzantinischen  Zeitschrift,  Herr  Professor  FurtwSngler  2900  M. 
zur  Veröffentlichung  eines  gemeinschaftlich  luit  Herrn  Keallehrer 
Reichhold  herauszugebenden  Werkes  über  griechische  Vajsi^n- 
mnlerei.  Es  wurden  im  vergangeiieii  Jahr  27  Va^en  aus  den 
Museen  von  Florenz,  Paris  und  London  durch  Herrn  Keicbhold 
in  vollendeter  Weise  gezeichnet  und  dadurch  eine  Grundlage 
für  das  wichtige  Unternehmen  geschaffen.  Die  übrigen  unter- 
stfitzten wissenschaftlichen  Arbeiten  der  Herren  Helrar«ich, 
Bitterauf,  Fritz  und  Bttrchner  haben  noch  keinen  Abschluss 
gefunden. 

Für  das  laufende  Jahr  wurden  durch  DoppeUPreise  ron 

je  1600  M.  ausgezeichnet:  Herr  Pro!'.  Dr.  G.  N.  Chatzidakis 
in  Athen  für  seine  bahnbrechenden  Turschungen  über  die  Ge- 
schichte der  grieciiischen  Vulgärsprache  und  sein  Werk  «Ein- 
leitung in  die  neugriechische  Grammatik",  2)  Herr  Professor 
Dr.  Martin  Schanz  in  Würzburg  für  die  kritische  und  exegetische 
Bearbeitung  platonischer  Schriften  und  die  von  ihm  heraus- 
gegebenen und  geleiteten  BeitrSge  zur  griechischen  Syntax. 
Für  üntersttttzung  wissenschaftlicher  Unternehmungen  wurden 
bewilligt  1500  M.  an  Herrn  Professor  Krumbacher  für  Heraus- 
gabe seiner  byzantinischen  Zeitschrift,  1000  M.  an  Herrn  Pro- 
fessor FurtwäliLch'r  für  P^)itst  tzuug  seines  Werkes  über  grie- 
chische Vaseiiinalerei ,  OuO  M.  an  Herrn  Boll,  Sekretär  au  der 
k.  Hof-  und  Staatsbibliothek  für  seine  Studien  zur  Astronomie 
und  Astrologie  der  Griechen,  450  M.  an  Herrn  Heisenberg, 
Gymnasiallehrer  in  München,  zur  Vergleichung  von  Hand- 
schriften in  Turin,  Venedig,  Mailand  und  Rom  zum  Behuf  einer 
Untersuchung,  event  Herausgabe  der  sogenannten  Turiner- 
Kompilation  und  der  Biographie  des  Mesarites  und  des  byzan- 
tinischen Kaisers  Joannes  Bukas  Batatzes. 

Es  ist  eine  hocherfreuliche  Thatsachc,  dass  die  Bestre- 
bungen unserer  Akademie  seit  einer  Reihe  von  Jahren  nicht 
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alk'in  durch  ihre  hohen  Protektoren  und  die  Fürsorge  der 
k.  Staats-K^ieruug  gefördert  werden,  sondern  dass  ihnen  auch 
in  weitem  Kreisen  warme  Sympathie  geschenkt  wird.  In  gans 
besonderem  Mass  kommt  dies  den  unter  dem  General-Konserra^ 
iorium  yeieinigten  vissensehaftlichen  Sammlungen  und  An- 
stalten zu  gute.  Diese  ursprünglich  der  k.  Akademie  direkt 
unterstellten  Attribute  haben  im  Laufe  der  Zeit  in  mannig^ 
facher  Weise  ihren  Charakter  geändert.  Einige,  wie  das  che- 
mische Labüriituriuin,  das  p Ii} biologische  Institut  und  die  ana- 
tomische Anstalt  sind  mehr  und  mehr  Lchrimstalten  geworden 
und  in  engere  Verbindung  mit  der  Universität  als  mit  der 
Akademie  getreten.  Auch  an  die  meisten  übrigen  wissenschaft- 
lichen Summlungen  und  Anstalten  sind  Lehr-Institute  ange- 
gliedert worden,  in  welchen  alljährlich  zahlreiche  Studierende 
der  hiesigen  Universität  ihre  wissenschaftliche  Ausbildung  er- 
halten. Daneben  sind  sie  allerdings  auch  Werkstatten  flQr 
selbständige  Forschungen  geblieben  und  erfreuen  sieh  als  solche 
durch  die  Zahl  und  die  Gediegenheit  der  aus  ihnen  hervor- 
gehenden wissenschaftlichen  Arbeiten  eines  Weltrufes. 

Aus  den  Jahresberichten  der  einzehien  Konservatoren  kann 
ich,  aus  Furcht  die  Geduld  der  hohen  Festversammlung  zu  er- 
müden, nur  das  Wichtigste  herausgreifen.  Ich  muss  nament- 
lich darauf  verzichten,  die  wissenschaftliche  Thätigkeit  in  den 
▼erschiedenen  Instituten  zu  schildern  und  mich  auf  die  Er- 
wähnung von  aussergewdhnlichen  Erwerbungen  oder  wertvollen 
Geschenken  beschnlnken. 

In  dieser  Hinsicht  kommen  das  chemische  Laboratorium, 
das  physiologische  Institut,  die  Sternwarte  und  die  Anatomie 
naturgemäss  am  wenigsten  in  Hetraclit,  da  ihre  Sammlungen 
vor/ 11  s^s weise  dem  TTnt"r!icht  oder  der  wissenschattiichen  For- 
schung dienen.  Imineriun  sind  aber  auch  hier  einige  bemerkens- 
werte Bereicherungen  zu  verzeichnen.  So  hat  das  chemische 
Laboratorium  eine  sehr  umfangreiche  Saninihmg  neuer  Farb- 
stoff von  der  Farbenfabrik  vormals  Friedrich  Bayer  u.  Cie. 
in  Elberfeld,  femer  verschiedene  Farbstoffe»  künstlichen  Indigo, 
Zwischenprodukte  u.  A.  von  der  badischen  Anilin-  und  Soda- 
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fabrik  in  Ludwigsliafen,  ron  der  Anilinfkbrik  E.  Oehler  in 

Offenbach  a.  M.  und  von  dem  Farbwerk  vormals  Meister,  Lucius 
und  Brüning  in  Höchst,  a.  M.  zum  Geschenk  erhalten. 

Das  physiologische  Institut  hat  seine  Sammlung  durch 
Erwerbung  von  mehreren  grösseren  Apparaten  (Oalorimeter 
nach  Rubner,  Federmjographion  nach  Bliz,  Projektions-Apparat) 
bereichert  und  die  anatomische  Anstalt  ihre  umfangreiche 
und  yiel  besuchte  Sammlung  durch  eine  grosse  Anzahl  meist 
vom  Persoual  «elbbt  hergestellter,  zum  kleineren  Teil  gt  kauilrr 
Präparate  und  Wandtafeln  vergnissert.  Das  kostbarste  Objekt, 
welchem  der  anatomischen  Sammlung  im  verflossenen  Jahre  ein- 
verleibt  wurde,  ist  ein  unter  steter  Aufsicht  von  einem  Bild- 
hauer in  Holz  geschnitztes,  durchaus  naturgetreues,  zerlegbares 
Modell  des  menschlichen  Schädels  in  fünffacher  YergrSsserung. 

Auf  der  Sternwarte  wurden  die  Bcobachtungon  des 
Zenitli-Stornkatalogs  vollendet  und  mit  dem  grossen  lütraktor 
zalilreichc  l'huttigrnphien  hergestellt:  auch  die  erdmagnetischen 
Beobachtungen  wurden  regelmässig  fortgesetzt,  doch  machten 
sich  bei  diesen  seit  Anfang  D( /enil)er  gewisse  Störungen  geltend, 
die  ofFt-nbar  durch  den  elektrischen  Betrieb  der  TramV>ahn  ver- 
anlasst sind.  Die  Kommission  für  internationale  Erdmessung 
führte  unter  spezieller  Leitung  des  Herrn  deneral  y.  Orff  durch 
Herrn  Observator  Anding  Schweremessungen  in  Wien,  2f  Qnchen, 
Hohenpeissenberg,  Berchtesgaden,  Rosenheim  und  Traunstein 
und  Breitenbestimmungen  in  Lichtenfels  und  Dettingen  aus. 

Das  ethnographische  Museum  hat  abgesehen  von  der 
bereits  orwähnten  Erwerbung  von  Benin- Altertümern  durch 
L  K.  Hoheit  Prinzessin  Therese  zwei  Mumien  aus  Peru  tmd 
von  Sr.  K.  Hoheit  dem  Prinzen  Rupprecht  von  Bayern  ein 
Buddabild  aus  Oberbirma  nebst  zahli*eichen  Photographien  zum 
Geschenk  erhalten.  Eine  sehr  umfangreiche  Sammlung  ethno- 
graphischer Gegenstände  (287  Nummern)  aus  dem  Lande  der 
Tschuktschen  wurde  von  dem  Weltreisen  den  Kugen  ^\ol^ 
geschenkt  und  dem  Donator  dafUr  die  goldene  Denkmünze 
unserer  Akademie  verliehen. 
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Im  Museum  für  Abgüsse  klassischer  Bildwerke 
konnte,  soweit  es  die  Ungunst  der  dortigen  RaumTerliältnisse 
zuliees,  die  AuCstellung  durch  nicht  unerhebliche  YerSnde- 
Tungen  Yerbessert  und  einige  wertvolle  neue  Erwerbungen  ein- 
geordnet werden.  Dem  Tyrannenmörder  Ari.stjgijiiou,  dem 
Faustkänipfer  des  Louvre  und  der  Penelope  des  Miisco  Cliiaia- 
monti  wurden  die  Ijislier  getrenntcu  Ki){)fe  aiügepiisüt;  der 
Skulpturenscbmuck  des  von  Professor  Furtwängler  rekon- 
siniierien  Altars  des  Neptun-Tempels  des  Domitius  in  liom 
wurde  zum  erstenmal  in  der  ursprünglichen  Weise  aneinander- 
gefügt und  aufgestellt  und  die  Porträt-Sammlung  durch  mehrere 
Erwerbungen  Termehrt. 

Auch  das  Antiquarium  erhielt  im  vergangenen  Jahr 
einige  auserlesene  Stttcke.  Das  Beste  verdankt  es  der  Ver- 
nn'igensadministration  Sr.  Majestät  König  Otto's  und  zwar  einen 
altetrurischen  Cippus  mit  Reliefdarstellungen  auf  den  leiten, 
einen  uitisclien  (irabstein  mit  Inschrift  au.s  dem  4.  Jalirhundert 
V.  Chr.  und  zwei  schöne  antike  Mosaiken.  Aus  der  im  vorigen 
Mai  in  MUnclu  n  abgehaltenen  Auktion  Margarites  wurden 
20  wertvolle  Terrakotten  und  Bronzen  erworben,  darunter  ein 
Terrakotterelief  aus  prazitelischer  Zeit  mit  der  Darstellung 
eines  Madchens  mit  Kanne  und  Opfetschale  in  den  Bänden. 
Als  Geschenk  erhielt  das  Antiquarium  von  Herrn  Dr.  Bulle 
eine  Anzahl  Thonabdrücke  aus  Griechenland  und  einige  Richter- 
täfelchen aus  Athen  von  Herrn  Dr.  Fnilmer  in  Paris. 

lieber  die  reichen  Zuwendungen,  welche  der  l)otanii5che 
Garten,  das  pfliinzenjihysinlogische  Institut  und  das 
botanische  Museum  durch  Herrn  Professor  (jöbel  erhielten, 
habe  ich  bereits  berichtet.  Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig 
einiger  anderer  wertvoller  Geschenke  und  Erwerbungen  zu  ge- 
denken. Durch  Professor  Bruchmann  in  Gotha  erhielt  das 
pflanzenphysiologische  Institut  eine  überaus  interessante  De- 
moDstrations-Sammlung  der  bisher  unbekannten  Prothallien 
Ton  Lycopodinm- Arten ,  woför  dem  Schenker  die  silberne  Me- 
daille unserer  Akademie  /uerkauut  wurde.  Herr  General-Konsul 
V.  Zimmerer  in  Desterro  (Brasilien)  schickte  für  den  botani- 
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sehen  Garten  eine  Sammlung  ungewöhnlich  schöner  brasilia- 
nischer Orchideen.  Das  botanische  Museum  erwarb  durch  Kauf 
über  2300  Pflanzenarten  aus  Costarica,  Kamerun,  Portorico 
und  Mexico  und  erhielt  als  Geschenk  durch  Herrn  Apotheker 
Loher  in  Manila  498  Pflanzen  von  den  Philippinen,  Yon  Herrn 
Apotheker  Merkl  in  Mönchen  145  Arten  aus  Turkmanien,  von 
der  Direktion  des  botunisc'hrii  («arteiis  in  Calcutta  150  Arten 
aus  Ost-Indien,  von  der  Direktion  des  botanisclien  Garteus  in 
Berlin  xVrten  aus  Kamerun,  vom  botanischen  Univei-sitäts- 
Museuni  iTi  Wien  1200  Arten  der  Flora  exsiccata  Austro-Hunga- 
rica.  Die  Ordnung  und  Bestimmung  des  Herbariums  wurde  fort- 
gesetzt und  von  Herrn  Professor  Dr.  Radlkofer  die  grosse  Mono- 
graphie der  Sapindaceen  ToUendet,  welche  in  der  von  Marti us 
begonnenen  Flora  Brasiliensis  in  Balde  erscheinen  wird. 

Von  den  im  Wilhelminischen  Gebäude  vereinigten  Samm* 
lungen  und  Instituten  hat  das  Münzk abinet  von  Sr.  König- 
lichen Hoheit  dem  Priiiz-Regenten  einige  wertvolle  niiniisnia- 
tische  Werke,  von  Sr.  K.  Hoheit  Prinz  T?tif)precht  eine  grössere 
Anzahl  orientalischer  Münzen,  von  Herrn  Banquier  Th.  Wil- 
mersdörffer,  von  Fräulein  Bettina  Eingseis,  von  Herrn  Rektor 
Ackermann  in  Cassel  und  Geh.  Kommerzienrat  Vogel  in  Chemnitz 
verschiedene  Mttnzen  zum  Geschenk  erhalten.  Von  sonstigen 
Erwerbungen  verdienen  eine  Goldmfinze  der  Dynastie  von  Azum 
in  Äethiopien,  ein  Tetradrachmon  Antiochus  IX.  von  Syrien,  ver- 
schiedene seltene  Münzen  von  Makedonien,  Kreta  und  Aegypten, 
ein  Goldgulden  Philipp  I.  von  der  Pfalz  und  eine  prachtvolle 
Porträtmedaille  Friedrich  des  Weisen  von  der  Pfalz  besonders 
erwähnt  zu  werden. 

Das  seit  mehreren  Jahren  verwaiste  Konservatorium  der 
mathematiscli- physikalischen  Sammlung,  eines  unserer 
ältesten  Attribute,  aus  welchem  die  klassischen  Arbeiten  von 
Fraunhofer,  Steinheil,  Ohm  und  Seidel  hervorgegangen  sind, 
hat  in  der  vorigen  Finanzperiode  durch  die  Initiative  unseres 
Alterspräsidenten  von  Pettenkofer  vom  Landtag  einen  ausser* 
ordentlichen  Zuschuss  von  40000  M.  erhalten  zur  YervoUstSn- 
diguiig  der  von  Herrn  Professor  Ernst  Voit  in  uneigennützigster 
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Weise  geordneten  und  inTentarisierieii  histonschen  Sammluiig 
der  Tomehnilicli  von  bajerischen  Gelehrten  und  Mechanikern 
herrührenden  wissenschaftlichen,  physikalisclieii  Appamte.  Ks 
ist  da  lui  '  Ii  mösiflich  pceworden,  die  bisher  im  Besitze  des  Herrn 
Mechanikei.s  Dietz  Ix-tindliche  berühmte  Keu'lienbach'sche  Tcil- 
maschine  zu  erwerben  und  dadurch  dem  bayerischen  lSt.aat  ein 
Werk  Ton  unvergänglichem  Wert  zu  erhalten.  Weitere  Er» 
Werbungen  fUr  diese  Sammlung  stehen  in  Aussicht,  sobald  über 
deren  definitive  Gestaltung  eine  Entscheidung  getroffen  sein  wird. 

Von  den  naturhistoriscben  Sammlungen  hat  die  zoo* 
logische  durch  Herrn  Dr.  Sappor  in  Coban  (Guatemala)  eine 
böclist  wertvolle  Sammlung  von  sentralamerikanisehen  Schlangen 
zum  Geschenk  erhalten.  Es  befinden  sich  darunter  grosse 
Seltenheiten.  Ein  ehemaliger  Schüler  unserer  Hochschule,  Herr 
Dr.  Haberer,  sandte  aus  Japan  eim'  gnissere  Sammlung  von 
Naturalien,  darunter  vortrefflich  präparierte  Vogelbälge.  Herr 
Eugen  Wolf  schenkte  Schädel,  Skelette,  Bälge  und  Häute  aus 
Kord-Asien  und  Herr  Professor  Grassi  in  Neapel  eine  trefflich 
konservierte  Serie  von  Aal-Larven.  Unter  den  Neuanschaffungen 
sind  ein  schön  ausgestopfter  Elch,  ein  weihlicher  Ovibos  sowie 
umfangreiche  Sammlungen  von  Myriapoden  und  Insekten  und 
Schmetterlinge  von  Anatolien  hervorzuheben.  Die  seit  langer 
Zeit  eiiicr  iievision  bedürftigen  Landschneckensammlung  wurde 
durch  einen  Spezialisten  ersten  Hanges  Herrn  Prof.  Dr.  Böttger 
in  Prankfurt  geordnet  und  bestimmt. 

lui  paläontologischeu  Museum  ist  die  von  Herrn  Kom> 
merzienrat  Stützel  geschenkte  Säugetiersammlung  aus  Samos 
nahezu  fertig  präpariert,  bestimmt  und  teilweise  auch,  soweit 
es  der  Raum  gestattete,  in  die  Sammlung  eingereiht.  Durch 
eine  erneute  Sendung  des  Herrn  Otto  Günther,  Direktor  der 
Fleisch-Extrakt-Fabrik  in  Fray  Bentos  (Uruguay)  wurde  unsere 
Sammlung  von  fossilen  Pampass&ngetieren  durch  eine  Anzahl 
höcbät  wertvoller  Stücke  (einen  Schädel  von  Mastodon  Hum- 
boldti,  Skelett  von  Mylodon,  Ueberreste  von  Glyptodon.  Toxo- 
dun  u.  A.)  wesentlich  bereicliert.  Ein  Teil  der  durch  Herrn 
Kommerzienrat  Anton  Sedlmayr  iUr  das  paiäontologiäche  Mu- 
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souni  /.usammengebr achten  Mitfcel  wurde  zur  Ausrüstung  einer 
seit  Oktober  in  Patagonien  tbUtigen  Expedition  ver^verultt, 
über  deren  Ergebnisse  ich  im  nächsten  Jahr  zu  berichten  hoffe. 
Herr  Dr.  Haberer,  vrelcher  sich  die  Auffindung  der  Fundstatten 
fossiler  Säugetiere  im  Innern  von  China  zur  Aufgabe  gestellt 
hat,  befindet  sich  seit  Anfang  dieses  Winters  im  Tang-tse 
Kiang-Gebiet  und  hat  mit  grosser  Energie  und  Umsicht  seine 
Nacliturschungen  begonnen.  Eine  in  Sluiiigbai  und  Hangkovv 
aufgekaufte  Sammlnng  fossiler  Zähne,  Kiefer  und  Knochen, 
welche  er  unserem  Museum  gesandt  hat,  enthält  bereits  er- 
lieblich  mehr  Arten,  als  bisher  auf  dem  chinesischen  Tertiär 
bekannt  waren,  80  dass  wir  mit  berechtigten  Hoifnungen  seinen 
weiteren  Forschungen  entgegensehen  dürfen.  Ein  überaus  kost- 
bares G^chenk  verdankt  die  paläontologische  Staatssamm- 
lung Herrn  Obermedizinalrat  Dr.  Egger.  Dieser  ausgezeichnete 
Kenner  fossiler  Foraminiferen  hat  in  den  Denkschriften  der 
Akademie  im  vorigen  Jahr  eine  durch  27  Tafeln  illustrierte 
Monographie  der  in  den  bayerischen  alpinen  Kreidebildungen 
VLirkoramenden  Foraminiferen  und  Ostracoden  venift'eiitliclit. 
Die  Originalien  dieser  mühevollen  und  schwierigen  Untersuch- 
ungen, welche  den  Autor  mehrere  Jahre  lang  fast  ausschliess- 
lich beschäftigt  hatten,  wurden  in  6  Kästchen  geordnet  dem 
paläontologischen  Museum  übergeben  und  bilden  eine  Be- 
reicherung unserer  Foraminiferen-Sammlung  Yon  unvei^^ng- 
lichem  Wert. 

Die  geologische  Staatssammlung  hat  sich  im  Hinblick 
auf  ihre  höchst  bescheidenen  Mittel  darauf  beschrftnkt,  ihre 

alpine  Sammlung  durch  systematische  Aufbaminlungeu  zu  er- 
gänzen. 

Aueh  in  der  inineralop^i sehen  Samniiung  sind  keine 
grösseren  Erwerbungen  zu  verzeichnen,  wohl  aber  wurde  sie 
durch  eigene  Aufsammlung  der  Beamten  und  des  Herrn  Dr. 
Weinschenk,  sowie  durch  eine  Beihe  von  Geschenken  nicht 
unerheblich  bereichert. 

Die  anthropologisch-prähistorische  Sammlunf;^  end- 
lich hat  un  Vorjahr  wichtige  Vermehrungen  erhalten.  Durch 
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Herrn  y.  Harthausen  sind  die  steinzeitlielien  Funde  ans  dem 

Spessart  ergänzt  worden;  auch  die  Funde  aus  dem  giüssen 
Ringwall  von  Manching,  welche  der  La  Teno-Zeit  angehören, 
wurden  in  erwUnschter  Weise  vervollständigt  und  durch  den 
stadtischen  Ingenieur  Herrn  Brug  dem  Museum  eine  schöne 
Sammlung  von  in  der  Widenmayerstrasse  in  München  gefun- 
dener Bronzen  überwiesen.  Herr  Professor  Dr.  Selenka  ver- 
ToUstSndigte  seine  sehon  frfiher  der  Akademie  geschenkte 
Sammlung  von  240  Orang-Utang-  und  70  Hjlobates-Schädehi 
durch  Ueberweisung  einer  grossen  Anzahl  weiterer  Schädel  Ton 
Hylobates  und  von  58  niederen  Affen.  Die  kraniologische  Samm- 
lung wurde  durch  Herrn  Eugen  Wolf  durch  6  Tschuktschen- 
Schiidel  und  um  32  von  Ihrer  K.  Hoheit  Prinzessin  Therese 
von  Bayern  gesammelte  deformierte  Schädel  aus  den  Gräber- 
feldern von  Ancon  und  Puchakamac  bereichert.  Diese  letzt- 
genannte Sammlung  ist  besonders  wichtig,  weil  sie  alle  Stadien 
der  Deformation  in  geschlossener  lieihe  vorfUhrt,  wodurch  die 
Art  und  Weise  dieser  Verunstaltung  in  einer  bisher  kaum 
erreichten  Vollständigkeit  demonstriert  wird. 


Diese  Uebersicht  zeigt  allenthalben  eine  rege  wissenschaft- 
liche Thätigkcit  in  ujistrcMi  Instituten  und  teilweise  eine  sehr 
bedeutende  Vermehrung  unserer  Muscun.  Lei<ler  macht  sich 
aber  der  schon  seit  Jahren  empfundene  iiauminangel  uicht  nur 
bei  allen  im  Wilhelminum  untergebrachten  Sammlungen,  son- 
dern auch  in  fast  unerträglicher  Weise  beim  ethnographischen 
Museum  und  der  Sammlung  für  klassische  Bildwerke  geltend. 

Von  Jahr  zu  Jahr  tritt  das  Bedfirfiiis  nach  Raumver- 
mehrung  dringender  in  Vordergrund.  Umfangreichere  Erwer- 
bungen können  in  den  meisten  Museen  nur  mit  der  grössten 
Mühe  eingereiht  werden  und  müssen  teilweise  in  Kisten  ver- 
packt im  Magazin  verbleiben.  Der  T^nil)au  des  WilhelniinVhen 
Gebäudes  in  den  achtziger  Jahren  hat  uns  eine  Reihe  vurtretllich 
eingerichteter  und  geräumiger  Lehr-  und  Arbeitsinstitute  ver- 
schafft; die  Sammlungen  selbst  haben  dabei  verhältnismässig 
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wenig  gewonnen.  So  grosse  Vorzfige  das  fttr  ganz  andere 
Zwecke  erriclitete  WUbelminam  in  baulicher  Hinsicht  beaitsi, 
so  eifi^net  es  sieh  doch  nicht  fÖr  ein  natnrhistorisehes  Husemn. 

Eine  systeiiiatische,  den  neueren  Anforderungen  entsprechende 
Anordnung  und  Aufstellung  der  verschiedenen  Sarauihiiiiren  i:4t 
darin  nielit  zu  erreichen  und  damit  entlallt  der  hohe  eri^iche- 
rische  und  beiehrende  Eintiuss,  den  naturhistorische  Museen 
auf  die  weitesten  Kreise  der  BeTölkening  und  namcn blich  auf 
die  heranwachsende  Jugend  auszufiben  yermögen.  Wenn  flber- 
dies  die  Sammlungen  gerade  in  der  Jahreszeit,  wo  sie  am  leich- 
testen besucht  werden  konnten,  wegen  der  Unmöglichkeit  die 
Räume  zu  heizen,  geschloesen  werden  mfissen,  so  sind  dies 
Missstände,  an  deren  Abstellung  erntlich  gedacht  werden  muss. 

Diese  und  manche  andere  Erwägungen  haben  den  General- 
Konservator  und  die  Vorstandscliafk  der  Akademie  zu  einer  ein- 
gehenden Prüfung  der  Museurasfrage  veranlasst.  In  einer  im  No- 
vember abgehaltenen  Besprechung,  an  welcher  sich  die  Klassen- 
sekretäre der  Akademie  und  sämtliche  Sammlangs-Vorstände  des 
Generalkonserratoriums  beteiligten,  kam  man  einstimmig  zu 
der  üeherzeugung,  dass  den  bestehenden  Missständen  vollständig 
nur  durch  einen  Neubau  auf  einem  Yon  dem  chemi- 
schen Laboratoriumf  dem  botanischen  Qarten,  den 
medizinischen  Anstalten,  der  Universität  und  Staats- 
bibliothek nicht  allzu  entfernten  Platz  al) treholfen 
werden  könne.  Am  geeignetsten,  sowohl  waü  Lage  als  („itosse 
betrifft,  erschien  uns  das  jetzt  von  der  Türkenkaserne  einge- 
nommene Areal  gegenüber  der  alten  Pinakothek.  Auf  diesem 
könnten  nicht  nur  die  Bedürfnisse  der  naturhistorischen ,  son- 
dern auch  aller  übrigen  dem  General-Konserratorium  unter- 
stellten Museen  befriedigt  werden.  In  einer  Denkschrift  wurde 
dieser  Plan  unserem  hohen  Chef,  Sr.  Excellenz  dem  Herrn 
Staatsminister  Dr.  y.  Landmann  unterbreitet  und  fand  dort 
eine  warme  und  wohlwollende  Aufnahme.  Leider  haben  die 
Verhandlungen  mit  dem  Kriegsniinisteriura  zu  keinem  befriedi- 
genden Ilesultat  gerührt,  wi  il  die  Türkenkaserue  in  absehbarer 
Zeit  nicht  auigegebeu  werden  könne. 
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Wir  Ix'trachten  diese  Entscheid nny-  nicht  uls  eine  end- 
friltii^e,  sind  wir  uns  doch  bewusst.  dass  Fragen  von  so  grosser 
Tra»^^weite.  denen  tausend  Schwierigkeiten  im  Wege  stehen, 
nicht  auf  die  erste  Anregung  hin  gelöst  werden;  allein  für 
die  wissenschaftlichen  Sammlungen  des  Staates  han- 
delt es  sieh  hier,  wie  bereits  mein  Vorgänger  Herr 
Fon  Petienkofer  von  diesem  Platze  aus  betont  hat,  um 
eine  Lebensfrage,  die  in  kttrserer  oder  l&ngerer  Frist 
gelöst  werden  muss.  Wir  vertrauen  auf  das  vielfach  be- 
währte Wohlwollen  und  die  Einsicht  der  königlichen  Staats- 
regierimg ujid  den  übrigen  in  Frage  kouimenden  Faktoren  und 
holFen,  dass  uns  das  neue  Jahrhundert  auch  die  Erfüllung 
unserer  berechtigten  Wünsche  entweder  in  der  von  uns  be- 
fürworteten oder  in  irgend  einer  anderen  befriedigenden  Weise 
bringen  wird. 

Ich  erteile  nunmehr  den  Herren  ElassensekretiLren  das 
Wort  zur  Verlesung  der  Erinnerungsworte  auf  die  im  ver- 
flossenen Jahre  verstorbenen  Mitglieder. 


Der  Classensekretär  der  mathematisch-physikalischen  Classe, 
Herr  C.  v.  Voit,  theilt  mit,  dass  die  inailu  niatisch-ijhysikalische 
Classe  im  vergangenen  Jahre  12  Mitglieder  durch  den  Tod  ver- 
loren hat, 

zwei  einheioiische:  den  Chemiker  Wilhelm  v.  Miller  und 
den  Physiker  Eugen  v.  Lommel; 

dann  10  auswärtige  Mitglieder:  die  Mathematiker  Sophus 
Lie  in  Christiania  und  Eugenio  Beltrami  in  Rom;  die 
Physiker  Wilhelm  Gottlieb  Hankel  in  Leipzig  und  Gustav 
Wiedemann  in  Leipzig;  die  Chemiker  Robert  Bunsen  in 
Heidelberg.  Charles  Priedel  in  Paris  und  Edward  Prankland 
in  Keigate  (England)  und  die  Mineralogen  und  (leologen  Franz 
V.  Hauer  in  Wien,  Othniel  Marsh  in  Nevc  Häven  und  Karl 
Friedrich  Bammels b er g  in  Berlin. 
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Wilhelm  y.  Müler.') 

Am  1.  Män  1899  ist  das  ausserordentliche  Mitglied  der 

Akarh'inie,  der  Chemiktr  Williclm  v.  Miller,  iiu  Alter  von 
5'J  .laLren,  nachdem  er  nur  etwas  über  Urt-i  Jahre  unserem 
Kreise  anfj-ehort  hatte,  ge.storljen.  Allzu  früh  ist  er  noch  in 
voller  Kraft  aus  seinem  Wirkungskreise  geschieden:  die  Wissen- 
schaft verdankt  ihm  eine  Anzahl  bedeutsamer  Untersuchungen 
auf  verschiedenen  Gebieten  der  organischen  Chemie,  wodurch 
er  sich  eine  geachtete  Stellung  unter  den  Fachgenossen  er- 
rungen hat. 

Er  wurde  am  9.  Dezember  1848  in  hiesiger  Stadt  als 
Sohn  des  vortrefflichen  Erzgiessers  Ferdinand  v.  Miller  geboren. 
Es  war  ihm  eine  ungemein  pflücklirln  Jugendzeit  beschieden. 
Ein  öchöiies  })atriarchal]sche.-?,  von  glaubiger  Frönmiigkeit  ge- 
tragenes Familienleben  verband  die  zahlreichen  Kinder  mit 
Vater  und  Mutter;  bei  allen  Gliedern  war  ein  lebhafter  Sinn 
für  die  damals  in  München  unter  König  Ludwig  I.  Führung 
mächtig  emporstrebende  bildende  Kunst  entwickelt^  der  durch 
den  Verkehr  der  bedeutendsten  Kfinstler  in  dem  angesehenen 
Bfirgersbause  erweckt  und  ausgebildet  wurde.  Dadurch  erhielt 
der  Knabe  vielfache  geistige  Anregung,  die  Lust  zum  Lernen 
und  zum  Erwerb  von  Kenntnissen,  aber  auch  einen  lehens- 
frohen Sinn,  die  Liebe  zu  heiterer  Geselligkeit  und  ein  feines 
Veretändni.ss  für  die  Schönheiten  der  Natur  auf  den  herrlichen 
elterlichen  Besitzungen  in  den  bayerischen  Vorbergen.  Dabei 
wurde  neben  der  Ausbildung  des  Heistes  auch  die  des  Körpers 
durch  allerlei  Leibesübungen  geptiegi. 

Zuerst  besuchte  er  die  Lateinschule  in  Metten,  hierauf  das 
hiesige  Maz-Gjmnasium,  und  bezog  dann  die  UniTersitSten  zu 
München  und  Berlin,  woselbst  er  sich  auf  den  Wunsch  seines 
Vaters  während  drei  Jahren  dem  Studium  der  Rechtswissen- 
schaft widmete.   Aber  er  that  dies  nur  aus  Pflichtgefühl  dem 

Siebe  die  Nekrologe  von  A.  Lipp  in  dem  Bwicbt  über  die  k. 
techiiisclie  Tlochachule  EU  München  fSr  das  Stttdiexgahr  1898/^9  und  in 
der  Chemikerzeitung  vom  8,  März  1899. 
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Yater  zu  Liebe  und  nicht  aus  innerem  Drange,  denn  sein  leb- 
haftes IiittTt'sse  an  der  Natur  zog  iliii  zu  den  Naturwissen- 
scliaftt'ü.  Kr  hörte,  wie  Jaiiials  viele  Juristen,  auch  die  Vor- 
h  surigen  über  Chemie  von  Liebig,  durch  weh  he  er  so  sehr 
angeregt  wurde,  dass  er  sich  von  da  an  ganz  dieser  Wissen- 
schaft zuwandte.  Da  in  dem  Liebig^schen  Laboratorium  keine 
Sohüler  aufgenommen  wurden,  so  trat  er  in  das  unter  des  aus- 
geseichneten  Erlenmeyer^s  Leitung  in  Tollster  BlUthe  stehende 
chemische  Laboratorium  der  hiesigen  technischen  Hochschule 
ein  und  begann  sich  mit  der  Hauptaufgabe  der  heutigen 
chemischen  Forschung,  dem  Aufbau  der  complictrten  Eohlen- 
stoö-Verbindungen,  der  Aufhellung  deren  innerer  Struktur,  zu 
beschäftigen. 

Bald  hatte  er  eine  Arbeit  .über  die  chemischen  Verbin- 
dungen im  flüssigen  Storax",  welches  vanilleartig  riechende 
Harz  aus  der  Rinde  des  im  Orient  vorkommenden  Storaxbaunies 
gewonnen  wird,  vollendet.  Er  wies  darin  mehrere  bisher  über- 
sehene Verbindungen  nach,  so  besonders  Zimmisaure-Phenyl- 
propjlester  und  Zimmtsäure-Aethylester  and  zwei  sogenannte 
Storesine.  Mit  dieser  Untersuchung,  die  ein  Zeugniss  für  seine 
wissenschaftliche  Reife  lieferte,  promovirte  er  an  der  hiesigen 
Universität  (1874)  als  Doktor  der  Philosophie;  er  hatte  seinen 
Vater  von  dvm  Wechsel  des  Studiums  nicht  unterrichtet,  da 
er  demselben  zugleich  einen  Erfolir  seiiit-r  Bestrebungen  in  der 
Chemie  vorlegen  wollte,  und  so  überraschte  er  ihn  mit  der 
Einladung  zu  seiner  Promotion,  wornach  ihm  auch  die  freudige 
Zustimmung  zu  dem  neuen  Berufe  zu  Theil  wurde. 

Erlenmeyer,  welcher  durch  den  rastlosen  Fleiss  und  das 
Talent  für  die  Chemie  auf  Miller  aufmerksam  geworden  war, 
machte  ihn  noch  im  gleichen  Jahre  zu  seinem  Assistenten  im 
anorganischen  Laboratorium.  Ein  Jahr  darauf  habilitirte  er 
sich  als  Privatdozent  für  allgemeine  Chemie  an  der  technischen 
Hochschule  mit  einem  Vortrage  über  die  Alkohole  und  ihre 
O  xy  d  a  t  i  o  n  s  I » r  0  d  u  k  t  e , 

Bei  Behandlung  einer  Verbindung  der  Kettsäurereihe,  der 
in  der  Baldrian wurzel  vorkommenden  Valeriansäure,  mit  Kalium- 
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permanganat  in  alkalischer  Lösung  erhielt  er  als  Oxjdations- 
produkt  die  Hydroozjyaleriansäure,  welche  hei  der  DestiUation 

mit  Schwefelsäure  die  mit  der  in  der  Angelikawiirzel  enthal- 
tencu  Aiitfelikasäure  isomere  Dimcthvlacrvlsäiue  lieferte. 

Im  Jahre  187!)  gab  er  die  As^^i^.teIlten.steIle  auf,  uui  andere 
Laboratorien  kennen  zu  lernen.  Er  verweilte  dabei  längere 
Zeit  in  Berlin  bei  dem  berühmten  Chemiker  A.  W.  llofmann, 
der  durch  seine  bahnbrechenden  Arl>eiten  in  erster  Linie  den 
Ghrund  zu  der  farhenprächtigen  Theerindustrie  gelegt  hat,  wo- 
für Miller  grosses  Interesse  empfand.  Es  wurden  daselbst  Ton 
ihm  zwei  neue  Farbstoffe,  das  sogenannte  Rouge  Franyais  und 
der  Biehericher  Scharlach,  untersucht,  deren  ziemlich  ver- 
wickelte Zusanimeusetzuiig  er  aufklärte.  Geineiuschaftlich  mit 
liutüiann,  der  den  jungen  kenntnissreichen  Chemiker  schätzen 
lernte,  stellte  er  durch  Einwirkun«,'  von  Salpetersäure  mehrere 
Nitroverbindungen  des  Kresols,  eines  im  Stein kohlentheer  ent- 
haltenen Stoffes,  dar,  drei  Mononitrokresole  und  ein  Dinitro- 
kresol,  so  wie  man  schon  früher  aus  den  Phenolen  die  Nitro- 
phenole  erhalten  hatte. 

Hit  reichen  Erfahrungen  nach  Mflnchen  zurückgekehrt 
hielt  Miller  Vorlesungen  über  Farbstoffe  und  setzte  seine 
wissenschaftliche  Thätigkeit  enisi^r  fort.  In  Berlin  war  er  mit 
dem  jungen  Chemiker  Obkar  l)<ibner,  jetzt  als  rrotessor  in 
Halle  thäticr,  bekannt  geworden  und  hatte  eine  innige  Freund- 
schaft mit  demselben  geschlossen:  der  Austausch  der  Gedanken 
fühl  te  die  beiden  zu  {gemeinsamer  Arbeit  Über  die  synthetische 
Darstellung  zahlreicher  Chinaldinbasen,  welche  in  naher  Be- 
ziehung zu  den  für  den  Arzt  so  Überaus  werthvollen  Aikaloiden 
der  Chinarinde  stehen.  Skraup  war  es  kurz  vorher  gelungen 
das  Chinolin  durch  Behandlung  von  Nitrobenzol  mit  Anilin 
(Aniidobenzol),  Glyzerin  und  concentrirter  SchwefekSure  dar- 
zustellen; indem  die  Beiden  das  Glvzerin  durch  Aldehvd  er- 
setzten,  gewannen  sie  eine  Base,  das  methylirte  Chinolin  oder 
Chinaldin.  dessen  Constitution  sir  test^tcllteTi  und  das  dadunli 
wiclitig  ist,  dnss  das  Methyl  in  demselben  sich  besonders  leicht 
gegen  andere  Stoffe  austauschen  lässt. 
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Die  Synthese  des  Cbinaldins  mit  Döbner  begründete  Millers 
wisseoscliaftlichen  Ruf;  sie  wurde  der  Ausgangspunkt  fUr 
weitere  um&asende  Untersuchungen  dieser  Base  nach  den  in 
der  organischen  Chemie  gebrauchlichen  Methoden,  welche 
Miller  theils  noch  mit  Döbner,  theils  mit  seinen  Schülern  aus- 
führte. Bei  Anwendung  des  dem  Anilin  homologen  Toluidins 
erhielten  sie  die  Methyl-Chinaldine;  sie  zeigten,  dass  ebenso 
wie  das  Anilin  alle  [irimären  aromatischen  Amidoverbindun^en 
mit  freier  ( h'thostolhing  Chinaldiiic  bilden.  Indem  sie  weiter- 
hin noch  mit  anderen  Aldehyden  die  Chinaidin-Dar«tellung 
versuchten,  wiesen  sie  nach,  dass  alle  ungesättigten  Aldehyde 
oder  Aldole  neue  Chinaldine  liefern.  Es  gelang  ihnen  ferner 
die  Darstellung  ▼erschiedener  Verbindungen  des  Ohinaldins, 
z.  B.  Yon  Nitro-Sulfo-  und  Hydroiyverbindungen  sowie  der 
Chinaldin-CarbonsSuien. 

Mittlerweile  war  Miller  nach  dem  durch  Kränklichkeit 
veranlassten  unerwarteten  Rücktritt  Erlenmeyers  auf  dringende 
Empfehlung  des  letzteren  zum  ordentlichen  Professor  der  all- 
gemeinen ('lieniie  an  der  technischen  Hochschule  vorgerückt. 
Er  erhielt  dadurch  die  Gelegenheit  mit  Hilfe  seiner  Schüler 
den  weiteren  Ausbau  des  von  ihm  und  Döbner  erschlossenen 
Gebietes  zu  unternehmen. 

Die  Ergebnisse  bei  der  Oxydation  von  Ohinolinderivaten 
mit  Ghromsaure  und  mit  Kaliumpermanganat  lieferten  ^en 
werthvollen  Beitrag  zur  theoretischen  Chemie. 

Indem  er  mit  Kinkelin  sich  an  die  schwierige  Ergründung 
des  Chinins  wagte,  erhielt  er  die  sogenannten  Dichinoline; 
dann  weitere  Chinaldine  aus  bisher  unbekannten  Aldehyden  und 
auch  aus  (Teiiuschen  zweier  venschiedener  Aldehyde.  Bei  Kin- 
wirkung  von  Chloral  auf  Chiualdiu  kam  er  mit  Öpady  zu  einer 
Chinolinacrylsäure. 

Die  fortgesetzten  Untersuchungen  über  die  Chinaldine 
führten  ihn  und  Kohde  zu  einer  weiteren  Reihe  werthvoller 
Auftchlüsse,  nämlich  zu  der  Darlegung  der  Bedingungen,  unter 
denen  sich  die  Verbindungen  der  sogenannten  Inden-GTup[)e 
bilden,  welche  Debergangsglieder  von  dem  Benzol  zu  dem 
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Naphtalin  «imL  Es  wurde  eine  ganze  Anzahl  von  Inden- 
derivaten  und  verscliiedeiie  neue  Zwischenprodukte  hergestellt, 
wobei  sich  ergab,  dass  sowohl  der  Charakter  der  Seitenkette 
als  auch  die  Art  der  Substitution  einen  ganz  bestimmten  Ein- 
fluss  auf  das  Zustandekommen  dieser  Reaktion  besitzen. 

Eine  weitere  sich  daran  anschliessende  Arbeit  war  die  mit 
Plöchl  über  das  Aldehyd-Grün.  Dieser  schwefelhaltige  Parb- 
stoft"  ^\■^^r  .sclioii  früher  durch  Hcliiinilliing  von  Fuchsin  in 
SchwefeLsüurer  Liisung  mit  Aetliyl-Aldeliyd  und  untersclnvctlii,'- 
saurem  Natrium  gewonnen  worden,  aber  die  Natur  desselben 
war  bis  dahin  Avegen  der  aussei-st  complicirten  Zusammen- 
setzung unaufgeklärt  gebiieben.  Durch  eine  schwierige  und 
mttheyoUe  Untersuchung  gelang  es  den  beiden  die  Constitution 
des  Farbstofls  festzustellen.  Nach  der  Aufhellung  der  Chinaldin- 
bildung  war  zu  erwarten,  dass  auch  bei  der  Herstellung  des 
Aldehyd-Grttn  Chinaldingruppen  sich  bilden  und  dann  noch 
Schwefel  in  die  Verbindung  eintritt.  Miller  und  Plöchl 
zeigtm,  entgegen  anderen  Anschauungen,  dasü  dabei  nur  eine 
der  drei  Amidogruppen  zur  Chinaldinbildung  verwendet  wird, 
die  beiden  anderen  aber  mit  dem  gleicli/.(  itig  entstellenden 
Aldol  in  Reaktion  treten;  in  dem  Aldehyd-Blnn  dagegen  treten 
die  drei  Amidogruppen  mit  drei  A Idol-Molekülen  zusammen. 

Die  Arbeit  Aber  das  Aldehyd-Grttn  gab  den  Anstoes  zu 
einer  Reihe  aus  Millers  Laboratorium  hervorgegangenen  Unter- 
suchungen Uber  die  SchifiTschen  Basen,  welche  bei  der  Ein- 
wirkung von  Aldehyden  und  Ketonen  auf  verschiedene  primäre 
Amine  entstehen.  Aus  ihnen  gehen  durch  Aufnahme  von 
Blausäure  Amido-  oder  Auiinunitrile  Ik  rvor.  Es  wurden  dabei 
wichtige  Amidosäiiren  und  die  merkw  iii  tlincn  Ainidooxylsüuren, 
welche  am  Sticl<stotl  ein  Mydroxjl  enthalten,  gewonnen,  sowie 
eine  allgemeine  Biiduugsweise  von  substituirteu  Säureamiden 
gefunden.  Indem  sie  die  Blausäure  zur  Erkennung  des  sym- 
metrischen und  assymmetrischen  Stickstoffs  benützten,  fanden 
sie  neue  stereoisomere  Stickstoffverbindungen,  nämlich  die  Anil- 
Verbindungen,  wodurch  sie  wesentlich  zur  Kenntnis»  der  Stereo- 
isomerie  der  Stickstoffverbindungen  beitrugen. 
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Daran  schlössen  sich  mit  Rohfle  ausgeführte  bedeutsame 
Untersueliuiit'!'«'!!  über  die  cheinische  Constitution  des  in  der 
Chiuanude  euthalfcenen  Cinchonins  an.  welche  als  Vorarbeiten 
für  eine  künftige  Synthese  des  kostbaren  Arzneimittels  Beach- 
tung Terdienen.  Mit  Hohde  liefexte  er  auch  Beitrage  zur 
Kenntniss  des  in  gewissen  Insekten  entstehenden  Cochenille- 
Farbstofls;  sie  zeigten,  dass  die  darin  enthaltene  KamdiMBtR« 
ein  Derivat  des  Methjl-di-oxy-a-naphtachinons  sem  mtae  und 
legten  damit  den  Grund  för  die  Aufklarung  der  Constitution 
derselben.  Mit  Slunk  wies  er  in  der  Cochenille  das  zu  den 
Fäuluissprodukten  des  Eiweiss^*^  gehcirige  Tyrosin  nach. 

Miller  interessirte  sich  lebhaft  für  die  merkwürdige  Wir- 
kung des  elektrischen  Stroms  auf  die  chemischen  Verbindungen, 
Man  ist  bekanntbeb  im  Stande  durch  denselben  die  letzteren 
in  ihre  Oompenenten  zu  zerlegen  und  dadurch  einen  Einblick 
in  ihre  nShere  Zusammensetzung  zu  gewinnen.  Nachdem  ihm 
dift  Errichtung  eines  mit  allen  Hilfsmitteln  ausgestatteten 
elektro^ehemischen  LaboratcMriums  gelungen  war,  wurden  darin 
manche  lehrreiche  Elektrolysen  ausgeführt.  So  hat  er  z.  B. 
mit  Hüfer  den  elektrischen  Strom  auf  einige  suhstituirte  orga- 
nische Säuren,  besonders  auf  1 1  vdrooxvsäuren  eifi wirken  lassen 
und,  wie  Andere  schon  vorher,  gefunden,  dass  der  elektrische 
liest  dieser  Verbiudung(  n  zu  Aldehyden  oder  Ketonen  oxydirt 
wird;  es  gelang  ihnen  aber  in  einzelnen  Fällen  weiter,  diesen 
Best  einer  anderen  Verbindung  synthetisch  zu  vereinen:  denn 
{de  bekamen  durch  die  Elektrolyse  Ton  glykolsaurem  und  essig- 
saurem Kalium  in  geringer  Menge  Aethyl-Alkohol  oder  durch 
die  Elektrolyse  der  Gemische  von  fettsauren  Salzen  und  von 
Estersalzen  mehrbasischer  Carbonsäuren  eine  Synthese  höherer 
Fettsäuren. 

Miller  war  auch  bestrebt  sein  Wissen  für  gemeinnützige 
Zwecke  zu  verwcrtlien. 

Die  durch  den  Nonnenschmetterling  für  unsere  Wälder 
drohende  Gefahr  erregte  ihn  tief  und  veranlasste  ihn  und 
Harz  nach  einem  Mittel  dagegen  zu  sinnen;  er  empfahl  das 
von  A.  W.  Hofmänn  und  ihm  früher  dargestellte  Orthodinitro- 
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kresolkaliiim,  welches  uoch  in  grosser  Verdünnini«?  die  Itaupen 
tüdtet,  den  Pflanzen  aber  nicht  schaden  soll,  zur  Bespritzung 
der  Bäume.  Es  erwies  sich  zwar  das  von  ihm  Antinonnin  ge- 
nannte Mittel  bei  der  kolossalen  Ausbreitung  des  Insekts  nls 
ohnmäclitig,  aber  es  scheint,  wie  andere  ähnliche  Stoffe,  z.  B. 
die  Pikrinsäure  (das  Trinitroplienol),  als  kriftiges  Antiseptikum 
gegen  Fäulniss  und  Vermoderung  von  Holz  etc.  Verwendung 
finden  zu  können. 

Der  Alterthumsforscher  Dr.  Franz  Bock  hatte  in  seiner 
Geschichte  der  liturgischen  Gewänder  des  Mittelalters  (1859) 
augc^^eben,  dass  dvr  ITrstoft'  der  präclitigon  niitteljilterlii'lH-n 
platten  Goldfaden  nicht  mehr  bekannt  sei  und  auch  mit  welcliem 
Bindemittel  die  Vergoldung  auf  denselben  aufgetragen  worden 
sei;  es  wfire  daher  wichtig  die  im  15.  Jahrhundert  verloren 
gegangene  Technik  wieder  zu  finden.  Diese  «cyprischen* 
Goldfaden,  mit  denen  die  kostbaren  Brokate  des  13.  bis 
15.  Jahrhunderts  gefertaget  wurden,  zeichnen  sich  durch  ihre 
Weichheit  und  ihren  milden  Glanz  von  den  modernen,  durch 
Vergolden  steifen  Silberdrahtes  hergestellter  Faden  aus.  Der 
Kunstsinn  MilltTs  lioss  ihn  die  Aulgabe  des  Wiederauiiunlens 
der  alten  Verfertigung  der  (TuldtÜdeu  lebhaft  erfassen,  und  er 
«u  lltf  Tuit  Harz  (18?^2)  eingehende  Untersuchnn«;cn  und  Studien 
darüber  an.  Sie  versuchten  sich  auch  in  der  praktischen  AuS'- 
fUhrung  der  Fäden  mit  selbst  ersonnenen  Apparaten.  Sie 
haben  aber  Ubersehen,  daas  der  kunstFerständige  berühmte 
Wiener  Physiologe  imd  Mikroscopiker  Emst  Brttcke  schon  im 
Jahre  1865  (Mittheilungen  des  k.  k.  österreichischen  Museums 
für  Kunst  und  Industrie  1865  Bd.  I  S.  68—71)  die  genauesten 
Mittheilungen  hierüber  gemacht  und  dargethan  hatte,  dass  die 
Fäden  aus  dem  Bauchfeil  oder  dem  Peritonaliiljerzug  (nicht 
der  laubmukosa)  des  Schlachtviehs  als  (hnndhige  für  die  Ver- 
goldung beistehe,  hie  und  da  auch  aus  feinem  Leder;  aber  das 
Bindemittel,  durch  welches  das  Gold  auf  dem  Häutclien  be- 
festiget wurde,  blieb  ihm  unbekannt.  Ks  hat  dann  weiterhin 
der  Professor  Dr.  Josenh  Karabacek  an  der  Wiener  Universität 
in  seinem  Werke  über  die  persische  Nadeimaierei  SÖsandschtrd 
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(1881  S.  18 — 21)  zuerst  das  historisclie  Wesen  dieser  missver- 
standlich  ^cyprische"  benaunteii  Fäden  beleuchtet;  sie  haben 
mit  Gypem  nichts  zu  thun,  denn  diese  Insel  war  nur  Durch-« 
gangsstation  für  das  aus  Egypten  und  der  Levante  kommende 
Gespinnste.  Ks  war  ihm  auch  das  Bindemiiitel  und  die  ganze 
Zubereitung  der  Faden  kein  Gteheimniss:  er  hat  dieselben  schon 
▼er  19  Jahren  nach  den  arabischen  Quellen  hergestellt. 

Ueberblickt  nian  die  wis^jenscbaftliclien  Leisiuiirrpn  Miller's, 
so  wird  man  sagen  müssen,  dass  er  durch  seine  iiegabung  für 
die  Forschung  in  der  Chemie  der  verwickelten  Kohlenstoff- 
Verbindungen  und  durch  seinen  unermüdlichen  Fleiss  werth- 
Tolle  Beiträge  zum  Ausbau  dieses  Theik  der  Chemie  geliefert 
hat,  wenn  er  auch  dieselbe  nicht  in  neue  Bahnen  lenkte. 
Indem  er  eine  grosse  Anzahl  solcher  Verbindungen  dem  Ver- 
standniss  erschloss,  hat  er  sich  um  die  Wissenschaft  Ver- 
dienste erworben,  welche  stets  dankbare  Anerkennung  finden 
werden. 

Er  war  ausserdem  ein  beliebter  Lehrer  an  der  technischen 
Hochschule  von  klarem t  anregendem  Vortrag  und  ein  g^e- 
wandter  Experimentator.  Durch  persönliche  Liebenswürdigkeit 
gewann  er  die  Liebe  seiner  Schüler,  denen  er  Berather  und 
Freund  war. 

Das  was  ihn  lit  sonders  auszeichnete,  war  die  Energie  seines 
Wesens,  durch  welche  er  erreichte,  was  er  erstrebte,  und  seine 
Schaffenslust.  Sein  Vermögen  gab  ihm  die  Mittel  seinen 
Sammeleifer  zu  befriedigen:  so  hat  er  die  Bildnisse  der  be- 
rühmten Chemiker  seit  den  ältesten  Zeiten  und  von  allen 
Landern,  weit  über  1000,  zusammengebracht,  und  er  beab- 
sichtigte an  der  Hand  derselben  einmal  eüie  illusbrirte  Ge- 
schichte der  Chemie  zu  schreiben. 

Seit  September  1898  zeigte  er  nicht  mehr  die  gewohnte 
Frische.  Es  bildete  sich  ein  Darmleidea  aus,  das  ihn  am  Be- 
ginne der  Vorlesungen  hinderte.  Nach  einer  vorgenommenen 
vorläufigen  Operation  erholte  er  sich  anscheinend  etwas  und 
begann  sogar  am  Anfang  des  Jahres  1899  seine  Vorlesungen 
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wieder,  aber  seine  Kraft  war  gebrochen.  Am  21.  Februar 
begab  er  sich,  um  seiner  Familie  den  SchmerT:  des  Abschieds 
zu  ersparen,  direkt  vom  Hörsaal  weg  in  die  Klinik  zu  der 
zweiten  grösseren  Operation,  der  er  muthvoll  entgegen  gieng. 
Am  dritten  Tage  erlag  er  einer  rasch  eingetretenen  Herz* 
schwache.  Am  3.  März  ist  er  unter  grosser  Betbeiligung  in 
dem  Familiengrabe  beigesetzt  worden;  sein  Bild  wird  bei  seinen 
Freunden  in  treuer  Erinnerung  fortleben. 

Engen  v.  Lommel. 

Am  19.  Juni  1899  verschied  nach  längerem  Leiden  im 
Alter  von  62  Jahren  das  ordentliche  Mitglied  der  mathematisch- 
])hy8ikali8chen  Olasse  unserer  Akademie,  der  Physiker  Eugen 

V.  Lommel.  Ein  ungemein  kenntnissreicher  Gelehrter  und 
feiner  Forscher,  der  die  Physik,  besonders  auf  dem  Gebiete  der 
Lehro  vom  Lichte,  um  viele  wichtige  lkM>baclitunLr<ni  und  Er- 
klärungen bereichert  hat,  ist  mit  ihm  dahingegangen. 

Er  kam  in  Edenkoben  in  der  Bheinpfalz  am  19.  Marz 
1837  zur  Welt.   Sein  Vater  war  daselbst  als  praktischer  Aizt 

thatig,  spater  als  Bezirksarzt  in  Hombach.  Die  Familie  lebte 
mit  den  vier  Söhnen,  von  denen  Eugen  der  älteste  war,  in 
recht  Ijescheidenen  Verhältnissen.  Er  besuchte  zuerst  die 
Lateinsi  liule  in  Edenkoben,  dann  das  Gymnasium  in  iSpcier; 
man  hatte  ihn  daselbst  zu  kleinen  Bürgersleuten  in  Kost  und 
Wohnung  gegeben,  und  als  der  jüngere  Bruder  auch  nach 
Speier  kam,  mussten  die  beiden  mit  einem  Bette  sich  be- 
gnügen. Obwohl  er  schon  frtth  ganz  sich  selbst  Überlassen 
war»  kam  er  doch  mit  regstem  Eifer  seinen  Verpflichtungen  in 
der  Schule  nach;  die  Wissbegierde  und  der  Fleiss«  welche  ihm 
Zeit  seines  Lebens  blieben,  zeichneten  ihn  damals  schon  ans 
und  bewahrten  ihn  vor  Ausschreitungen.  Er  nahm  es  ernst 
mit  dem,  was  er  betrieb,  und  gieng  gerne  seine  stillen  Wege; 
das  ihm  zukommende  Taselieiigt  ld  vej  wendete  er  'AM  dem  An- 
kauf von  Büchern,  aus  denen  er  lernen  konnte. 
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Bald  entwickelte  sich  bei  ihm  die  Neigung  zu  den  Natur- 
wissenschaften, aber  anfangs  mehr  für  die  beschreibenden,  ins- 
be^^ondere  für  die  Filauzen  und  Tliiere;  um  sich  naturwissen- 
schaflkliche  Kenntnisse  zu  verschaffen,  besuchte  er  die  Abend- 
kurse an  der  Gewerbeschule.  Bei  dem  lebhaften  Interesse  fttr 
die  Formen  und  die  Lebensweise  der  Thiere  und  Pflanzen 
seichnete  und  malte  er  dieselben  in  seinen  Freistunden.  So 
hat  er  als  I  i  jähriger  Knabe  den  grossen  Atlas  von  Oken*s 
Naturgeschichte  des  Thierreichs  mit  seinen  116  colorirten 
Tafeln  in  (.Tross^uart  auf  das  Sorgfältigste,  von  dem  Original 
nicht  unterscheidbar,  nbirezcichnet,  da  er  die  Mittel  7Air  An- 
schaffung des  theuein  W  erken  nicht  besass;  auch  liegen  von 
ihm  noch  zwei  reichhaltige,  grösstentheils  nach  der  Nfitur 
charakteristisch  und  farbenprächtig  gemalte  Pflanzenbücher 
vor.  Nur  eine  seltene  Ausdauer  und  eine  besondere  Liebe 
zur  Sache  konnte  die  kolossale  Aufgabe  bewältigen ;  daher  kam 
es  auch,  dass  er  die  Pflanzen  und  Thiere  genau  kannte  und 
Aber  ihre  Merkmale  und  Eigenschaften  Bescheid  zu  geben  wusste. 

Dass  er  mit  solchen  Dingen  seine  flbrigen  Studien  nicht 
versäumte,  das  geht  daraus  hervor,  dass  er  bis  an  sein  Lebens- 
ende zur  Erholung  und  Erbauung  die  lateinischen  und  griechi- 
schen Klassiker  in  der  Ursprache  las  und  namentlich  Homer 
ihm  stets  ein  treuer  Begleiter  war.  Der  Physiker  Lommei  hat 
das  humanistische  Gymnasium,  obwohl  er  manche  Mängel  an 
ihm  erkannte,  als  die  i-ichtige  Schule  des  Geistes  angesehen, 
wie  seine  in  Erlangen  (1881)  gehaltene  Rektor atsrede:  .Uber 
UniTersitätsbildung*  darthut.  Ich  weiss  noch  von  anderen 
Naturforschern  das  Gleiche;  so  hat  mein  väterlicher  Freund, 
der  Chemiker  Schdnbein  in  Basel,  nach  der  strengen  Arbeit 
des  Tages  geistige  Erfrischung  in  den  Oden  des  Horaz  gesucht. 
Auch  von  dem  Chemiker  Bunsen  wird  berichtet,  dass  er  bis  in 
die  letzte  Zeit  .seines  Lebens  Oicero's  Briefe  und  JSueton  las. 
Es  ist  waliriich  ein  gänzlich  unbegründetes  und  gedankenlos 
gesprochenes  Wort,  dass  die  Naturforschung  zu  rohem  i^ateriahs- 
mus  führe  und  ideale  Auffassungen  zerstöre;  die  solches  sagen, 
wissen  nicht,  weiches  reine  Glück  in  der  Forschung  nach  der 
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Wahrheit  und  in  der  fortschr«^itpiideii  Erkeimtniss  der  Natur- 
orschein Hilgen  li(.'<^t  und  wie  dahvi  die  Oedanken  auf  Höheres 
gelenkt  werden,  wenn  dadurch  auch  nach  und  nach  manche 
ältere  Vorstellungen  der  Menschheit  über  die  Welt  sich  als 
unhaltbar  erweisen. 

17  Vs  Jshre  alt  (1854)  absolTirte  Lommel  mit  der  Note 
TorzOglich  das  Gymnasium  za  Speier;  durch  den  Einfluss  des 
ausgezeichneten  Professors  der  Mathematik  Friedr.  Schwerd, 
der  sich  durch  seine  hervorragenden  Untersuchungen  über  die 
Beugungserscheinuni^en  des  T,i(  lites  einen  bedeutenden  Namen 
gemacht  hat  und  auch  corre>;j)ündirendes  Mitghed  unserer 
Akademie  war,  hatte  er  erst  in  der  obersten  (  lasse  ein  In- 
teresse an  der  M.ithematik  bekommen,  so  dass  er  die  mathe- 
matische Aufgabe  bei  der  Prüfung  glänzend  löste  und  von 
seinem  Lehrer  besonders  belobt  wurde;  er  erzählte  später 
öfters,  wie  er  anfanglich  nur  wenig  Neigung  zu  dieser  Wissen- 
schaft besass,  aber  durch  die  klare,  fesselnde  Darstellung 
Schwerd^s  zu  der  IJeberzeugung  gekommen  sei,  dass  die  Kennt- 
niss  der  Mathematik  für  die  Erfassung  der  Naturerscheinungen 
noth wendig'  ist.  Die  häufig  einseitige  Uebung  des  Gcdäclit- 
nisses  in  der  Schule  ohne  das  volle  Ver5?tändniss  des  Geleint»  u 
ist  vielfach  die  Ursache  der  späteren  Klagen  an  der  Universität; 
es  soll  in  der  ersteren  nur  der  Geist  befähiget  werden,  richtig 
zu  denken;  dabei  kommt  es  nicht  so  sehr  auf  die  Organisation 
der  Schule  oder  das  Lehrfach  an,  als  viel  mehr  darauf,  dass 
irgend  ein  guter  Lehrer  bei  dem  Schüler  die  Lust  am  Denken 
erweckt.  In  solcher  Weise  ist  Lommel  durch  Schwerd  zur 
Mathematik  und  Physik  geführt  worden,  trotz  seiner  Neigung 
zur  Zoologie  und  Botanik.  Er  ist  ein  ausgezeichneter  Mathe- 
matiker geworden,  der  die  Matheinutik  mit  grrisötem  Geschick 
zur  Lösnnc!^      ysikalischer  Probleme  anwandte. 

Er  bezog  nun  die  Universität  München,  wo  er  im  ersten 
Jalire  als  Candidat  der  Philosophie  und  dann  als  Candidat  der 
Mathematik  inscribirt  war;  er  hörte  Vorlesungen  iil)er  Mathe- 
matik, Physik,  Chemie  und  Astronomie  bei  Seidel,  Jolly,  Liebig, 
Kobell  und  Lamont.  Wegen  seiner  beschränkten  Mittel  konnte 
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er  zu  (lii-sor  Zeit  nicht  daran  denken  die  akademische  Laufl)ahn 
eiuzusclilagfn,  er  wollte  sich  nur  fiir  die  Lehranitsprüfung  am 
der  Mathematik  und  Physik  vorbereiten;  desshalb  machte  er 
auch  nicht  die  Uebungen  im  physikalischen  oder  chemischen 
liaboratorium  mit  wie  Jeder,  der  sich  der  Physik  widmen  will; 
mir  das  mathematische  Seminar  bei  Seidel  besuchte  er  eifrigst. 
Zu  keinem  seiner  Lehrer  trat  er  in  nähere  Beziehungen,  auch 
nicht  zu  dem  Physiker  Jolly;  gerne  verkehrte  er  mit  dem 
spateren  Professor  Phib'pp  Zöller,  der  auch  ein  Bheinpfalzer 
war  und  auf  Anregung  Liebig's  a;j,rilailturchemische  Unter- 
suchungen in  dessen  Lalxjratorium  machte.  Lonuuel  be- 
schränkte sich  jedoch  nicht  auf  sein  Fach,  sondern  suchte  sich 
auch  eine  umfassende  allgemeine  Bildung  zu  verschaften;  er 
hörte  Collegien  über  Philosophie  z.  B.  bei  dem  geistreichen 
Lasaulx,  erwarb  sich  ein  feines  Verständniss  f&r  die  schöne 
Literatur,  namentlich  für  die  grossen  deutschen  Dichter,  für 
die  klasidsche  Musik  und  fUr  die  bildende  Kunst;  auf  der 
obersten  Galerie  des  Hoftheaters,  in  den  Ooncerten  der  musi- 
kalischen Akademie  und  in  den  Kunstsammlungen  war  er 
häutig  zu  tinden.  So  konnte  er  sich  sagen,  dass  er  die  vier- 
jährige Studienzeit  an  der  Universität  gut  angewandt  habe, 
und  er  erinnerte  sich  später  auch  gerne  daran. 

Nachdem  er  im  Herbst  1858  die  Lehramtsprüfung  mit  der 
Note  «sehr  gut*  bestanden  hatte,  nahm  ihn  der  vermögende 
Weingutsbesitzer  und  Landtags-Abgeordnete  Buhl  in  Deides- 
heim als  Hauslehrer  für  seinen  jüngsten  Sohn  auf.  Der  unter- 
richtete junge  Lehrer  war  in  der  Familie  seines  Schülers  und 
in  dem  angeregten  geselligen  Kreise,  der  daselbst  verkehrte, 
sehr  Ireundlicli  aufgenommen  und  er  lernte  dort  die  ange- 
sehensten Männtr  der  Pfalz  und  Politiker  wie  Heinricli 
V.  Gagem.  Ka.->M  rmann  etc.  kennen. 

Im  Frühjahr  18(>0  erhielt  er  die  Stelle  eines  Lehrers  der 
Mathematik  und  Physik  an  der  Kantonsscliule  in  Schwyz,  die 
er  fünf  Jahre  inne  hatte.  Es  war  an  dem  herrlich  gelegenen 
Orte  eine  schöne  Zeit  für  ihn,  er  übte  als  Lehrer  eine  zusagende 
Thatigkeit  aus  und  er  fieng  an  wissenschaftlich  zu  arbeiten, 
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zumeist  Matheinatisches,  aber  auch  Physikalisches  über  optische 
Probleme,  wozu  er  wohl  durch  die  Yerpfliclitung  in  der  Physik 
zu  untd-ricliti'n  gebracht  worden  war. 

Es  wird  erzählt,  der  damalige  verdiente  eidgenössische  Er- 
ziehungsrath Kappeler  habe  erfahren,  dass  die  aus  der  Kantona- 
schule  zu  Schwyz  an  das  Züricher  Polytechnikum  kommenden 
Siudirenden  in  der  Mathematik  und  Physik  besonders  gut 
unterrichtet  seien;  dies  habe  ihn  veranlasst  den  Lehrer  Lommel 
aufzufordern  nach  Zfirich  zu  kommen.  Weil  aber  vorerst  noch 
keine  Stelle  an  der  Hochschule  frei  war,  nahm  er  einstweilen 
die  Anstellung  als  Oberlehrer  an  der  Kantonsschule  in  Zfirich 
an  und  habilitirte  sich,  nachdem  er  vorher  (ISf^t)  den  Doktor- 
grad erworben  hatte,  an  der  Universität  und  dem  Polytechnikum 
zu  Zürich  (1865).  Besonders  gei  ne  war  er  in  dieser  Stadt  mit 
ihren  ausgezeichneten  Hochschulen;  er  gewann  dsis  Zutrauen 
strebsamer  Schüler  und  trat  in  anregenden  Verkehr  mit  be- 
deutenden Männern:  mit  Gottfried  Keller,  Friedrich  Theodor 
Yischer,  Johannes  Wislicenus,  Theodor  Billroth,  Friedrich  Emil 
Prym,  Adolf  Fick  und  Anderen;  auch  setzte  er  seine  wissen- 
schaftliche Thütigkeit  fort. 

Trotzdem  nahm  er  im  Herbst  1867  einen  Ruf  als  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Physik  an  die  land-  und  torst- 
wirthschaftiicln'  Akademie  zu  Hohenheim  in  Württemberg  an. 
In  dem  einsamen  Orte  fand  er  wohl  eine  lohnende  Beschäfti- 
gung, jedoch  nicht  den  gewohnten  Umgang  mit  Männern  an* 
derer  üichtung  und  nicht  den  Genuss  der  Kunst.  £r  wan- 
derte daher  jeden  Samstag  Über  die  Hohen,  welche  das  SchlosB 
Hohenheim  von  Stuttgart  trennen,  dorthin  und  Montag  Morgens 
wieder  zurück;  namentlich  in  der  Familie  des  Physikers  Zech, 
wo  er  wieder  Yischer  traf,  war  er  als  Freund  des  Hauses  auf- 
genommen. 

Lommel  galt  län<^ere  Zeit  unter  seinen  Faclij^^enossen  mehr 
als  Mathematiker,  obwohl  er  eine  Anzahl  bemerkeuswerther 
physikalischer  Arbeiten  herausgegeben  hatte,  aber  nach  und 
nach  entwickelte  er  sich  durch  eigene  Kraft  zum  vollendeten 
Physiker« 
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Da  kam  im  Herbst  1868  die  Berufung  als  Professor  der 
Physik  an  Stelle  des  Yortrefflichen  Beets  an  die  Univeraität 
Erlangen«  die  ihn  innerlich  beglückte,  weil  damit  der  Traum 
seiner  Jugend  sich  erf&llte.  Diese  ruhige,  au£Btrebende,  dem 
Lärm  und  den  Anforderungen  grosser  Stfidte  entrückte  üni- 
Tcrsität  war  für  ihn.  den  stillen  Gelehrten,  das  richtige  Arbeits- 
feld. Er  galt  bald  als  eine  der  ersten  Kräfte  der  Hochschule, 
entfaltete  eine  erlokneielie  Lehrtliiitigkeit,  war  geachtet  und 
geliebt  von  seinen  öchüleru  und  CoUegen,  wie  aus  den  ehren- 
den Worten,  welche  der  Rektor  der  Universität  Erlangen  und 
der  Dekan  der  philosophtschen  Fakultät  dei*selben  an  seinem 
Orabe  sprach,  herrorgieng,  und  seine  wissenschaftUche  Arbeit 
war  eine  höchst  fruchtbare.  Die  18  Erlanger  Jahre  sind  in 
letsterer  Beziehung  wohl  als  der  Höhepunkt  seines  Schaffens 
anzusehen. 

Und  doch  sollte  er  noch  einmal  den  Ort  seiner  Wirksam- 
keit sveeh.seln,  nachdem  er  schon  18f>9  einen  an  ihn  ergangenen 
Ruf  an  das  Polytechnikuin  in  Zürieli  abgelehnt  hatte;  er  erhielt 
(1886)  den  ehrenvollen  Ruf  an  die  hiesige  Universität  als 
Nachfolger  Jolly's,  den  er  nicht  ausschlagen  zu  dürfen  glaubte. 
Er  hat  in  den  13  Jahren  der  hiesigen  Thätigkeit  sein  segens- 
reidies  Wirken  als  Lehrer  und  Forscher  fortgesetzt;  aber  die 
vielen  Abhaltungen  an  der  grossen  TTniTersitat,  namentlich  die 
die  wissenschaftliche  Arbeit  geradezu  lähmenden  Prüfungen, 
hinderten  auch  ihn  zu  seinem  Schmerze  so  Tiel  Zeit  der  For- 
schung zu  widmen  als  er  wünschte.  Kr  war  ausserdem  auch 
Conservator  des  physikalisch-metronomischen  Instituts  des  Staates 
und  technisches  Mitglied  der  Nonnal-Aichungs-Konnnission. 
Ein  werthvolles  Erbe  hat  er  uns  hinterlassen  in  dem  1894 
fertig  gestellten  physikalischen  Institut,  das,  nach  seinen  An- 
gaben erbaut,  als  eine  vortreffliche  Anstalt  bezeichnet  werden 
muss.  — 
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lieber  die  wissenschaftlichen  Errungenschaften,  welche  wir 
Lommel  verdanken,  habe  ich  einen  competenten  Physiker,  den 
verehrten  CoUegen  Hermann  Ebert,  um  genauere  Angaben  ge- 
beten; er  hat  sie  mir  in  Folgendem  in  klarer,  allgemein  ver- 
stftTidlicher  Weise  snsammengestellt,  wofttr  ich  ihm  besten 
Dank  schulde. 

Im  Vordorgfrunde  des  Interesses  stehen  Lommels  0])tische 
Unti'r.suchuii'^'cn.  Die  niaimigiachen  Probleme  der  Lichtersciiei- 
uimgen,  deren  Lösung  die  bahnbrechenden  Arbeiten  eines 
Fraunhofer,  Fresnel,  Cauchy  und  anderer  grosser  Forscher  der 
Nachwelt  noch  in  grosser  Zahl  Uberlassen  mussten,  übten  auf 
Lommel  vom  Beginn  seiner  Laufbahn  an  einen  besonderen  Beis 
aus.  Den  grössten  Erfolg  errang  er  auf  dem  Gebiete,  welches 
am  längsten  einer  YoUkommenen  theoretischen  Durchdringung 
widerstanden  hatte,  demjenigen  der  Erscheinungen  der  Zer- 
streuung oder  der  Dispersion  und  der  Absor}jtion  des 
Lichtes.  Seit  Newton  kannte  man  die  verschiedene  Hreehbar- 
keit  der  verschiedenen  Farben,  welche  bei  der  Brechung  durch 
ein  Prisma  oder  durch  einen  Wassertropt'en  zu  der  farben- 
prächtigen Farbenzerlegung  in  ein  Spektrum  oder  zum  Regen- 
bogen fuhren.  Man  wusste  auch,  dass  die  Starke  der  forben- 
zeiBtreuenden  Kraft,  die  Dispersion,  bei  verschiedenen  Sub- 
stanzen eine  sehr  verschiedene  ist,  und  hatte  bemerkt,  dass 
dieselbe  mit  dem  innersten  molekularen  Baue  der  brechenden 
Substanz  irgendwie  «iisammenhängen  müsse.  Zwar  hatte  Cauchy 
eine  Fornu'l  angegelx'n,  welche  gestattete  mit  Hille  mehrerer 
für  j('<h'  Sul)stanz  besonders  zu  bestimmender  Constanten  die 
Dispersion  für  die  verschiedenen  Farben  mit  einer  gewissen 
Annäherung  wirklich  darzustellen;  die  Cauchy'sche  Dispersions- 
formel war  indessen  mehr  nur  als  Tnterpolationsforniel  zu  be- 
trachten, welche  keinen  näheren  Aufschluss  Uber  die  Mechanik 
des  in  Rede  stehenden  Phänomens  gestattete.  Noch  weniger 
gelang  es  eine  andere  Erscheinung  in  die  bereits  hoch  ent- 
wickelte ündulationstheorie  des  Lichtes  einzuordnen,  n&nlich 
die  der  Absorption  des  Lichtes,  welche  in  so  ferne  wiederum 
auf  ein  Miteiiii^reifeu  der  kleinsten  Bausteine  der  lichtver- 


Digitized  by  Google 


C,  Vwt:  Nekrolog  auf  Ettgen  «.  Lommd. 


331 


schluckeii'l(  ii  Medien  hinwies,  als  jede  Substanz  vorwiegend  nur 
gewisse  btraibiengattun«^' n  absorbirt,  andere  aber  mehr  otler 
minder  ung^hwächt  durch  sich  hindurchgehen  lässt.  Schon 
hierdurch  war  ein  gewisser  Zusammenhang  zwischen  Dispersion 
und  Absorption  angedeutet,  der  noch  überraschender  hervor» 
trat  durch  die  Entdeckung  der  sogenannten  «anomalen  Dis- 
persion* durch  Christiansen  und  Eundt  hei  Substanzen,  welche 
engbegrenzte  Spektralbezirke  besonders  stark  absorbiren,  d.  h.  eine 
elektive  Absorption  /ei<i;on.  auch  ganz  abweichende  xiblenkungen 
der  der  absorbirten  Farbe  benachbarten  Bestandtheile  des 
Spektrums  aufwiesen,  wenn  man  aus  der  absorbirenden  Sub- 
stanz ein  Prisma  fertigt  und  mit  dessen  Hilfe  das  Licht  analy- 
sirt.  Was  bei  den  nur  das  UltraTiolett  stark  absorbirenden 
Glaspzismen  undeutlich  angedeutet  war,  trat  hier  klar  hervor: 
ein  Erklftnmgq^nnzip,  welches  die  Dispersionserscheinungen 
deuten  soUte,  musste  auch  über  die  Erscheinungen  der  Ab- 
sorption, über  die  anomale  Dispersion  und  die  elektive  Licht- 
absorption gleichzeitig  Rechenschaft  geben. 

Dieses  Prinzip  gefunikn,  es  nach  allen  Seiten  hin  ausge- 
staltet und  die  in  Keile  stehenden  Phänomene  sänmitbch  mit 
einem  Minimum  von  (irundannahmen  einwandtrei  erklärt  und 
damit  der  Theorie  eine  neue  Provinz  erobert  zu  haben,  ist  das 
ausserordentliche  Verdienst  Lommel's.  Sein  Buhm  wird  nicht 
dadurch  verdunkelt,  dass  er  Vorläufer  hatte,  welche  dem  Ziele 
nahe  waren,  wie  namentlich  Sellmeier,  noch  dadurch,  dass  nur 
wenig  vor  ihm  Hermann  v.  Helmholtz  und  wenig  nach  ihm 
Ketteier  auf  ähnlichem  Wege  zum  gleichen  Ziele  gelangten. 
Die  genannten  Forscher  h:iben  vollständig  unabhängig  von 
einander  und  mit  verscliiedenen  Methoden  gearbeitet. 

Das  Prinzip  d(  r  neuen  Dispersion.stheorie  führt  zum  ersten 
Male  das  körperliche  Molekül  selbst  rechnend  in  die  optische 
Theorie  ein  und  trägt  damit  der  individuellen  Besehaffeaheit 
des  die  Lichtschwingungen  übermittelnden  Mediums  Kechnung; 
es  bewegen  sich  also  darnach  nicht  die  Aethertheilchen  allein, 
sondern  es  wirken  überall  die  Eörpertheilchen  mit.  Tritt  eine 
Lichtwelle  aus  Luft  in  ein  Glasprisma  ein,  so  findet  sie  hier 
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nicht  niolir  die  gleichen  Bedingungen  wie  in  der  Luft  vor:  in 
jeder  Kauiiieinheit  sind  in  den  alles  durchdringenden  Lichtäther 
materielle  kleinste  Theile  in  viel  grösserer  Dichte  eingelagert 
als  Torher  in  der  Luft;  diese  müssen  die  Bewegungen  in  der 
ankommenden  Lichtwelle  beeinflussen,  sie  werden  selbst  zum 
Theil  mit  in  diese  Bewegungen  hineingezogen  werden.  Nun 
werden  aber  die  Moleküle  verschiedener  Körper  die  einzelnen 
an  sie  herantretenden  Schwingungen  in  sehr  yerschiedenem 
Grade  aiifhehnien,  und  ebenso  werden  die  Moleküle  ein  und 
dess('ll)cn  Kcirpers  die  verschieden  raschen  Schwingungen,  welche 
in  einem  Wellenzuge  weissen  Lichtes  entliaiten  sind,  je  nach 
ihren  «Eigenschwingungen*',  aufnehmen,  ganz  ähnlich  wie  eine 
Stimmgabel  aus  einem  Tonwellenzuge  nur  auf  diejenige  Schwing- 
ung anspricht,  welche  ihrer  Eigenschwingung  entspricht.  Die 
Moleküle  werden  also  gewisse  Schwingungen  aufnehmen  und 
deren  Energie  zu  ihrer  eigenen  Anregung  verwenden  d.  h.  die 
entsprechende  Lichtart  absorbiren.  Jetzt  haben  wir  aber  nicht 
mehr  freien  Aether,  welcher  schwingt,  sondern  Aether,  welcher 
mit  mitschwingenden  Molekülen  beladen  ist,  d.  Ii.  gewiss.  r- 
nmssen  ein  Medium  von  geänderter  optischer  Dichte.  Von 
dieser  hängt  aber  die  Farbenablenkung,  welche  bei  der  Brech- 
ung eintritt,  und  damit  die  Dispersion  ab.  Wir  sehen  hier 
schon  den  Zusammenhang  zwischen  dem  elektiven  Absorptions- 
vermdgen  und  der  Farbenzerstreuung  hervorleuchten.  Der 
genauere  Einblick  in  denselben  ist  natürlich  nur  an  der  Hand 
der  von  Lommel  mit  wunderbarer  Klarheit  und  Eleganz  ent- 
wickelten Formeln  mOglich.  Das  Resultat  derselben,  die 
Lommersche  Dispersionsformel,  hat  sich  allen  experimentellen 
Priituiigen  gegenüber  selbst  iür  weit  abgelegene  Spektral- 
g(d»i»tü  bewährt.  Auch  werden  die  Errungenschaften  der 
Lommerschen  Untemichungen  nach  dieser  Itichtung  hin  nicht 
dadurch  in  Frage  gestellt,  dass  man  heute  aus  guten  Gründen 
die  Vorstellungen  der  elastischen  Optik  hat  fallen  lassen  und 
an  Stelle  der  Verrfickungen  und  Zugspannungen,  mit  denen 
diese  operirte,  elektrische  und  magnetische  Zwangs-  oder 
Polarisationszustande  setzt,  welche  sich,  periodisch  mit  Ort  und 
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Zeit  veränderlich,  durch  das  Feldmediuni  hindurch  fortpflanzen. 
Neuere  Untersuchuiigen  liuben  gezeigt,  dass  die  meisten  Er- 
gebnisse der  älteren  Optik  von  dit  sem  Wandel  der  Vorstel- 
lungen unberührt  bleiben»  da  die  Formen  der  Differential- 
gleichungen, auf  die  man  in  beiden  Fällen  geführt  wird,  die 
gleichen  sind  und  nur  die  eintretenden  Oonstanten  Terschiedene 
Bedeutung  haben.  — 

Die  Lommersche  Chnndyorstellung  von  der  Wechsel- 
wirkung der  Moleküle  und  dem  Lichtüther  hatte  sieh  schon 
vor  der  Arbeit  über  die  Dispersion  noch  nach  einer  anderen 
Kichtnnt.?  hin  in  Lommel's  eigenen  Händen  als  höchst  frucht- 
bar erwiesen:  gegenüber  den  von  Stokes  untersuchten  Erschei- 
nungen der  Fluorescenz  und  Phosphorescenz,  sowie  später 
in  den  Arbeiten  über  die  Lichtzerstreuung  und  Lichtreflexion 
bei  diffus  zerstreuenden  und  reflektirenden  Kdrpem.  Schon  in 
seiner  ersten  physikalischen  Publikation  aus  Schwyz  wurde  die 
Fluorescenz  in  Analogie  mit  den  Resonanz-Erscheinungen  des 
Schalls  gebracht.  Hier  waren  zunächst  die  Beobachtungsthat- 
sachen  selbst  erst  noch  nach  den  verschiedensten  Richtungen 
hin  zu  klären  und  zu  vervollstündigen;  gerade  in  diesen  Ge- 
bieten verdanken  wir  Loiuuiel  eine  grosse  Fülle  von  neuem 
Beobachtungsmaterial  über  fluorescirende  Substanzen,  darunter 
die  Entdeckung  der  Fluorescenz  von  Dämpfen  und  die  An- 
wendung von  Platten  aus  phosphorescirendem  Material  zum 
Studium  und  zur  Photographie  des  infrarothen,  unser  Auge 
nicht  erregenden,  unsichtbaren  Theils  des  Spektrums.  Das 
Nachleuchten  z.  B.  von  Bodmain^scher  Leuchtfarbe  wird  in 
eigenthöralicher  Weise  beeinflusst  durch  die  besonders  durch 
ihre  Wärmewirkungen  ausgezeichnete  infrarofche  Strahlung,  so 
dass,  wenn  Lücken  in  dem  entsprechenden  »Spektraltrebiete  sich 
finden,  wie  sie  z.  B.  im  Sonnenspektrum  durch  die  Absorption 
des  Wasserdatupfes  in  der  Erdatmosphäre  hervorgerufen  werden, 
dieselben  durch  den  Leuchtschirm  direkt  angezeigt  werden; 
wild  dieser  auf  eine  photographisch  empfindliche  d.  h.  für  die 
sichtbaren  Strahlen  des  Schirmes,  nicht  aber  für  die  infra- 
rothen der  den  Schirm  erregenden  Strahlen  empfänglichen 
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Platte  auff^fplegt,  so  kann  man  das  infrarothe  Spektrum,  wenn 
auch  nur  indirekt,  sogar  pliutogiaplüren.  Die  Theorie  dieser 
cuiiii>li(  irten  Erscheinungen  der  Fluoreseenz  muss  immer  von 
gewissen  vereinfachenden  Annahmen  ausgehen ;  soweit  diese  zu- 
tretTen,  ist  die  T^omraersche  Theorie  der  Fluorescenz>  luid 
Phoephorcscenz-Erscheiiiiuigeii  unzweifelhaft  richtig. 

Bezüglich  dieser  Annahnien  selbst  scheint  aber  heute  nur 
diejenige  einer  Dämpfung  der  erregten  Schwingungen  im  Mole- 
küle selbst,  die  der  Geschwindigkeit  {proportional  ist,  eine 
weiter  tragende  Bedeutung  zu  haben;  die  sehr  merkwürdigen 
Analogien,  auf  die  Luniniei  dabei  geführt  wurde,  zwischen 
akustischen  und  optischen  Erscheinungen,  seine  Ergebnis,se 
über  optische  Kesonanz-  und  Hitieren/.-  oder  Oombinations- 
schwingungen,  zeigen  sich  nach  neueren  Beobachtungen  nicht 
in  allen  Stücken  mit  den  Versuchen  in  Uebereinstimmung. 
Indessen  fragt  es  sich  dabei  immer,  in  wie  weit  die  nach- 
messende experimentelle  Forschung  auch  wirklich  im  Stande 
war,  die  Yon  der  Theorie  geforderten  Yersuchsbedingungen 
genau  zu  realisiren.  Jedenfalls  wird  auch  von  den  Gegnern 
der  LororoePschen  Theorie  d^r  Fluore.scenz-Er8cheinungen  an- 
erkannt, dass  der  von  Lommel  /.uer>t  in  die  Lehre  vom  Jjeu<'hteii 
eingeführte  Gedanke  einer  l)äniprnni^,  welche  die  Moleküle 
beim  Schwingen  crtahren,  Ix-ieits  die  >()ir)M<h'n  Früehte  ge- 
zeitiget hat  und  von  fundamentaler  Bedeutung  für  olle  hierher 
gehörenden  £rscheinungen  ist.  — 

In  einem  dritten  grossen  Gebiete  der  Optik  sehen  wir 
Lommel  nicht  als  Bahnbrecher,  wohl  aber  als  einen  mit  seinen 
Arbeiten  ein  ganzes  grosses  Gebäude  abschliessenden  und  voll- 
endenden Forscher  thatig;  er  war  es,  welcher  in  die  Lehre  Ton 
den  Beugungserscheinungen  gewissermassen  die  Schluss- 
steine einfügte  und  dieses  Gebiet  einer  Vollkommenheit  in  der 
Ausgestaltung  und  Klarheit  entgegenliihrte,  dass  es  heute  als 
Musterbild  eines  abgesclilossenen  Lehrgebäudes  dasteht,  wie 
wir  ihm  nur  weniije  in  den  exakten  Wissenschaften  zur  Seite 
zu  setzen  haben.  Auch  hier  leistete  Lommel  nicht  nur  als 
Theoretiker  Vollendetes,  sondern  er  hat  auch  gleichzeitig  mit 
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uneriTiüdliclier  Sorgfalt  und  durch  feinste  Messunf^en  jedes  ein- 
Z('liK'  Eigei)iii.ss  der  Theorie  an  den  Erscheinungen  selbst  ex- 
perimentell nachgeprüft.  Bis  zu  dem  Jahre  1884  musste  die 
Theorie  der  Beugungserscheinungen  vor  Schwierigkeiten  Halt 
machen,  die  unüberwindlich  erschienen.  Für  den  Fall,  dass  die 
einfallende  Lichtwelle  eine  ebene  ist,  und  der  auffongende 
Schirm  in  unendlicher  Entfernung  von  dem  beugenden  Objekte 
«itfernt  ist,  also  f&r  parallele  Strahlen,  hatten  schon  Fraun- 
hofer, Schwerd  und  Airy  das  Problem  für  den  Fall  einer  kreis- 
formipren  Oeffmiii<>:  oder  eines  kreisförmigen  nndurclisichtigen 
Beugungsschiriiios  <(t.löst.  Für  die  allgeiiieiiieren  Fälle  eines 
nicht  parallelen  Strahlenganges  und  für  endliche  Entfernungen 
der  AuÜ'angfläche  war  Fresnei  auf  eine  Bemerkung  von  Poisson 
hin  wenigstens  für  die  axial  im  Beugungsraum  gelegenen 
Punkte  zu  Überraschenden  Ergebnissen  gelangt.  Fflr  den  all- 
gemeinsten Fall,  den  der  Berechnung  der  Intensität  des  ge- 
beugten Lichtes  ffir  irgend  einen  Punkt,  wurden  indessen  die 
Formeln  so  verwickelt,  dass  vor  Einführung  eines  neuen  Ge- 
dankens jeder  weitere  Fortschritt  als  aussichtslos  erscheinen 
nuisste.  Vollends  fohlte  es  an  einer  t.-inlieitliclien  uiiila-srnden 
Theorie,  welche  nicht  nur  die  «^'■eniinnten  hpr/iuifülle,  suiidern 
auch  den  viel  allgemeineren  der  Herrschaft  des  Calküls  hätte 
unterwerfen  können,  bei  dem  der  beugende  Schirm  irgend 
welche  von  geraden  Linien  umgrenzte  Figuren  bildete.  Da 
erschienen  die  beiden  grossen  Arbeiten  von  Lommel  in  den 
Abhandlungen  unserer  Akademie  vom  Jahre  1884  und  1886, 
welche  die  bezeichneten  Probleme  in  einer  solchen  Weise 
lösten,  dass  sie  für  alle  Zeiten  erledigt  erscheinen,  d.  h.  in  den 
geuaunten  Gebieten  wohl  kaum  Nennenswerthes  der  Nachwelt 
zu  thnn  mehr  üln  iLC  ^ehissen  ist.  Weriit(>t(  ns  stimmen  die 
Ergebnisse  der  Theorie  so  genau  mit  der  VV  irklichkeit  zu- 
sammen, als  man  nur  irgend  erwarten  kann,  was  Lommel 
durch  seine  Messungen  nachwies;  und  dabei  haben  die  Formeln 
eine  Eleganz,  welche  yerblüffend  wirken,  wenn  man  auf  die 
langathmigen  Beihenentwickelungen  früherer  Versuche  das 
Prohlem  zu  losen  zurückblickt.  Lommel  zeigt  sich  hier  nicht 


Digitized  by  Google 


336 


OtffenlUche  Sitzung  vom  28.  Mär»  1900, 


nur  als  vorzüglicher  Physiker,  sondern  auch  als  h^ichst  ge- 
wandter Mathemutikor,  besonders  durcli  beine  genauii  Keiintuiss 
der  sogenannten  Besser.schon  Funktionen. 

Es  sei  gestattet  an  dieser  Stelle  einen  kurzen  Rlick  auch 
auf  seine  mathematischen  Arbeiten  zu  werfen.  Die  Ana- 
lysi5;  war  ihm  mehr  als  nur  Mittel  zum  Zweck  bei  seinen 
physikalischen  Forschungen.  Zahlreiche  Abhandlungen  sind 
rein  mathematischen  Fragen  gewidmet.  Namentlich  sind  es 
die  Oberaus  merkwürdigen  Funktionsgebilde  der  erwähnten 
Besserschen  oder  Gylinderfunktionen,  die  ihn  mit  ihren  frucht- 
baren Recnrsionseigenschaftoii,  den  auch  praktisch  wichtigen 
Dift'orenti.ilgleichungen,  die  thirch  sie  gelöst  werden,  sowie  mit 
ihren  merkwürdig  ii  Tntegraleigenschaften  immer  aufs  neue 
fesselten,  denen  er  aueli  eine  besondere  kleine  Monograpliie 
widmete.  Wenn  auch  die  moderne  Funktiouentheorie  bei  der 
Betrachtung  der  genannten  Eigenschaften  wesentlich  andere 
Wege  einschlägt,  so  wird  doch  auch  der  Mathematiker  die 
Eahlreichen  Tafeln  willkommen  heissen,  welche  Lommel  mit 
ausdauerndem  Fleisse  für  diese  Funktionen  berechnete.  Was 
er  trieb,  trieb  er  gründlich  bis  aufs  Letzte.  Seine  grosse  Ver- 
trautheit mit  diesem  schwierigen  Hil&mittel  liess  ihn  nun  aber 
aueh  umgt'kelirt  die  der  Weitereut w  icklung  der  Beugungstheorie 
den  Weg  sperrenden,  scheinbar  unülterwindlichen  Schwierig- 
keiten mit  einer  erstaunlichen  Sieherlieit  besiegen.  — 

Mit  den  genannten  Haupt;irheiten  sind  die  liOmmel'schen 
Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  Optik  noch  bei  weitem 
nicht  erschöpft;  es  wäre  jetzt  eine  grosse  Bei  he  von  Einzel- 
forschungen Uber  Interferenzerscheinungen,  Doppelbrechung, 
Polarisation  und  Girkularpolarisation,  Oberflfichenfarben,  Di- 
chroismus,  scroboscopische  und  entoptische  Erscheinungen  zu 
nennen,  welche  alle  dauerndes  Gut  der  Wissenschäfb  bleiben 
werden  und  die  der  Fachmann  überaus  schätzt,  deren  Besprech- 
ung im  Einzelnen  aber  zu  weit  fuhren  würde. 

Es  mag  nur  erwähnt  werden,  dass  er  seine  opti.st  lien 
Lehren  auch  auf  die  Lichterscheinungen  in  der  Atmosphäre 
anwandte:  zur  Erklärung  des  Kegeubogens,  der  Däminerungs- 
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färben,  des  sogenannten  Heiligenncheins.  Unter  dem  Emlliiss 
seines  Freundes  Philipp  Zöller  entstand  die  Arbeit  über  die 
Beziehiincren  zwischen  dem  Lichte  und  dem  grünen  Farbstoff 
der  Ptianzeu,  dem  Chlorophyll,  wobei  sich  zeigte,  dass  die 
mittleren  rothen  Strahlen  das  vegetative  Wachsthum  noch  zu 
uaterhalten  im  Stande  sind,  die  äusserea  aher  nicht  mehr. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  sich  Lommel  hier  auch  als  sehr 
geschickter  Gonstrukieur  von  Apparaten  zeigte;  eine  Reihe  der 
Ton  ihm  eingeführten  optischen  üntersuchungsmittel  wird  für 
immer  zu  dem  Bestände  eines  wohl  eingerichteten  physikali- 
schen Laboratoriums  geliören.  — 

Wer  auf  einem  Gebiete  der  Physik  so  hervorragendes  ge- 
leistet hat,  von  dem  kann  man  billiger  Weise  nicht  verlangen, 
dass  .  er  auf  anderen  Gebieten  ebenfalls  bahnbrechendes  voll- 
hringe.  So  sind  die  Arbeiten  Lommel's  über  elektrische  und 
magnetische  Gegenstände  geringer  an  Zahl  gegentther 
seinen  optischen  Untersuchungen.  Da  sich  gerade  diesen  Pro- 
blemen das  Interesse  der  neueren  Zeit  aher  besonders  zuwendete, 
so  mag  es  damit  zusammenhängen,  dass  LommePs  wissen- 
schaftliche Persönlichkeit  in  den  letzten  Jahren  seines  Lebens 
etwas  zurücktrat,  wobei  freilich  auch  nicht  zu  vergessen  ist, 
dass  eine  immer  mehr  anwachsende  Amtsthütigkeit,  sowie  das 
unheilvolle  Leiden,  weiches  an  seiner  ächaffenskraft  zehrte,  ihm 
die  Sammlung  und  Vertiefung,  welche  nun  einmal  zur  Forscher- 
arbeit unerlässlich  ist,  mehr  und  mehr  verminderten.  Aber 
regsten  Antheü  auch  an  der  neuen  Entwickelung  der  Elekrici- 
tStslehre  hat  er  unzweifelhaft  genommen,  und  wir  haben  in 
seinen  wundervollen  Versuchen  Uber  Magnetkraftlinien  und 
Uber  die  äquipotentiellen  Linien  stromdurchflossener  Platten  ein 
treffliches  Zeugniss  hierfür  noch  aus  dem  .lahro  189:^.  Werden 
durch  plattenl'örniig  gesialtetr  inetallisclie  Leiter  vermittelst 
zweier  an  zwei  beliebigen  Punkten  angebruehten  Zuleitungen 
galvanische  Ströme  hindurchgeleitet,  so  verbreiten  sich  die 
StroiTifiiden  nach  Gesetzen,  welche  schon  das  Interesse  von 
Kirchhoff  wachriefen  und  deren  Verfolgung  diesen  selbst  sowie 
Carl  Keumann  und  Andere  zur  Entwickelung  eines  folgenreichen 
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Zweiges  der  Abbildungslehre  des  logarithmisclieii  Potentials  und 
anderer  wichtigen  Theorien  am  elften.  Ein  jeder  Strom  bildet 
um  sicli  lieniiu  luiignetische  K niftlinien  aus,  Avelclie  .sich  bei 
genügender  Stromstärke  bis  an  die  Oberlläche  des  Leiters  heran 
durch  die  schönen  Ketten  darstellen  lassen,  zu  welchen  Eiseufeil- 
Theilchen  durch  die  magnetische  Kraft  zusammengefügt  werden. 
Lammel  wendete  dieses  Prinzip  mit  Erfolg  auch  auf  die  Platten- 
strdme  an  und  vermochte  dadurch  den  Verlauf  der  Stromver- 
theilung  in  diesen  zweidimensionalen  Leitern  dem  Auge  direkt 
wahrnehmbar  zu  machen.  Ein  kleines  Bedenken  der  Theorie 
auf  Maxwell'scher  Grundlage,  in  wie  weit  die  LommePschen 
Linien  auch  den  Linien  gleichen  Potcntialabfalles,  den  äqui- 
|)()tentielleii  Linien  der  IMattenströme  selbst  folgen,  wurde  bald 
behüben.  Sollte  aueli  die  Anwendung,  welche  Lomiuel  von 
seiner  Erscheinung  auf  das  sogenannte  Uairsche  Phänomen 
machte,  der  Ablenkung  der  Stromlinien  in  platteniormigen 
Leitern  durch  vertikal  dazu  verlaufende  Magnetkräfte,  der 
weiteren  Aufklärung  auf  diesem  schwierigen  Gebiete  nicht  Stich 
lullten,  so  ändert  dies  nichts  an  der  Einfachheit  und  Eleganz 
seiner  Methode  der  Sichtbarmachung  der  genannten  Linien.  — 
Eine  Würdigung  der  Leistungen  Lommel's  für  die  Wissen- 
schaft wäre  gänzlich  unvollkommen,  wollte  man  nicht  auch 
seiner  lehrenden  Thüti^^keit  in  Schrift  und  Wort  gedenken. 
Selten  hat  ein  t  rnster  Forscher  und  gründlicher  wissenschaft- 
licher Arbeiter,  wie  es  Lommel  war,  so  gut  verstanden,  sein 
Wissen  auch  weiteren  Kreisen  mitzutheilen.  Lommel  war  ein 
Meister  der  populären  Darstellung.  Seine  zahlreichen  allge- 
mein verständlichen  Vorträge  Uber  physikalische  und  meteoro- 
logische Gegenstände  sind  wahre  Perlen  einer  einfachen  and 
doch  eindringlichen  Klarheit  Sdin  Lehrbuch  der  Experimental* 
physik  erlebt  noch  immer  jedes  Jahr  eine  neue  Auflage  und 
mit  lu'clit.  Was  dieses  Buch  iuit</r  den  zalilreicheu  anderen 
guten  Ticlirbüchern  dieses  Wissens-/ weitres  Ijesonders  auszeichnet, 
iht  die  schliehte  Eintaelilieit,  mit  der  der  Lernende  auf  die  grosse 
Tragweite  der  physikaliselien  Gesetze  im  alitäglichen  Leben  sowie 
bei  den  wichtigsten  und  gewaltigsten  Naturphänomenen  hinge» 
wiesen  wird.  —   
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Ueberblickt  in  an  das  arbeitsreiche  Leben  und  die  Bedeu- 
tung der  Arbeiten  Ijoniinel  s,  so  erkennt  man,  dass  er  einer 
der  truclitbai-sten  und  um  die  Wissenschaft  verdientesten 
Physiker  unserer  Zeit  war.  £s  sind  nicht  Entdeckungen, 
weiche  dem  grossen  Publikum  bekannt  geworden  sind  und  ihm 
einen  berfihmten  Namen  bei  letzterem  yerechafit  haben;  auch 
selbst  unter  den  Fachgenoesen  haben  nur  solche,  die  seine  mit 
feinster  Beobachtungsgabe  angestellten  Versuche  und  seine 
scharfsinnigen  Erklaruügiii  der  Erscheinungen  genau  verfolgt 
haben,  den  ganzen  Werth  des  echten  Gelehrten  erkannt.  Ein 
edler  Mensch,  bescheiden  und  schlicht,  hat  er  sich  nicht  vor- 
gedrängt; sein  ganzes  Denken  erfüllte  die  Erkenntniss  in  seiner 
Wissenschaft,  die  ihm  volle  Befriedigung  gewährte,  indem 
der  seltene  Forscher  sich  viele  Jahre  hindurch  dem  gleichen 
Problem  widmete,  bis  es,  so  weit  es  zur  Zeit  möglich  erschien, 
erschöpft  war,  giebt  er  uns  das  wohlthuende  Gefühl  einer 
ruhigen  und  tiefgehenden  Geistesthätigkeit  gegenüber  den  gar 
zu  häufig  hastigen  und  daher  bald  überholten  Mittheilungen 
unserer  Zeit.  Wenn  langst  so  manche  momentan  glänzende 
Entdeckungen  in  der  Naturwissenschaft  auf  ihren  wirklichen 
Werth  für  die  Wissenschaft  zurUckgefllhrt  sein  werden,  wird 
man  die  Schriften  Lomuiers  nocli  lesen  und  daraus  stets  reiche 
Beiehrung  und  einen  wahren  Geuuss  schöpfen. 

Sophns  Lie.O 

Die  mathematische  Wissenschaft  bat  durch  den  am  18.  Fe- 
bruar 1899  in  Chnstiania  erfolgten  Tod  des  Norwegen  Sophus 
Lie  einen  sehr  schweren  Verlust  erlitten:  er  war  einer  der 
Fflhrer  in  seinem  Fache  in  der  Gegenwart  und  einer  der  be- 
deutendsten und  eigenartigsten  Gelehrten,  welche  Korwegen  in 
diesem  Jahrhundert  hervorgebracht  hat.  Er  wurde  nur  57  Jahre 
iiit  uinl  gehörte  unserer  Akademie  erst  seit  vier  Monaten  an. 

Sophus  Lie  wurde  am  17.  Dezember  1642  auf  iSordijordeid 
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in  dem  Stift  Berken,  wo  sein  Vater  damals  Pastor  war,  geboren; 
den  ersten  Unterricht  erhielt  er  in  der  Bürgerücliule  in  AfoKs, 
einer  Insel  im  Christianüiijurd,  wohin  sein  Vater  versetzt  wonlen 
war;  von  da  kam  er  in  die  Nissen'sche  Fhv at-Lateinschule  und 
dann  (1859)  an  die  Universität  zu  Christiania. 

Der  17  jährige,  ungemein  kräftig  entwickelte  Jüngling  hatte 
aich  zu  dieser  Zeit  noch  nicht  für  einen  bestimmten  Bemf  ent- 
schieden, ja  nicht  einmal  ein  besonderes  Talent  für  irgend  ein 
spezielles  Fach  gezeigt;  er  war  allgemein  begabt  und  in  allen 
Gegenstanden  des  Unterrichtes  gleichmSssig  Yorgebildet,  und 
Niemand  konnte  damals  vermuthen,  dass  er  sich  zu  einem 
hervorrfigenden  Mathematiker  entwickeln  werde.  Er  schwankte 
anfanpfs,  ob  er  sich  der  Philologie  oder  der  Natunvi>senschaft, 
die  sein  älterer  Bruder  gewühlt  hatte,  zuwenden  sollte.  Nach 
6*/»jährigem  Universitätestudium,  wo  Broch,  Bjerknes  und  Sylow 
seine  Lehrer  waren,  unterzog  er  sich  (1865)  mit  grossem  Erfolge 
der  Prüfung  als  Keallehrer  in  der  Mathematik  und  den  Natur- 
wissenschaften. Er  half  darnach  eine  Zeit  lang  dem  Astronomen 
bei  seinen  Beobachtungen  in  der  Sternwarte,  wirkte  ab  Privat- 
lehrer  und  als  Lehrer  der  Mathematik  an  Schulen  und  hielt 
auch  im  Studentenverein  höchst  lebendige  und  anzieliende  Vor- 
trüge über  Astjononiie;  aber  er  war  sich  noch  immer  nicht 
im  Klaren,  zu  welchem  Zweige  der  Wissenschaft  ihn  seine 
noch  schlunnnernden  Fähigkeiten  bestimmten.  Obwohl  er  sich 
seiner  Tüchtigkeit  wohl  bewusst  war  und  seine  geistige  Kraft 
fühlte,  hatte  er  doch  noch  nicht  das  Feld  gefund(Mi.  auf  dem 
er  dieselbe  offenbaren  konnte.  Zu  dieser  Zeit  peinigten  ihn 
Zweifel,  ob  er  je  seinen  rechten  Beruf  finden  werde  und 
es  befiel  ihn  die  Sehnsucht  nach  einer  seinem  Talent  ent- 
sprechenden Thutigkeit;  er  war  darüber  tief  unglücklich,  so 
dass  seine  Freunde,  welche  sehr  wohl  seinen  hohen  Werth 
erkannten,  in  Sorge  um  ihn  waren. 

Da  kam  zwei  Jahre  nach  dem  Bestehen  der  Reallehrer- 
Prüfung  fast  [»LU/.lich,  wie  die  Blüthen  eines  Baumes  sich  an 
einem  warmen  Frühlingstage  entfalten,  die  Hilfe  aus  der  Noth. 
Es  waren  Lie  zufallig  unter  vergessenen  Büchern  der  Uni- 
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Vfcr.siliiU-liibliothek  die  die  moderne  Geometrie  begründenden 
Arbeiten  von  Poncelct,  Muüge  und  Plücker  in  die  Hnnd  ge- 
fallen, welclie  ihn  muclitig  erschütterten.  In  einer  derselben 
war  am  SckLusse  ein  Problem  ungelöst  geblieben,  das  der 
Autor  einem  grösseren  Geiste  vorbehielt;  in  kürzester  Zeit 
hatte  Lie  die  Lttsung  gefunden  und  zu  seiner  nnsagburen 
Freude  sein  Talent  und  seine  Lebensaufgabe  erkannt. 

Nun  begann  bei  seiner  kraftvollen  und  stürmischen  Natur 
mit  elementarer  Gewalt  ausbrecliend  ein  rastloses  Studium  der 
Geometrie,  aus  dem  ihm  alsbald  neue  Ideen  erwuchsen  und 
aus  deren  Verfolgung  er  in  erstaunlich  kurzer  Zeit  sich  zum 
vollendeten,  die  schwierigsten  Theile  der  modernen  Geometrie 
meisternder  Mathematiker  entwickelte.  Bei  seiner  grossen  Pro- 
duktivität wünschte  er  seine  Entdeckungen  sich  zu  wahren. 
Er  gab  daher  in  der  ersten  Zeit  kleine  Flugblätter  heraus, 
welche  nur  kurze  Thesen  ohne  den  Beweis  enthielten;  diese 
losen  Blätter  sammelte  er  (1869)  zu  einer  16  Seiten  umfassen- 
den Abhandlung,  Repräsentation  des  ImagiuäiLii  der  Plau- 
geometrie,  in  der  schon  seine  orijj^inalen  Ideen  in  der  modernen 
Geometrie,  seine  Imaginärtlieorie,  enthalten  waren,  aus  denen 
sich  nach  und  nach  seine  späteren  denkwürdigen  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete  ableiteten;  die  Abhandlung  erschien  auch  in 
Grelle^s  mathematischem  Journal,  wurde  aber  wegen  des  Mangels 
an  Beweisen  vielfach  nicht  verstanden  und  nicht  genügend 
gewürdiget.  Namentlich  fiuid  er  in  der  Heimath  noch  nicht 
das  volle  Zutrauen  in  seine  Fähigkeiten,  da  seinem  Fluge  die 
etwas  älteren  einheimischen  Mathematiker  nicht  zu  folgen  ver- 
mochten. 

Die  Arbeit  verschaffte  ihm  aber  doch  durch  die  Befür- 
wortung von  Broch  ein  Staatsstipendium  zu  einer  Studienreise 
nach  Berlin  und  Paris,  wo  er  (1869  und  1870)  mit  den  dor- 
tigen hervorragenden  Mathematikern  zusammentraf  und  seine 
letzte  Durchbildung  förderte. 

Die  berühmte  Berliner  Schule  unter  \\  eierstrass,  Kummer 

und  Kronecker,  welche  besonders  die  Funktiouentlioorie  und 
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re  algebraische  Theorion  ausgebildet  hatte,  fesselte  ihn 
nicht  so  sehr,  er  fUhlte  sich  durch  seine  Neigung  zu  geometri- 
schen Anschauungen  mehr  zu  der  geometnscben  Schule  Ton 
Clebsch  in  Göttingen  hingezogen. 

In  Berlin  und  Paris  hatte  er  das  Gllflck  mit  dem  talent- 
vollen jungen  Mathematiker  Felix  Klein  zusammenzutreflfon, 
welcher  die  gleiche  Neigung  zur  Geometrie  hatte  und  sein 
Freund  sowie  mehrere  Jahre  sein  Mitarbeiter  auf  diesem  Gebiete 
wurde.  Der  Pariser  Aufenthalt  wurde  jedoch  jäh  unterbrochen 
tUiith  den  deutsch-frfinzösischen  Krieg;  Klein  miisste  nach 
Deutschland  zuriirkkehren ,  und  Lie  wurde  30  Tage  lang  in 
Fontuiuebleau  gelungen  gehalten,  da  man  die  Zeichen  in  seinen 
mathematischen  Papieren  für  die  geheime  Chiffreschrift  eines 
preussischen  Spions  hielt;  es  befreite  ihn  daraus  nur  das  Zeug- 
niss  eines  jungen  französischen  Mathematikers,  des  jetzigen 
berOhmten  Geometers  Darboux,  der  den  beiden  Freunden  nahe 
getreten  war  und  später  viel  that,  um  Lie^s  Bedeutung  für 
die  Geometrie  darzuthun.  Der  Umgang  mit  Klein  war  für 
Lie  von  besonderer  Bedeutung;  die  beiden  iu  der  neueren 
Geometrie  völlig  Bewanderten  ergänzten  sich  gegenseititj  in 
glücklicher  AWise.  Lie  durch  die  Fülle  der  Ideen  und  Klein 
durch  die  Feinheit  und  Klarheit  der  Darstellung.  Sie  bear- 
beiteten gemeinsam  die  UebeifUhrung  der  Gruppentheorie  in 
der  Gleichungslehre  auf  geometrische  Probleme,  kurze  Zeit  in 
Paris  imd  dann  in  der  Abhandlung:  .Ueber  diejenigen  ebenen 
Gurren,  welche  durch  ein  geschlossenes  System  von  einfach 
unendlich  vielen  yertauschbaren  linearen  Transformationen  in 
sich  Obergehen*  (1871)  bei  Zusammenkünften  in  Gl^ttingcn, 
Erlangen  und  Düsseldorf;  darnach  theilten  sie  die  Arbeit,  indem 
Klein  die  Anwendung  der  Theorie  auf  diskontinuirliche  Orn]t]jtii 
in  der  Geometrie  übernahm,  T.ie  die  kontinin'rlichen  Gruppen, 
in  denen  er  bald  seine  grösste  Leistung  vollbringen  sollte. 
Lange  aber  unterrichtete  Lie  den  Freund  von  seinen  neuen 
Ideen  in  einem  lebhaften  wissenschaftlichen  Briefwechsel.  Nach 
seiner  Rückkehr  in  die  Heimath  promovirte  er  und  habilitirte 
sich  akbald  als  Priyatdozent  an  der  üniyersit&t  Christiania, 
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woselbst  für  ihn  in  Anerkennung  seiner  wissenschaftliclien 
Verdienste  (1872)  wesentlich  auf  Bofilrwortung  von  Clrbsdi  und 
Oremona  ein  besonderer  Lehrstuhl  der  Mathematik  an  der  Uui- 
yersitäi  gegründet  wurde,  um  ihm  die  Möglichkeit  zu  geben, 
sich  ganz  seinen  Studien  widmen  zu  können.  In  wenigen 
Jahren  hatte  sich  Lie  zu  einem  der  berOhmtesten  und  yer- 
dientesten  Mathematiker  seiner  Zeit  emporgeschwungen. 

Lte*8  erste  grössere  Abhandlung  enthät  eine  Fortsetzung 
seiner  Imaginärtheorie  mit  Betrachtungen  Uber  eine  merk- 
würdige Transformation  gerader  Linien  in  eine  Kugel,  welche 
zu  seiner  Kiigelgoometrie  führte.  Er  kam  bald  bei  weiterer 
Verfolgung  dieser  seiner  Curventiieorie  zu  zwei  anderen  neuen 
Gebieten  der  Mathematik,  nämlich  zu  der  Lehre  von  den  geo- 
metrischen Transformationen  und  zu  der  berühmten  Integration 
der  partiellen  Differentialgleiclunigen  erster  Ordnung.  Er  hat 
diese  Untersuchungen  in  zwei  Abhandiui^ren  niedergelegt;  in 
setner  1870  erschienenen  Dissertation,  welche  in  schwedischer 
Sprache  geschrieben  ist,  und  in  einer  zweiten  Schrift,  die  wie 
alle  seine  Übrigen  Mittheilungen  in  deutscher  Sprache  erschienen 
ist.  Und  daran  reihte  sich  endlich  die  Gründung  und  Aus- 
bildung eines  weiteren  mathematischen  Gebietes,  die  Theorie  der 
kuntinuirlichen  Transformation s-drufjpen,  v<Miiit  Lie's  Wirken 
seinen  lirthepunkt  eiTeichte.  Diese  grosse  fundamentale  Tiieorie, 
welche  für  die  Behandlung  der  verschiedensten  Gebiete  der 
Mathematik  bestimmend  geworden  ist,  hat  er  nicht  nur  in  allen 
wesentlichen  Theilen  entworfen  und  ausgebaut,  sondern  auch 
in  den  verschiedensten  Gebieten:  in  der  Lehre  von  den  totalen 
und  partiellen  Differentialgleichungen,  in  der  Geometrie  und 
InTariantentheorie  wie  in  der  Mechanik  angewendet.  Seine  Ar- 
beiten haben  eine  yöllig  neue  Fragestellung  eröffnet  und  behan- 
delt, deren  \Veiterent'svicklung  heute  ein  umfangreiches  Gebiet  der 
modernen  niutheniatischeu  Literatur  bildet.  Es  gfhr>ren  da/u:  die 
Berührung>Lran>lorinHtionen  und  seine  Bidiandluug  der  Minimal- 
flächen. In  den  drei  Jahren  von  1871 — 1873  concentriren  sich 
diese  seine  grossen  Theorien  m^d  »  i-  verbrachte  sein  ganzes 
übriges  Leben  in  rastloser  Arbeit,  um  dieselben  durchgearbeitet 
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darzustellen.  Aber  selbst  der  ungewöhnlichen  Kraft  von  Lie 

wurde  die  Arbeit  zu  viel;  er  suchte  nach  Hilfe  bei  der  be- 
gonnenen Herausgabe  seiner  AVerke,  welche  er  in  dem  durch 
die  Vermitthing  der  Leipziger  Mathematiker  Klein  und  Mayer 
mit  einem  Staatsstipendium  (1884)  zu  ihm  gesandten  Dr.  Friedrich 
Engel  fand,  der  sich  in  dem  neuen  Fache  ausbilden  sollte.  So 
kam  in  den  Jahren  1888  —  1893  die  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen in  drei  starken  Bunden  heraus;  1891  die 
Vorlesungen  Uber  die  Differential-Gleichungen  mit  bekannten 
infinitesimalen  Transformationen;  1893  die  Vorlesungen  Aber 
kontinuirliche  Gruppen;  1896  die  Geometrie  der  Berflhrungs- 
transformationen  und  seit  1883:  die  Untersuchungen  Ober  die 
Theorie  der  Differential-Invai-ianten  und  ihre  Anwendung  auf 
die  Theorie  der  liüheren  partiellen  Differentialgleichungen. 

Mittlerweile  hatte  Lie  (188<))  einen  höchst  ehrenvollen 
Itul  als  Kleiu's  Nachfolger  für  den  geometrischen  Unterricht 
nach  Leipzig  erhalten.  £s  war  dies  ein  grosser  Verlust  für 
Ghristiania,  jedoch  erschien  ihm  der  Wirkungskreis  an  einer 
der  grössten  und  ruhmreichsten  deutschen  Universitäten  ein 
bedeutenderer  zu  sein.  Sein  Aufenthalt  gestaltete  sich  daselbst 
jedoch  nicht  so  glücklich  als  er  und  seine  Freunde  für  ihn 
gehofft  hatten,  trotz  der  bedeutenden  Wirksamkeit  und  der 
grossen  Anzahl  lernbegieriger  Schüler  aus  allen  Ländern.  Es 
begann  in  Folge  der  rastlosen  aufreibenden  Arbeit  seine  sonst 
so  eiserne  Gesundheit  zu  wanken.  Trübe  Lebensanschauungen 
bemächtigten  sich  seines  so  klaren  Geistes,  die  sich  zeitweise 
bis  zur  Melancholie  steigerten;  er  wurde  bitter  gegen  Andere, 
was  sich  namentlich  in  allzuscharfem  Urtheile  gegen  deutsche 
Mathematiker,  besonders  gegen  Helmholtz,  in  dem  Vorwort  zum 
dritten  Bande  der  Transformations-Gruppen  äusserte.  Eine  tiefe 
Sehnsucht  nach  den  einfacheren  Verhältnissen  der  Heimath, 
deren  Berge  und  Thäler  er  über  alles  liebte,  befiel  ihn.  Als 
man  diesen  Jammer  in  Ghristiania  erfuhr,  stellte  eine  Anzahl 
der  bedeutendsten  Männer  den  Antrag  an  die  Nationalversamm- 
lung Lie  einen  Ehrengehalt  zu  bewilligen,  damit  er  in  der 
lieimath  leben  könne.  £r  kam  iSdS  nach  12 jährigem  Aufent- 
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halt  in  Leipzig  zurück,  aber  nicht  um  sieb  zu  erholen,  sondern 
um  zu  sterben. 

So  ist  denn  der  geniale  ^fathematiker  von  seltener  reicher 
Begabung  und  Tiefe  der  Gedanken  zo  früh  für  die  Wissen- 
schaft dahingegangen.  In  der  Begeisterung  für  sein  Fach  hat 
der  lebendige  energische  Mann,  in  unerschütterlichem  Glauben 
an  bedeutende  Leistungen  und  eine  ehrenreiche  Zukunft,  in 
kürzester  Zeit  eine  wahrhaft  kolossale  Arbeit  bewältigt.  Cremona 
sagte  bewundernd  von  seinem  Wirken:  , manchmal  hal)e  ich 
mir  selbst  Eresao^,  dass  ich  mit  Freude  auf  alle  meine  Arbeiten 
verzichten  würde,  wenn  ich  so  glücklich  gewesen  wäre,  das 
entdeckt  zu  haben,  was  Lie  entdeckt  hat.''  Seine  Arbeiten 
werden  noch  auf  lange  Zeit  hinaus  befruchtend  auf  die  yer- 
schiedensten  Gebiete  der  mathematischen  Forschung  wirken. 

Eugeuio  Beltrami.^) 

Der  berühmte  italienische  Mathematiker  Eugenio  Beltrami, 
der  Präsident  der  k.  italienischen  Akademie  der  Wissenschaften 

dei  Lincei  in  Uom,  i.st  am  18.  Februar  1900,  64  Jahre  alt, 
gestorben. 

Er  ist  geboren  zu  Cremona  am  16.  November  1885.  Nach- 
dem er  in  seiner  Vaterstadt  das  Lyzeum  besucht  hatte,  trat 
er  an  die  UniTersit&t  zu  Pavia  über,  woselbst  er  sich  während 
drei  Jahren  mit  dem  grossten  Eifer  mathematischen  Studien 
hingab.  Da  er  nicht  in  glänzenden  Verhältnissen  lebte,  war 
er  genöthiget,  sich  alsbald  nach  dem  Verlassen  der  üniyersitat 
eine  Stellung  zu  suchen  und  in  die  Adminiätnition  der  Eisen- 
baluien  einzutreten.  Jedoch  beschäftigte  er  sich  in  seinen 
Freistunden  mit  niatlicniatischen  Problemen  und  wurde  schon 
in  einigen  Jahren  durch  seine  vortrefflichen  Arbeiten  so  be- 
kannt, dass  die  italienischen  Universitäten  sich  den  ausgezeich* 


Qedftchtniaarede  gehalten  von  Enrico  D'  Ovidio,  in  der  physikal.* 
math.-natiinn88.  Claaae  der  k.  Akademie  der  Wiss.  zu  Turin  (Jahrgang 
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neten  Gdehiten  streitig  machten.  Er  vertrat  nach  einander 
die  Lehrfächer  der  Anaijsis,  der  Geodfisie,  der  Mechanik  und 

der  mathematischen  Physik  an  den  Universitäten  zu  Bologna 
und  Pisa,  darnach  wiederum  zu  Bologna,  dann  zu  Rom  und 
Pavia;  zuletzt  war  er  Professor  der  uiatlieniatischen  Physik  und 
höheren  Mechanik  an  der  Univei*sität  zu  Rom. 

Beltrami  hat  in  fast  allen  Zweigen  der  Mathematik  Glän- 
zendes geleistet.  Ich  entnehme  dem  Wahlyorschlage  meines 
verehrten  CoUegen  W.  Dyck  vom  Jahre  1899  die  folgende 
Schilderung  der  wissenschaftlichen  Verdienste  BeltramPs. 

Die  wichtigsten  Arbeiten  Beltrami*8  gehen  auf  die  sech- 
ziger Jahre  zurttck  und  beziehen  sich  auf  Differentialgeometrie 
und  auf  Nichteuklidische  Geometrie.  Besonders  durch  die 
fundamentalen  Untersuchungen  Riemann's  ^über  die  Axiome, 
welche  der  Greonietrie  zu  Grunde  liegen",  waren  die  Fragen 
der  Kichteuklidischen  Geometrie  in  den  Vordergrund  des  mathe- 
matischen und  philosophischen  Interesses  gerückt.  Beltrami 
gab  in  seinem  „Saggio  di  interpretazione  della  geometria  non- 
euclidea",  in  der  Abhandlung  über  eine  gewisse  Abbildung  der 
Flächen  Yon  constanter  Krümmung  auf  die  Ebene  («Riportare 
i  punti  di  una  superfilcie  sopra  un  piano  in  modo  che  le  linee 
geodetiche  vengano  rappresentate  da  linee  rette")  und  in  der 
«Teoria  fiindamentale  degli  spazii  di  curvatura  eostante*  eine 
überaus  anschauliclie  Darlegung  der  sogenannten  Lobatschewsky- 
schen  Geometrie  in  der  Entwicklung  der  Geometrie  auf  den 
pseudosphärischen  Flächen,  und  verallgenjeinerte  diese  Unter- 
suchungen in  der  zuletzt  genannten  Abhandlung  aul^  drei- 
dimensionale und  weiter  &uf  n-dimensionale  Gebilde,  deren 
geometrische  Resultate  für  drei  Dimensionen  Helmholtz  in  einer 
bekannten  populären  Darstellung  weiteren  Kreisen  zugänglich 
gemacht  hat. 

Die  Arbeiten  Beltrami*8  zur  Nichteuklidischen  Geometrie 
sind  für  immer  mit  der  Geschichte  dieser  Theorie  verknflpft. 

Die  Untersuchungen  über  die  Differentialparameter  gehen 
aul  l.atue  zurück,  welcher  im  Gebiete  von  drei  Dimensionen 
die  Bedeutung  dieser  luvariauten  für  die  mathematische  Phjsik, 
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wie  für  die  Theorie  der  kruimiiliiiigen  Couidinateii  eatwickelt 
hat.  Beltrami  hat  zuerst  in  der  Arbeit  „SuUe  teorica  dei 
parameiri  diÖ'erenziali"  die  Theorie  der  Differentialparameter 
für  ein  zweifach  ausgedehntes  Gebiet  entworfen  und  insbeson- 
dere unter  Zugrundelegung  der  InTBiianteneigenschafl  dieser 
Gebilde  für  eine  grosse  Reihe  zunScIist  Ton  geometrischen 
Fragen  venrerthet  —  Auch  in  den  sp&teren  phjstkaliachen 
Arbeiten  Beltranii*8  ist  es  die  Lehre  Ton  den  Differentialpara- 
metern, welche  ihn  naturgemft»  zu  Anwendungen  in  der 
Puteiitial-Tbcorie,  in  Hydrodynamik  und  Elasticitätstheorie,  in 
der  Elektricitäistheorie  und  der  Tjohre  vom  Magnetisnuis,  kurz 
in  allen  Gebieten,  wo  der  Ausdruck  n  eine  Rolle  spielt, 
führt.  Dabei  legte  Beltrami  seinen  Untersuchungen  mit  Vor- 
liebe krummlinige  Coordinaten  zu  Grunde  unf  formulirt  sie  für 
ft-dimensionale  und  nichteuklidische  Räume.  Im  besonderen  hat 
Beltrami  die  Sätse  von  Green  und  Gauss  mit  ihren  mannig- 
fachen Anwendungen  yerallgemeinert,  pradsirt  und  ausgebaut. 

Endlieh  [hat  Beltrami  eine  grosse  Reihe  TOn  Einzelarbeiten 
ans  fast  allen  Gebieten  der  Geometrie  und  der  mathematischen 
Phvsik  verüfieiitlRlit,  in  denen  er  theils  durch  elegante  Zu- 
sianini*  iifassung  bekannter  Resultate,  theils  auf  Grund  durchaus 
neuer  Ideen  und  Betrachtungen  frirdemd  gewirkt  hat.  Tlit-rlier 
gehören  insbesondere  die  Untersuchungen  über  die  Biegung  der 
Regelflächen,  über  Minimalflüchenf  über  die  Kinematik  der 
Räume  von  konstantem  Krümmungsmaass,  Ober  geodätische 
Linien;  dann  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Physik 
Arbeiten  zur  Potentialtheorie  (Anziehung  elliptischer  Kinge), 
Sur  Hydrodynamik  (Uber  schraubenförmig  fortschreitende  Wirbel), 
zur  Elektrostatik  (Aber  gewisse  Analogien  zwischen  den  Pro- 
blemen der  Elektrostatik  und  Thermodynamik)  und  Andere  mehr. 

Beltrami  hai  ohne  Frage  mit  Cremona  und  Brioschi  am 
nachhaltigsten  unter  allen  älteren  italienischen  Mathematikern 
auf  die  Entwicklung  der  Mathematik  in  Italien  eingewirkt. 

Durch  seine  wissenschaftliche  Thätigkeit,  durch  den  Scharf- 
sinn und  die  vollendete  Reife  seiner  Arbeiten,  war  er  eine 
Zierde  der  Universität  und  der  Akademie  zu  Bom.   In  seiner 
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hohen  Stellung,  jiiich  als  Mitglied  des  obersten  Küthes  für  den 
öffentlichen  Unterricht,  lebte  er  ganz  für  die  Wissenschaft  und 
war  stets  bereit  dieselbe  zu  fördern,  wo  es  ihm  möglich  war. 
£s  ist  sehr  zu  beklagen,  dass  der  ausgezeichnete  Mathematiker 
so  bald  nach  seinem  ebenso  herrorragenden  Voi^ganger  Francesco 
Brioschi,  der  am  14.  Dezember  1897  starb,  aus  dem  Leben 
geschieden  ist;  die  mathematische  Wissenschfift  in  Italien  hat 
durch  den  Heimgang  dieser  beiden  Gelehrten  einen  höchst 
empfindlichen  Verlust  erlitten. 

Wühelm  GottUeb  Honkel.') 

Mit  Willlelm  llankel  ist  tler  iiiteste  fler  deutschen  Physiker, 
dessen  Arbeitei^  in  die  dreissiger  Jahre  zurückreichen,  aus 
dem  Leben  geschieden.  Er  hat  mehrere  Generationen  an  sich 
Yorüber  gehen  sehen  und  der  Entwicklung  der  Phjsik  durch 
sechs  Jahrzehnte  folgen  kdnnen.  Er  ist  als  Senior  der  üni- 
Tersität  Leipzig  und  der  sächsischen  GeseUschaft  der  Wissen- 
schaften, zu  deren  Zierden  er  einst  gehörte,  am  18.  Februar 
18d9,  85  Jahre  alt,  gestorben.  In  unablässiger  Arbeit  hat  er 
sich  bedeutende  Verdienste  um  die  Physik,  insbesondere  uui 
den  Ausbau  der  Lehre  von  der  Elektricität,  erworben.  Seit 
dem  Jalire  ls59  gehörte  er  als  auswärtiges  Mitglied  unserer 
Akademie  au. 

Sein  T.eliensgang  war  der  eines  einfachen  stillen  Gelehrten. 

Am  17.  Mai  1814  zu  Ermsleben,  einem  kleinen  Städtchen 
am  Fusse  des  Harzes,  als  der  Sohn  eines  Cantors  und  Lehrers 
geboren,  besuchte  er  das  Gymnasium  in  Quedlinburg  und  dann 
die  Universität  zu  Halle  um  Naturwissenschaften  zu  studiren* 
Er  schloss  sich  daselbst  besonders  dem  yerdienstvollen  Physiker 
Schweigger  uu,  bei  dem  er  zu  arbeiten  begann.    Da  seine 


')  Mit  Beiiüt/.uug  der  Nekrologe  von  Paul  Drude,  Rede  im  Auf- 
trage der  k-  aächa.  Ges.  der  Wiss.  am  14.  November  1899;  und  C.  Keu- 
mann,  Worte  zam  Ged&chtniBB  an  W.  Eankel,  gesprochen  an  seineia 
Grobe  am  21.  Februar  1899.  (Berichte  der  k.  säcba.  Ges.  d.  Wias.  1899 
Bd.  61). 
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Eltern  bald  starben,  musste  er  sich  anionglich  durch  Erthei- 
lung  von  Privatstunden  durclibrinpren,  bis  ihn,  den  21  jährigen, 
eine  Anstellung  als  Aseietenfc  fUr  Physik  und  dann  (1836)  die 
Ernennung  als  Lehrer  an  der  Realschule  der  Francke^schen 
Stiftungen  aus  seiner  miaslichen  Lage  befreiten.  In  der  lets^ 
teren  Anstalt  trat  sehon  seine  grosse  Lehrergabe  henror. 

Im  Jahre  1839  erwarb  er  in  Halle  den  Doktorgrad  und 
habilitirte  sich  ein  Jahr  iliun  ieli  als  Privatdozent  für  Chemie 
und  Physik.  Eine  srbwere  Hippenfellentzünduiig,  deren  Folgen 
er  lange  Zeit  spürte,  nüthigte  ihn  die  Ulieime  aufzugeben  und 
sich  sorglich  zu  schonen. 

Seine  mittlerweile  begonnene  wissenschaftliche  Thätigkeit 
veranlasste  seine  Beförderung  zum  ausserordentlichen  Professor 
an  der  üniYersitftt  Halle  (1847);  1849  bekam  er  den  Ruf  ab 
ordentUeher  Professor  der  Physik  und  Leiter  des  physikalischen 
Instituts  der  IJniTersit&t  Leipzig,  wo  er  sein  langes  Leben  über 
Terblieb  und  bis  1887  getreu  seines  Amtes  waltete  und,  ob- 
wohl fast  erblindet,  bis  in  die  letzten  Monate  seines  Daseins 
Wissenschaft lic'h  thiitig  war. 

Schon  seine  im  Jahre  1839  erschienene  Doktordissertation 
sowie  seine  Habilitätsschrift  handelte  von  den  merkwürdigen 
Erscheinungen,  welche  ihn  während  seines  ganzen  Lebens  be- 
schäftigten und  Tor  Allem  sein  Ansehen  in  der  Wissenschaft 
durch  die  unübertroffene  Genauigkeit  der  Beobachtung  be- 
gründeten, namli<^h  von  der  durch  Erwärmen  von  Erystallen 
entstehenden  Elektricitftt  oder  der  Pyroelektriciiat  der  Krystalle. 
Er  kam  dabei  zu  wichtit^'cn  Aufschlüssen  über  die  Beziehungen 
der  Elektricitätsentwicklung  zu  den  Formen  der  Krystalle;  so 
entdockte  er  einen  Zusammenhang  der  pyroelektrischen  Erreg- 
barkeit eines  Krystalls  mit  seiner  Fähigkeit  die  Polarisations- 
ebene des  Lichtes  zu  drehttEi;  dann  fand  er,  dass  heraimorph 
ausgebildete  Krystalle  wie  der  Turmalin  stark  pjroelektrisch 
emgbar  sind;  femer,  dass  sich  der  ganze  Krystall  pyroelek- 
trisch  anders  Terhalt,  wie  Bruchstücke  desselben.  Zum  Nach- 
weis dieser  Eigenschaften  erfand  er  sein  Elektrometer,  ein 
äusserst  be<|U6mes  und  genaues  Messinstrument,  da  das  ge- 
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wohnlich  angewandte  Bolmeiiberger'sche  Goldbliitt-Elektroscop 
fllr  sein«'  Zwecke  iiielit  ausreichte.  Seine  Arbeiten  in  dieser 
Kielitung  gaben  die  Anregung  zu  vieiuu  Üutersuchuugeu  prinzi- 
piell wichtiger  Fratzen. 

Der  Besitz  des  feinen  Elektrometers  Teranlasste  ihn  zu 
weiteren  elektriselien  Versuchen.  Zunächst  zu  einer  Arbeit 
über  Piezoelektricität,  d.  i.  die  beim  Zusammendrücken  eines 
Krystalls  zwischen  isolirenden  Backen  stattfindende  Entwicklung 
elektrischer  Ladungen.  Er  entdeckte  femer  (1877)  die  wich- 
tige Thatsache,  dass  durch  Bestrahlung  mit  Licht  die  Krystalle 
elektrisch  werden  können  (i'hoto-Elektricitüt),  besonders  der 
farbige  Flussspath.  Beim  Bergkrvstall  glaubte  er  eine  beson- 
dere Erregun,L(  ilurch  die  schwnclier  brechbaren  Wärmestrahlen, 
die  er  Actino-Elektricität  nannte,  gefunden  zu  haben. 

Indem  er  mit  seinem  Elektrometer  die  Spannungen,  wie 
sie  bei  der  Berührung  verschiedener  Metalle  mit  einander  und 
von  MetaUen  mit  Flüssigkeiten  entsteht,  genau  bestimmte 
(1861 — 65),  lieferte  er  werthyoUe  Beitroge  zur  quantitativen 
AufisteUung  der  Spannungsreihe  und  zur  Theorie  der  galvani* 
sehen  Kette. 

Er  untersuchte  weiterhin,  ebenfalls  mit  seinem  Elektro- 
meter, die  Kntwickhiiig  von  elektrischen  Strömen  durcli  Er- 
wärmung und  zwar  zwiscben  Metallen  und  erhii/ten  Salzen: 
dann  das  elektrische  Verhalten  der  Flatume,  die  bei  einigen 
Gasentwicklungen  auftretenden  Elektricitäten,  und  die  bei 
Einwirkung  des  Lichts  auf  in  Wasser  und  Salzldsungen 
eintauchende  Metalle  entstehenden  elektrischen  Strome.  Er 
beschäftigte  sich  auch  mit  der  atmosphärischen  Elektricitat, 
welche  er  (1852)  durch  Anwendung  der  Drehwage  auf  ab- 
solutes Maass  zurückführte. 

In  das  Gebiet  der  Elektrokinematik  gehören  die  Unter- 
suclumgen  über  die  thenno- elektrische  Spannungsreihe  der 
Metalle,  bei  der  sich  ergal),  dass  die  thennoelektrisebe  Potential- 
Dillerenz  bei  ^^rösseren  'l'emperaturdifierenzen  eine  ganz  andere 
ist  wie  bei  geringen  reniperatnrdiüerenzen.  Ferner  die  Uuter- 
suchungen  Uber  die  Abhängigkeit  des  elektrischen  Xicitungs- 
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Widerstandes  von  der  Temperatur.  Dann  der  Nachweis,  dass 
bei  Durchleiten  eines  Wechselstroms  durch  einen  Elektrolyten 
ein  Richtungswechsel  des  Polarisationsstroms  nach  Oeffnimg 
des  primären  Stroms  eintritt.  Von  Interesse  ist  auch  die  Be- 
obachtung, dasB  der  spitze  negative  Pol  eines  Induktions- 
Apparates  unter  geeigneten  Umständen  nur  positive  Elektricität 
an  die  Luft  austreten  iSsst. 

Auch  aus  dem  Gebiete  des  Magnetismus  liegen  einige  be- 
deutsame Arbeiten  von  ilim  vor.  Er  verfolgte  die  von  Savary 
(1827)  entdeckten  Erscheinungen  der  wechselnden  Polaritäten 
an  Stalilnadeln,  welche  durch  den  Kutlndungsschla«^  der  Lei- 
dener Batterie  magnetisirt  werden;  er  erkannte  die  bedeutenden 
Kräfte  des  Magnetfeldes  des  elektrischen  Stromes,  welche  zum 
Betrieb  starker  Arbeitsmaschinen  genügen:  er  machte  Mes» 
sungen  über  die  Kräfte,  welche  das  Wismuth  im  Magnetfelde 
erföhrt,  und  Untersuchungen  über  das  magnetische  Verhalten 
von  Nickel  und  Kobalt. 

Auch  optische  Erscheinungen  erregten  seine  Aufmerksam- 
keit. Es  wurde  die  farbige  Reflexion  des  Lichtes  von  matt- 
geschliÜenen  Flüchen  besclirieben;  Messungen  über  die  Ab- 
sorption der  chemisch  wirksamen  Strahlen  des  Sonnen liclits  in 
Quarz,  Glas  etc.  gemacht;  die  Umkehr  der  Natriumlinie  unter- 
sucht; und  nachgewiesen,  dass  zum  phosphorigen  Leuchten  des 
Fleisches  die  Ge^^enwart  von  Sauerstoff  nöthig  ist. 

Ausser  dem  Elektrometer  gab  er  noch  mehrere  sehr  brauch- 
bare Mesainstrumente  an:  so  den  Hitsdraht-Strommesser,  dann 
einen  Apparat  cur  Messung  kleiner  Zeiträume,  den  er  zur  Be- 
stimmung der  persönlichen  Fehler  bei  verschiedenen  Beobach- 
tungsmethoden sowie  zum  Nachweis  der  Verzögerung  der  Aus- 
bildung des  elektrischen  Sromes  bei  vorhandener  grosser  Selbst- 
induktion benützte. 

Das  grüsste  Verdienst  hat  sich  Hankel  zwar  als  Experimen- 
tator durch  Auffinden  von  Thatsachen  erworben;  er  hat  aber 
auch  eine  für  die  damalige  Zeit  sehr  beachten swerthe  »neue 
Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen aufgestellt,  durch 
welche  er  eine  einheitliche  Erklärung  für  das  Wesen  der 
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Elektricität  zu  geben  versuchte.  Er  ersetzte  die  gebräuchliche 
Annahme  zweier  elektrischer  Fluida  tlurch  die  Vorstellung  von 
kroisfiirniigen  AN'irbelbewe^uigen  des  Actliers  unter  Bethcili- 
guiig  der  uiaterielltn  Theilchen  des  Leiters;  die  positive  und 
negative  Elektricität  unterscheiden  sich  durch  die  Richtung  der 
Wirbel.  Es  werden  dadurch  auch  die  Fernwirkungen  zwischen 
elektrisirten  Körpern  oder  elektrischen  Strömen  in  mechiuiischer 
Weise  durch  Vermittlung  eines  Z^chenmediums,  eTeutuell 
des  Lichtathers,  erklärt.  Diese  seine  Theorie  der  elektrischen 
Erscheinungen  unterscheidet  sieh  wesentlich  von  der  filteren 
besonders  dadurch,  dass  in  ihr  die  elektrischen  Massen  fehlen 
und  durch  Geschwindigkeiten  ersetzt  sind.  Sie  hat  m  einigen 
Stücken  Aehnlichkeit  mit  der  neueren  Maxwell'schen  Anschau- 
ung. —  Er  wfindte  seine  Theorie  auch  auf  die  Gesetze  der 
Eiekirokineniatik  in  einer  vom  Ohm^schen  Gesetz  abweichenden 
Form  an»  und  suchte  ferner  daraus  die  Bewegung  des  Crookea- 
sehen  Radiometers  abzuleiten. 

Die  Arbeiten  Hankel^s  finden  sich  grtotentheik  in  Püggen • 
dorff^s  Annalen  und  den  Berichten  der  k.  sSdis.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften;  seine  elektrischen  Untersuchungen  sind  in 
einem  Werke  gesammelt  worden.  Mit  Freunden  hat  er  eine 
(leutsclie  Ausgabe  der  Werke  Arugo's  in  IG  Bünden  (1854 
bis  IRriO)  lierausgegel)cn. 

So  hat  der  vortrctVIichi'  Gelehrte  in  seltener  Uneigen- 
nützigkeit  sein  ganzes  Leben  hingebracht,  um  mit  staunens- 
werthcr  Ausdauer  die  Kenntniss  in  einzelnen  Theilen  der  Physik 
durch  das  Experiment  und  die  Beobachtung  zu  erweitern.  Kr 
war  sich  bewusst,  dass  er  im  Wesentlichen  nur  Vorarbeiten 
lieferet  f^^^  auch,  dass  diese  zu  einer  spSteren  weiteren  Er- 
kenntniss  nöthig  sind. 

Er  war  ausserdem  ein  begeisterter  und  seine  Schfiler  für 
die  Vorgänge  in  der  Natur  begeisternder  Lehrer;  ein  edler 
schlichter  Mensch  von  lauterem  Charakter  und  voll  Eifers  für 
die  Wahrheit,  ein  echter  Gelehrter  alten  Schlages,  den  man  ob 
seiner  stillen  glücklichen  Arbeit  bei  dem  nicht  selten  unlauteren 
Getriebe  unserer  Tage  beneiden  konnte. 
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Wenige  Tage  nach  dorn  Ableben  von  Hnnkel  ist  sein 
Nachi'olger  auf  dem  LehrstukLe  iur  Physik  an  der  Universität 
Leipzig,  Gustav  Wiedemann,  gestorben.  Er  hat  sich  als  ex- 
perimenteller Forscher  durch  die  Auffindung  zahlreicher  wich^ 
tiger  Thatsacheo,  dann  als  Schriftsteller  durch  die  Herausgabe 
eines  grossen  Werkes  .die  Lehre  von  der  Elektricii&t*  und  als 
Redakteur  der  angesehensten  deutschen  physikalischen  Zeit* 
Schrift  um  die  Physik  und  Chemie  hohe  Verdienste  erworben. 
Er  war  der  letzte  der  alten  (Tiirde  von  Plivsikern,  welche  sich 
in  Berlin  um  j\r;ignu.s  geschaart  und  so  gliinz«  nde  Erfolge  hatten. 

Er  wurde  am  2.  Oktober  1826  als  Sohn  eines  Kaufmanns 
in  P>erlin  geboren.  Er  besuchte  das  Köllnische  Realgymnasium 
daselbst,  in  welchem  die  Schüler  neben  der  humanistischen 
Bildung  auch  einen  TorzUglichen  Unterricht  in  den  Natur* 
Wissenschaften  und  der  Mathematik  erhielten;  es  sind  mehrere 
bedeutende  Naturforscher  aus  dieser  Schule  herrorgegangen, 
z.  B.  der  Physiker  Beetz.  Der  Rektor '  war  damals  der  yer- 
diente  Physiker  E.  F.  August,  der  Ei-finder  des  nach  ihm  be- 
nannten Psychrometers,  auch  lehrte  daselbst  der  jüngere  Seebeck 
die  riiysik  und  licdjert  Hagen  die  Chemie.  Diese  drei  Männer 
haben  oüenbar  die  Neigung  Wiedemann's  zur  Naturwissenschaft 
erweckt  und  ausserdem  auch  sein  Oheim,  der  Mechaniker  Gruel, 
der  allerlei  einfache  Apparate  für  den  physikalischen  Unterricht 
herstellte  und  bei  dem  sich  der  Neffe  in  Zusammensetzung  der- 
selben übte. 

An  die  Universität  Berlin  übergetreten,  studirte  er  Ton 
1844 — 1847  Chemie,  Mathematik  und  Physik.  Er  erwarb  sich 

ein  umfassendes  Wissen  hierin  bei  den  Olienükern  Heinrich 
Rose,  Sonnenschein  und  Mitscherlich,  bei  den  Mathematikern 

•)  Mit  Benützung  der  Rede  7.iir  Erinnerung  an  G.  Wiedeniuini  von 
W.  Ostwald  in  der  Lcibniz-Sitxuug  der  k.  aäcba.  G«,  d,  Wise.  am  U.  Nov. 
1899;  des  Nacbrafs  auf  O.  Wiedemann  von  F.  Koblrantch  in  der  dent- 
•chea  pbyiikal.  Ges.  am  80.  Juni  1899;  und  des  Lebensbildes  von  H. 
Helmholts  in  den  Annalen  der  Physik  nnd  Ghemie.  N.  P.  Bd.  60.  1888. 
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Joachimsthal  und  Dirichlet,  und  den  Physikern  Doye  und 
Magnus. 

Der  letztere  übte  auf  die  aufstrebenden  Talente  einen 
grossen  Einfluss  aus,  indem  er  einen  Kreis  begabter  junger 
Physiker  zur  Besprechung  der  neueren  physikalischen  Untec^ 
Buchungen  in  seinem  gastlichen  Hause  Abends  um  sich  Tor- 
sammelte,  und  auch  einzebie  derselben  in  seinem  Priyatlabon- 
torium  physikalische  und  chemische  Arbeiten  ausführen  liees. 
Es  entstand  daraus  die  so  einflussreich  gewordene  Berliner 
physikalische  Qesellschaft  und  die  Herausgabe  der  ^Forteehritte 
der  l'liysik".  Zu  den  Stiftern  der  Gesellschaft  gehürleu :  Beetz, 
du  Bois  Reymond,  Brücke,  Clausius,  ileintz,  Karsten,  Knob- 
lauch, denen  sich  dann  Baeyer,  Brunner,  Halske,  Helmholtz, 
Pistor,  Iladicke,  Siemens,  Traube,  Werther  und  Wiedemann 
anschlössen.  Es  wird  wohl  nicht  leicht  wieder  eine  so  grosse 
Anzahl  von  für  die  Wissenschaft  begeisterten  Jflngem  sich  zu- 
sammenfinden, welche  nicht  nur  die  reine  Physik,  sondern  auch 
die  physikalischen  Vorgänge  im  Organismus  und  die  Technik 
gefordert  haben. 

Wiedemann  schloss  namentlich  mit  Helmholtz,  welcher  Eiere 
der  militärärztlichen  Bildungsanstalt  war,  eine  enge  Freund- 
schaft; sie  studirten  gemeinsam  die  Werke  der  theoretischen 
Physik,  von  Poisson  und  Anderen,  da  der  Eintiuss  von  ^[agnns  nur 
die  experimentirende  Physik  zuliess  und  die  Theorie  aus  Furcht 
vor  dem  Wiederaufleben  der  eben  Überwundenen  unseligen 
Naturphilosophie  abwies. 

Im  Jahre  1847  erwarb  Wiedemann  den  Doktorgrad  mit 
einer  in  dem  Magnus^schen  Laboratorium  ausgeführten  chemi- 
schen Arbeit:  ,de  novo  quodam  corpore  ex  urea  producto*; 
dann  habilitirte  er'sich  1851  an  der  Universität  zu  Berlin  als 
Privutdozent  iiir  Physik  unter  Vorlage  einer  physikalischen 
Schrift:  „über  elektromagnetische  Drehung  der  Polarisations- 
ebene des  Lichtes". 

Der  junge  Gelehrte  lenkte  durch  seine  schönen  experi» 
menteilen  Arbeiten  bald  die  Aufmerksamkeit  auf  sieh,  und  es 
begann  eine  gl&nzende  akademische  Laufbahn.    Schon  vier 


Digitized  by  Google 


0.  Vmt:  NeMog  auf  Öuttav  Wtedmaim,  355 


Jahre  nach  seiner  HabiUtation  erhielt  er  einen  Ruf  als  Pro- 
fSessor  der  Physik  an  die  Universität  Basel;  dort  trat  er  zu 
dem  ausgezeichneten  Chemiker  Schönbein  in  nahe  Beziehungen, 
dessen  Bedeutung  erst  spät  erkannt  wurde,  weil  er  bei  seinen 
denkwürdigen  Forschungen  fiber  die  Katalyse  seine  besonderen 
Bahnen  einschlug;  unsere  Akademie  war  wohl  die  erste,  die 
ihn  verstand  und  auszeichnete. 

Es  kam  dann  (1863)  die  Berufung  an  das  Collejj^iiim 
Caruliuuüi  nach  Braunschweig ;  1866  wurde  er  Nachfolger  des 
trefflichen  Eisenlolir  an  dem  Polytechnikum  in  Karlsruhe; 
1871  erhielt  er  die  Stelle  als  Professor  der  physikalischen 
Chemie  an  der  UniverBitat  Leipzig  und  endlieh  nach  dem  Rück- 
tritt von  Hankel  die  Professur  fttr  Experimental-Ph jsik  daselbst. 

Die  wissenschaftliche  Th&tigkeit  von  Wiedemann  lieferte 
eine  grosse  Anzahl  zum  Theil  grundlegender  Arbeiten,  bei 
denen  seine  Auadauer  und  seine  Geschicklichkeit  iu  der  An- 
ordnung der  Versuche  den  P>tblg  brachten.  Sie  sind  sümmt- 
lieh  in  den  Annalen  der  Physik  veröffentlicht. 

Nach  der  erw.'ihnten  chemischen  Doktor-Dissertation  über 
das  Biuret,  ein  durch  Erhitzen  von  trockenem  Harnstoff  unter 
Ammoniakentwicklung  entstehendes  Zersetzungsprodukt,  wandte 
er  sieh  physikalischen,  grösstentheils  auf  dem  Gebiete  der 
EHektricitötslehre  und  des  Magnetismus  liegenden  Problemen  zu. 

Noch  bei  Magnus  machte  er  (1849)  die  schöne  Ent- 
deck unj?.  daüs  die  durch  Staubfiguren  sichtbar  gemachte  Aus- 
breitung einer  elektrischen  Entladung  auf  einer  Krystallplatte 
in  Kreisen  oder  Ellipsen,  je  nach  der  krjstallographischen  Be- 
schaffenheit der  Platte,  erfolgt. 

Es  kamen  dann  die  ebenfalls  schon  erwähnten  Messungen 
Aber  die  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  von  ver- 
schiedener Wellenlänge  durch  die  magnetischen  Kräfte  des 
galvanischen  Stroms. 

Zum  Theil  in  Gemeinschaft  mit  Dr.  R.  Franz  folgten  (lftr»3) 
die  Arbeiten  über  die  relative  Wärnieieitungsfiihigkeit  der 
Metalle,  wobei  die  Temperaturmessung  mit  dem  Thermoelement 
und  der  von  ihm  construirten  bequemen  Bussole  gemacht  wurde; 
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es  zeigte  sich  der  nuik würdige  enge  /usanuuenliung  zwischen 
der  Leitung  der  Elektricitüt  und  der  Wärme. 

Noch  als  Privatdozent  begann  er  Versuche  über  dw  elek- 
trische Endüsmose  und  über  die  anderen  tligenschaftea  der 
elektrolytischen  Lösungen,  welche  so  viel  zur  Erkenntniss  auf 
diesem  Gebiete  beigetragen  haben  (1852);  es  wurde  dadurch 
die  Abhängigkeit  des  endosmotischen  Druckes  von  der  Strom- 
stärke, der  Natur  der  Diaphragmen  und  dem  Gehalt  der  Los- 
ungen aufgefunden. 

In  Basel  iDidt  ite  er  seine  elektrochemischen  Untei*such- 
uiigen  durch  iMt's.Nun^en  der  Tieitverniü^eii  von  L()suiigen  (1850), 
verbunden  mit  Bestimmungen  der  Zähigkeit  derselben  und  mit 
dem  Hinweis  auf  den  Zusammenhang  der  beiden  Eigenschaf teu« 
Auch  beschäftigten  ihn  die  durch  Hittort's  Arbeiten  angeregten 
Beobachtungen  der  Jonen- Wanderung. 

Von  grösster  Bedeutung  sind  seine  umfangreichen  Arbeiten 
fiber  den  Magnetismus  der  KörjKM-,  denen  er  sich  fast  die  ganze 
Zeit  seiner  wissenschalt Thätigkeit  mit  besonderer  Vor- 
liebe liiii<r;ib.  Kr  begann  mit  Messungen  des  temporären  un<l 
permanenten  iMuguetismus  von  Stahl-  und  Eisenstäben  ver- 
schiedener Gestalt;  es  folgten  mühsame  und  sinnreiche  Unter- 
surlningen  Uber  die  gegenseitigen  Analogien  und  Einwirkungen 
der  Magnetisirung  von  Stahl  und  Eisen  und  der  Torsion  der- 
selben, Uber  den  Einfluss  der  Temperaturveränderungen  etc.  auf 
beide  Arten  von  Zustandsänderungen  und  ihre  Nachwirkungen, 
wodurch  enge  Beziehungen  zwischen  dem  magnetischen  und 
dem  mechanischen  Vorli  slim  der  Kr>r])er  dargethan  wurden. 
Da  man  sich  die  Magneu^ü  ung  des  Kisens  als  einen  mechani- 
schen, durch  die  Drehung  der  kleinsten  Theilcheu  bedingten 
Vorgang  vorstellte,  so  waren  die  Folgen  bei  der  mechanischen 
Aenderung  in  der  Lage  der  Theilchen  von  grösstem  Interesse. 

In  Braunschweig  begann  er  äusserst  interessante  Unter- 
suchungen über  die  Magnetisirung  der  Salze,  welche  später  in 
Karlsruhe  und  Leipzig  fortgeführt  wurden;  er  fand  das  additive 
Gesetz  des  magnetischen  Verhaltens  der  chemischen  Verbin- 
dungen; zuletzt  zog  er  a.us  dem  Unterschied  im  Magnetismus 
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des  colloidalen  Eisenoxjds  von  dem  der  Ferrisalae  Schlüsse  über 
die  chemiflcheii  GleichgewichtsTerhältniase,  woraus  der  Dis- 
sociationszustand  der  Stoffe  in  Losung  in  einem  bestimmten 
Falle  quantitativ  ermittelt  werden  konnte.  In  diese  Zeit  fallen 
auch  «eine  ersten  Versuche  über  den  Dampfdruck  krystall- 
wasserhaltiger  Salze;  dieser  Dissociationsdruck  des  W  asser- 
tlampfs  bei  verschiedenen  Temperaturen  zeigte  sich  nur  von 
der  Temperatur  und  nicht  von  den  relativen  Mengen  der  an- 
wesenden Stoffe  abhängig. 

In  Karlsruhe  machte  er  mit  Kühlmann  die  ersten  messen- 
den Versuche  Aber  Funkenentladung  durch  verdfinnte  Gase, 
welche  für  Andere  eine  reiche  Quelle  wichtiger  Entdeckungen 
geworden  sind. 

Der  Physiker  Wilhelm  Weber  hatte  bei  seinem  Weggange 
von  Leipzig  einen  ^iossen  Induktionsapparat  zurückgelassen, 
mit  welchem  er  die  elektromagnetische  Widerstandseinheit  nacli 
absohitein  Mnass  bestimmen  Nvolite.  Wiodemann  hat  in  einer 
grossen,  ausserordeutlieh  sorgfältigen  Arl)eit  mit  diesem  In- 
strumente den  Widerstand  des  Quecksilbers,  den  Werth  des 
Ohm,  ermittelt. 

Obwohl  sich  Wiedemann  als  Forscher  einen  sehr  bedeu* 
tenden  Namen  gemacht  hat,  so  liegt  darin  doch  nicht  sein 
hauptsächlichstes  Verdienst  um  die  Wissenschaft;  dasselbe  hat 
er  sich  vielmehr  durch  die  Bearbeitung  seines  mustergiltigen 
grossen  Werkes:  ^die  Lehre  von  der  Elektricität**  erworben. 
Durch  die  I^eseliäftigung  mit  den  Erscheiiiunf^'en  des  Galvanisnnis 
und  des  Eh'ktroinagnetisnius  hatte  er  das  Betiiirtni.ss  enipfunth'n 
der  Literatur  näher  nachzugehen,  und  schon  in  Berlin  eine 
Sammlung  aller  einschlägigen  Arbeiten  begonnen;  nach  zehn- 
jähriger Thätigkeit  gab  er  dieselbe,  kritisch  gesichtet  und 
methodisch  geordnet,  1861  von  fiasel  aus  als  Lehre  vom  Galva- 
nismus  und  Elektromagnetismus  in  zwei  Banden  heraus.  Es 
war  dadurch  ffXt  die  stromende  Elektricität  ein  ähnliches  Hilfs- 
mittel entstanden  wie  vorher  ftlr  die  Reibungselektricität  durch 
Peter  Kies.s.  Da  die  scheinbaren  dui  chgreitenden  Untei*schiede 
zwischen  der  reibenden  und  der  strömenden  Elektricität  immer 
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mehr  aich  verwischten,  so  ))ear})oitete  er  das  gesanimte  Ut-biet 
der  Elektricität  und  verött'enüichte  (1882—1885)  sein  vier- 
bändiges  grosses  Werk:  »die  Lehre  von  der  Elektricitilt" :  er 
hat  sich  mit  demselben  Tierzig  Jahre  lang,  bis  an  das  £nde 
seines  Lebens,  beschäftigt  und  es  sind  von  ihm  vier  Anflagea 
(1898)  erschienen.  Durch  dieses  sein  eigentliches  Lebenswerk, 
gleich  hervon-agend  durch  Vollständigkeit  und  Zuverlässigkeit, 
hat  er  dem  Forbcher  in  dem  grosöon,  fast  unül>ersehbaren  Ge- 
biete ein  nnontbohrliches  Hilfsmittel  geliefert  und  einen  niiieli- 
tigen  Einliuss  auf  die  Entwicklung  der  Wissenschaft  au.sgeübt; 
man  kann  wohl  sagen,  dass  das  Werk  an  der  grossartigen  Ent- 
wicklung der  wissenschaftlichen  und  technischen  Elektrik  in 
den  letzten  Dezennien  einen  reichlichen  Antheil  hat.  Wir  be- 
sitzen dadurch  eine  musterhafte  Geschichte  der  Lehre  von  der 
Elektricität  im  19.  Jahrhundert. 

Endlich  liegt  noch  ein  drittes,  nicht  minder  geringes  Ver- 
dienst von  Wiedeniann  vor,  nämlich  durch  die  Leitung  der 
Annaien  der  Physik  und  Chemie  nach  dem  Tode  des  verdienten 
Poggendorff  seit  dem  Jahre  1877.  Durch  seine  ausgebreiteten 
Kenntnisse  und  seine  Erfahrungen  in  der  experimentellen  Physik 
sowie  durch  seine  Unpartheilichkeit  war  er  ganz  besonders 
dazu  befähigt  diese  fttr  die  Physik  so  wichtige  Zeitschrift  zu 
flbemehmen.  Er  hat  dss  verantwortungsvolle  Amt  in  ausge- 
zeichneter Weise  im  Sinne  Poggendorff*s  fortgei^hrt;  es  mussten 
in  Kinigcni,  entsprechend  den  Erfordernissen  der  neueren  Zeit, 
Aenderungen  vorgenommen  werden:  der  Inhalt  musste  gegen- 
über den  der  Physik  nahe  stehenden  Zweigen  der  Naturwisseo- 
schaft,  die  früher  in  den  Annaien  vertreten  waren,  schärfer  ab- 
gegrenzt werden;  die  Uebersetzungen  von  Aibeiten  in  nicht- 
deutscher Sprache  fielen  weg,  zu  umfangreiche  Abhandlungen 
konnten  nicht  mehr  aufgenommen  werden;  es  wurden  endlich 
die  werthvollen  Beiblätter  mit  seinem  Sohne  Eilhard  ins  Leben 
gerufen,  in  denen  alle  neuen  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete 
der  Physik  rascli  zur  Kcnntniss  der  Fnchgeuussen  gebnicht 
wertlen.  W'iLdemaiin  iiat  05  Hän<le  der  Annaien  herausgegeben. 
Der  im  Jahre  18U3  veröffentlichte  5U.  Band  wurde  ihm  mit 
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einer  von  Helnilioltz  geschriebenen  Skizze  seiner  Verdienste  um 
die  Wissenschaft  gewidmet  und  an  seinem  50  jährigen  Doktor- 
jubiläum im  Jahre  1897  dankten  ihm  abennals  die  Physiker 
durch  Ausgabe  eines  besonderen  Bandes  der  Annalen  (dem  63  ten). 

Im  Jahre  1897  zog  er  sich  wegen  Kränklichkeit  Ton  der 
Lehrthätigkeit  zurück;  am  23.  März  ist  er  dahingeschieden. 

Der  Name  des  beriiliiiiten  Gelehrten  wird  in  der  Wissen- 
schaft noch  lange  fortleben. 

Bobert  Bansen.^) 

Am  16.  August  1899  ist  liobert  Bunsen  im  Alter  Ton 
88  Jahren  in  Heidelberg  gestorben.  £r  war  wohl  die  ehr- 
würdigste Oestalt  unter  den  deutsehen  Naturforschem;  nicht 
nur  die,  welche  sich  mit  der  Naturwissenschaft  beschäftigen, 
sondern  auch  alle  Gebildeten  brachten  ihm  die  grösste  Ver- 
ehrung uixl  Dankbarkeit  entgegen  wegen  seiner  ganz  ausser- 
ordentlichen \  erdienste  um  da.s  Wissen  und  um  die  Menschheit; 
denn  er  hat  durch  seine  Arbeit  viele  Gebiete,  die  Chemie,  die 
Physik,  die  Mineral<^e,  die  Geologie,  die  Astronomie  und 
selbst  die  Medizin  mit  wichtigen  Kenntnissen  bereichert,  aber 
auch  noch  viel  weiter  gewirkt,  indem  seine  Schöpfungen  der 
Wissenschaft  neue  fruchtbare  Bahnen  erdffiiet,  ja  die  Grenzen 
unseres  Naturerkennens  hinausgeschoben  haben. 

Er  war  einer  der  genialsten  und  eigenartigsten  Forscher 
der  feinsten  Beobuchtungsgube ,  ein  Gelehrter,  der  durch 
unablässige  Arbeit  sich  einen  enormen  Schatz  von  Keimtiiisscn 
angesaniuielt  und  die  grössten  Erfolge  errungen  hat.  £s  ergreift 
uns  Wehmuth,  dass  ein  so  glänzender  Geist,  zu  dem  man  seit 
über  60  Jahren  mit  Stolz  als  auf  einen  der  Führer  aufsah, 
nicht  mehr  unter  den  Lebenden  weilte  aber  man  blickt  doch  mit 
freudigem  Gef&hl  auf  das  schöne,  ungestört  verlaufene  Leben 

>)  Heinf,  Manchener  mediz.  Wochenschrift  1899  Nr.  44. 
Landoli,  Berichte  der  deutschen  chem«  Ges.  1899  Nr.  14. 
Curiius,  Akademisches  Gedenkblatt,  Heidelberg  1900. 
Chemikei^Zeitang  1895  1.  8.  628. 
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zurück,  wie  es  mir  st'lUn  cineni  Stt'jbliclien  beschiedeii  war, 
voll  kiistlicher  Arbeit  und  im  Draii^«»  nach  Erkenutui^iä  nur 
dem  Dienste  dur  Wissenschaft  gewidmet. 

Hobert  Bun.son  wurde  nm  31.  März  1811  in  Göttinnen  «re- 
boren,  woselbst  sein  Vater  Bibliothekar  und  Professor  der  Sprach- 
wissenschaften an  der  Universität  war.   An  den  Gymnasien  zu 
Göttingen  und  Holzminden  hatte  er  sich  eine  gute  klassische 
Bildung  erworben,  denn  er  las  noch  später  gerne  lateinische 
Scliriftsteller,  Cicero's  Reden  und  Sueton,  und  schrieb  ein 
elegantes  Latein.    Trotz  dieser  Jetzt  nach  der  Ansicht  \  i«  1»  r 
für   die   Ausbildung  in   den   NaturwissLnsciiulten  verk«'lirten 
Vorbildung  ist  er  ein  Naturforsclier  ersten  Hanges  von  deu 
grössten  praktischen  Krtblgen  geworden,  weil  er  denken  ge- 
lernt hat.    Mit  17  Jahren  bezoL'  '-r  fli»  Universität  (irittingen, 
wo  er  sich  mit  Vorliebe  mit  Physik,  Chemie,  Geologie  und 
Mineralogie,  auch  mit  Mathematik  beschiiffcigte.  In  der  Chemie 
war  Friedrich  Stromeyer,  der  vortreffliche  analytische  Chemiker, 
sein  Lehrer,  in  der  Mineralogie  und  Geognosie  der  verdienst- 
volle Hausmann.   Schon  als  Knabe  nahm  er  lebhaftes  Interesse 
an  der  GeoLruosie ,   welches   durch   Fussu  imdrningen   in  der 
Umgebung  (jJöttingeus   uud    im   Marz   geweckt   worden  war. 
Im  Jahre  1H3(^  erwarb  er  im  Alt*  r  v(m  19  Jahren  den  philo- 
sr)phischen  Doktorgrad  mit  einer  Diü&ertation :  ^euumeratio  ac 
descriptio  hyrom^trorum'',  was  in  unserer  Zeit,  in  der  zu 
unserem  Unglück  viel  zu  viel  gelernt,  aber  nur  wenig  ver- 
standen wird,  eine  Unmöglichkeit  wäre.    £s  folgten  (1832) 
ausgedehnte  Reisen,  zu  denen  er  ein  Stipendium  erhalten  hatte, 
um  sich  in  den  praktischen  Zweigen  der  Chemie  durch  Be- 
sichtigung iuduätriL'lkr  Etablissements  weiter  auszubilden.  Dabei 
arbeitete  er  in  Berlin  einige  Zeit  bei  dem  Mineralogen  AVriss 
und  lernte  Heinrich  Kose  und  Mit.scherlich  kennen.    In  Oi»  >s.'n 
trat'  er  den  jungen  Liebig  uud  Wöhler,  die  ihre  berühmte 
gemeinschaftliche  Untersuchung  Uber  das  Hadikal  der  Benzoe- 
säure ausführten.    Grosse  geognostische  Exkursionen,  nament* 
lieh  eine  mit  Mitscherlich  in  die  Eifel  gemachte,  schärften 
seinen  Blick.   Er  ging  dann  nach  Paris,  wo  der  Deutsche 
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dainals  immer  noch  seino  Ausbildung  holen  imisste;  er  kam 
mit  IV-loir/.c  y.iis:irmii('n.  au  dvn  er  eiiion  Knii>f'clilui»gsbrief  von 
Liel>ig  t'jhaltt'ii  liatte,  dann  mit  UrLfnanlt  und  Hcisot,  mit 
Depretz  und  Anderen;  vielfache  Anregung  brachte  der  Besuch 
von  Fabriken,  besonders  der  berühmten  Porzellanmanufaktur 
zu  Sevros.  Von  Paris  .sollte  die  IMse  nach  Wien  und  Oester- 
reich durch  die  Schweiz  gehen.  £r  durchwanderte  in  weiten 
Touren  zu  Fuss  das  schöne  Land  mit  hohem  Genuss  und  kehrte 
Ende  1B33,  nachdem  er  seine  physikalischen,  chemischen  und 
geognostischen  Kenntnisse  vervollständigt  und  auf  chemisch- 
technischem Gebiete  viel  gesehen  hatte,  nach  Göttingen  /.urüuk. 

An  der  Universität  daselbst  begann  Bun.sen  jrtzt  seine 
akademische  Laufbahn :  mit  22  Jahren  hnbilitirte  er  sich  als 
Privatdozent  für  Chemie;  er  hielt  während  drei  Semestern  Vor- 
lesungen und  wurde  dann  (1835)  ge würdiget  die  Vorlesungen 
des  verstorbenen  Stromeyer  über  theoretische  und  praktische 
Chemie  zu  vertreten.  Im  Jahre  1836  kam  der  aufstrebende 
Wähler,  der  Professor  der  Chemie  an  der  höheren  Gewerbe- 
schule in  Kassel  war,  als  Nachfolger  Stromejer*s  nach  Göttingen 
und  Bunsen  ersetzte  ihn  in  Kassel.  Bald  erhielt  er  von  dort 
einen  Ruf  als  ausserordentlicher  Professor  an  die  Universität 
Marburg,  an  der  er  1841  zum  Ordinarius  von  iit  Idc  Nach 
fast  13jährigt?r  bedeuti^nnier  AVirksiimkeit  iu  ]\l;irl)in-L;-  kam  er 
(1851)  an  die  Universität  Breslau,  wo  nach  sein« ü  An<^^aiM>ii 
ein  Laboratorium  erbaut  wurde;  aber  schon  ein  Jalir  ilarauf 
erfolgte  die  glückliche  Berufung  an  das  schöne  Heidelberg  als 
Nachfolger  Gmelin's.  Er  konnte  im  Jahre  1855  das  neue  grosse 
Laboratorium,  damals  das  grösste  und  am  besten  eingerichtete 
in  Deutschland,  eröffnen,  in  dem  er  nun  seine  segensreiche 
Wirksamkeit  als  Lehrer  und  Forscher  begann.  Im  Jahre  1889 
trat  er  im  Alter  von  78  Jahren  vom  Lelirumt  zurück. 

Seine  wissenschaftlichen  Ai  ljciteu  begann  Bitnscn  als  Privat- 
dozent; eine  rein  cheuiische  Arbeit  über  die  Dop]»e]cyanüre 
in  ihrem  Verhalten  zu  Ammoniak  hatte  er  mit  Himly  gemacht 
und  dann  eine  weithin  bekannt  gowoT-d^'ue  von  praktischer  Be- 
deutung mit  Berthold  Uber  ein  Gegengift  gegen  die  arsenige 
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Säure.  Er  suchte  die  in  den  Magen  meist  in  Schweinfurter 
Grün  gelangte  arsenige  Säure  in  eine  unlösliche  Verhindun^^ 
überzuführen,  als  welche  sich  die  mit  Eiseiioxydhydnit  aiu 
besten  eignete;  er  empfahl  ein  frisch  bereitetes  Gemisch  von 
Eisenvitriol  mit  gebrannter  Magnesia,  wobei  sich  die  ausfallende 
Eisenbas«  der  arsenigen  Säure  und  Bittersalz  bildet 

In  Kassel  begann  er  seine  einzige  grössere,  rein  chemische 
Arbeit:  es  sind  die  von  1837—1842  fortgeführten  denkwürdigen 
Untersuchungen  Über  die  Kakodylreihe,  die  ihn,  den  26  jührigeu, 
al.sl)ahl  in  die  erste  Ixeihe  der  rheiiiiker  LiLoben.  Dieselben 
sind  Von  f^rösster  Bedeutung  für  die  Kntwickluntr  rler  Radikal- 
Theorie  und  der  Chemie  der  Kohlenstolfverbmdungen  geworden. 
Man  hatte  bei  der  Destillation  von  Arsenik  mit  easigsaurem 
Kali  die  sogenannte  Cadet'sche  Flüssigkeit  von  grosser  Giftig- 
keit, eckelhaftem  Geruch  und  leichter  SelbstentzÜndlichkeit  ge- 
wonnen, deren  Zusammensetzung  unbekannt  war.  Trotz  der 
Gefährlichkeit  der  Substanz  gieng  Bunsen  an  die  Untersuchung, 
bei  welcher  in  Folge  der  Explosion  eines  Glasrohrs  durch  einen 
Splitter  sein  eines  Auge  erblindete  und  die  entströmenden  gif- 
tigen Däni})fe  sein  Leben  gefährdeten.  Fjs  war  damals  die 
Kadikal-Tiieorie  aufgestellt  worden;  es  sollten  nämlich  in  den 
orgnnischeii  Verljindungen  gewisse  Gruppen  von  Elementen, 
die  bei  den  Reaktionen  unverändert  bleibenden  zusammenge- 
setzten Kadikaie,  die  RoUe  der  Elemente  der  unorganischen 
Verbindungen  spielen;  ab  solche  Radikale  hatte  man  das  Gyaii 
und  das  der  Benzoesäure  erkannt.  Bunsen  gewann  aus  der 
Cadet'schen  Flüssigkeit  ein  aus  Arsen,  Kohlenstotl'  und  Wa^er- 
stoft'  hestehemlr's  luidikal,  das  Kakodyl.  das  sich  mit  Sauerstoff 
verbindet  (Alkarsin)  und  viele  andere  Verbindungen  eingeht  wie 
das  Natrium.  An  die  Entdeckung  dieses  neuen  Radikals,  und 
noch  dazu  eines  so  merkwürdigen  arsenhaltigen,  knüpften  sich 
lebhafte  Erörterungen  der  Chemiker.  Aber  Bunsen  blieb  dem 
Streite  fem,  ja  er  kümmerte  sich  nicht  um  die  davon  aus- 
gehende umgestaltende  Bewegung  in  der  organischen  Chemie. 
Er,  der  den  grössten  Anstoss  gegeben  und  von  dem  man  hätte 
erwarten  sollen,  dass  er  alle  Kraft  aufbieten  würde,  die  Sache 
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zu  vertoigun,  staiul  theilnahnislos  du  und  hat  niemals  mehr  sich 
mit  einer  Aufgabe  der  urgunisciien  Chemie  beschiiitigt.  Hut  er 
geglaubt,  doss  in  dieses  dunkele  Gebiet  nicht  so  bald  ein  er- 
hellender Lichtstrahl  dringen  werde?  Jedenfalls  eiBchienen 
seinem  uniTersellen  Qeiste  andere  Dinge  interessanter  zu  sein. 
Er  gieng  an  die  XJntenuchung  der  bei  dem  Hochofenprozess 
sich  entwickelnden  Gase,  der  Gischtgase,  und  zeigte,  dass  ein 
grosser  Theil  der  Wiirnie  dadurch  verloren  gehe  und  wie  man 
dieselbe  für  die  Hüttenindustrie  wieder  nutzbar  macheu  kann, 
in  diese  Zeit  fallt  die  Konstruktion  seiner  Zink-Kohlenbatterie 
für  starke  elektrische  Wirkungen,  die  er  dann  zu  seinen  elektro» 
cbemisclien  Versuchen  benutzte  und  die  lange  für  die  Grewin- 
nung  elektrischen  Lichtes  und  für  die  Galvanoplastik  Anwen- 
dung &nd. 

Von  Marburg  aus  unternahm  er  (1846)  eine  merkwürdige 

und  für  die  Wissenschaft  fruchtbare  Reise  nach  der  Insel  Island, 
indem  er  sich  an  der  von  dem  Geologen  Sartorius  von  Walters- 
hnusen  veranstalteten  Expedition  mit  dem  Mineralogen  Berg- 
mann betheiligte;  er  sollte  dabei  die  chemische  Thätigkeit  der 
dortigen  Vulkane,  insbesondere  deren  gasförmige  Emanationen, 
untersuchen.  Br  kehrte  nach  6  Monaten  nach  grossen  Ent- 
behrungen und  Anstrengungen  mit  einem  reichen  Material  für 
wissenschaftliche  Arbeit,  namentlich  an  in  Glasröhren  einge- 
sehloesenen  Gnsproben,  zurQck,  dessen  Abarbeitung  ihn  bis  zum 
Jalire  1854  in  Anspruch  nahm.  Die  Uesultate  der  Reise,  welche 
er  in  einem  gedruckten  Schreiben  an  üerzelius  vorläufig  zu- 
sammen fasstc,  waren  für  die  Geologie  höchst  bedeutsame:  aus 
der  Beschaüenheit  der  vulkanischen  Gase  ergaben  sich  wichtige 
Aufschlüsse,  ilii'  chemischen  Analysen  der  EruptivgeBteine 
zeitigten  eine  Theorie  der  plutonischen  Erscheinungen,  er  be- 
sehreibt die  eigenthUmlichen  Veränderungen  der  Gesteine  durch 
den  Einfluss  der  Hitze  und  des  Wassers,  und  erklart  die  Geysir- 
Phanomene  d.  i.  das  periodische  Auftreten  von  heissen  Wasser- 
massen aus  der  Erde. 

In  Marburg  und  Breslau  machte  er  sein»'  elrktroclnMiiischen 
Untersuchungen  Uber  die  Abscheiduug  der  Metalle  durch  den 
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eli^ktrisch«')!  Strom,  zu  denen  seine  kräftijifo  Zink-Koltlenhatterie 
\  i  raiilassung  gegeben  hat:  aus  den  T^ösungen  der  Cliloride 
stellte  (1  reines  Chrom  uuU  Mangan,  aus  den  geschmolzenen 
Chloriden  Mii^nesiuin,  Alummium,  Niitrluni,  Bariuni,  Calcium 
und  Lithium  dar.  Auch  gab  er  eine  Erklärung  der  VorgSnge 
bei  der  Elektrolyse.  Die  wissenschaftliche  Chemie  und  die 
Technik  haben  dadurch  gleichennaassen  gewonnen.  Indem  er 
das  metallische  Magnesium  zu  Draht  presste  und  diesen  ver- 
bniniite.  erhielt  er  das  glänzende  Magncsimnliclit,  dessen 
cheniisili  wiikcndu  Stnililen  er  ziii-  Photorhoniic  amvandte.  Die 
rein  dargüstelltüU  Metalle  dienten  dazu  ihre  specitische  Wärme 
mittelst  seines  sinnreichen  Eis-Calorinieters  zu  bestimmen  und 
auch  die  noch  unbekannten  Atomgewichte  derselben  festzustellen. 

In  die  erste  Heidelberger  Zeit  (1852—1862)  fallen  die  mit 
Roscoe  gemeinschaftlich  ausgeführten  äusserst  rntthevollt^n  photo- 
chemischen üntersuchun^n.  Sie  bedienten  sich  zur  quantita- 
tiven Bestimmung  der  chemischen  W  irkungen  des  Sonnenlichtes 
eines  Gemisclics  von  gleichen  Hanmtheilen  Wasserstoll  und 
Chlor,  das  bei  Kinwirkuog  des  iiichtcs  in  Salzsäure  übergeht. 
Durch  viele,  mit  den  sinnreichsten  Aj)paraten  angestellten  Be- 
obachtungen haben  sie  die  chemischen  W^irkungen  des  in  der 
Atmosphäre  zerstreuten  Lichtes  und  des  direkten  Sonnenlichtes 
ermittelt.  Auch  haben  sie  dabei  die  ungeheure  chemische  Kraft 
berechnet,  welche  die  Sonne  durch  ihr  Licht  in  den  Welt- 
raum sendet. 

Um  dieselbe  Zeit  machte  er  cini'  maassanalytischc  Methode 
von  allgemeiner  Verwendbarkeit,  die  Jodometrie.  bekannt, 
welche  die  höheren  Oxydationsstufen  der  Elemente  mit  Sicher- 
heit erkennen  lässt. 

Jahre  lang  hat  er  sich  mit  der  Analyse  von  Gasgemischen 
abgegeben,  schon  bei  der  Untersuchung  der  Hochofengase  und 
der  Qeysirgase;  im  Jahre  1857  erschien  sein  abschliessendes 
klassisches  Buch  .gasometrische  Methoden*,  durch  das  er  die 
(iasanalvse,  unter  Erlindunjy  zahlreicher  Hiltsniittel,  zu  der 
gleichen  \\dlk'Mnnie!i]ifif-  wie  die  Gewitlit<-  und  Maassaualvse 
erhob.    Es  tiudet  sich  iu  dem  BUchlein  ausserdem  eine  Fülle 
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werthvollster  Augabeu :  dieBestiuinuing  des  spocitisclien  Gewichts 
der  G.%sc,  ilner  Difi'usioiis-  und  Absorptions-Krsiheinungon, 
sowie  ihrer  VerbreDnungserscfaeinuDgen.  Er  erwähnt  darin  auch 
der  Hilfe,  welche  ihm  der  leider  zu  früh  Terstorbene,  zu  den 
grossten  Hoffnungen  berechtigende  Dr.  August  Pauli  aus 
München  bei  den  Absorptions- Versuchen  der  Gase  geleistet  hat. 
Die  Methoden  von  liunsen  wurden  /nerst  von  seinem  Scbiilrr 
Lütlmr  Meyer  zur  genauen  UnterHUchun;^:  lUutgase  aiige- 
w<  iiiU  t,  s<jwie  aucli  vielfach  zur  Ermitthuig  der  Zusammen- 
setzung der  ausgeathmeteu  Luft,  wodurch  in  diese  Vorgänge 
ein  helles  Licht  geworfen  worden  ist. 

Zu  allen  diesen  Verdiensten  gesellte  sich  nun  seine  be- 
kannteste und  glänzendste  Schöpfung,  die  mit  Kirchhoff  ge- 
fundene Spektralanalyse.  Im  Jahre  1B61  erschien  ihr  epoche- 
machendes Werk:  „chemische  Analyse  durch  Spektralheohach- 
tungen^.  Ks  ist  wohl  kaum  eine  Entdeckung  von  gleicher 
Tragweite  für  ilii'  ganze  Wissenschaft  gemacht  worden  als  diese 
und  zwar  nicht  durch  eine  zufällige  Beobachtung,  sondern  durch 
systematische,  die  P^rscheinungen  erklärende  Untersuchungen. 
Zuerst  wurden  mit  Hilfe  der  nicht  leuchtenden  Flamme  des 
Bunsen-Brenners  in  dem  in  der  optisch-astronomischen  Werk- 
stätte von  0.  A.  Steinheil  in  München  entstandenen  ersten 
Spektroficop  die  merkwürdigen  farbenprächtigen  Spektren  der 
einzelnen,  von  Bunsen  rein  dargestellten  Metalle  festgestellt, 
(ilüliende  feste  Körper  gehen  ein  continuirliches  FarheuftiKktriim 
ohne  dunkle  Linien,  glühende  Gaso  somlen  Licht  von  bestinunter 
Farbe  aus  und  geben  daher  unterbrochene,  aus  einzelnen  farbigen 
Linien  bestehende  Spektren.  Dabei  fiel  es  auf,  dass  die  gelbe 
Natronlinie  mit  der  Fraunhofer^schen  dunkeln  i)-Linie  des 
Sonnenspektrums  zusammenfiel.  Es  zeigte  sich  ferner,  dass 
wenn  man  Drummond^sches  KalkUcht  mit  einem  continuirlichen 
Spektrum  ohne  dunkle  Linien  durch  glühenden  Natriumdampf 
jjrehen  lässt  und  <iaiin  durch  ein  Prisma  zerstreut,  an  Stelle  der 
gelben  Katriumlinie  eine  schwarze  Linie  auf  Ik'IUhi  lVir))ig<'n 
Örund  auftritt.  Diese  auffallende  Erseht  in uiig  fand  durch 
Kirchhoft's  eindringenden  Verstand  ihre  Deutung:  ein  gas- 
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förmiger  Körper  absorbirt  diejenigen  Strahlen»  welche  er  im 
leuchtenden  Zustande  aussendet.  Da  das  Sonnenspektrum  die 
Fraunhofer*schen  dunkeln  Linien  giebt,  so  mussten  die  beiden 

Forscher  folgern,  da.ss  vor  dem  testen  leucliteuden  Kern  der 
Sonne  eine  Gasatmosphäre  sich  befindet,  welche  crlüiu n  k« 
Natriumdäni[)fe  enthält;  auch  die  übrit^en  Frauuhoier  jm  Iku 
Linien  stimmen  mit  den  hellen  Linien  irdischer  Stofi'e  überein. 
Dadurch  waren  die  bis  dahin  unverstandenen  Fraunhofer'schen 
dunkeln  Linien  erklärt.  Indem  sie  die  Spektra  der  Himmels- 
körper untersuchten,  fanden  sie,  aus  welchen  Urstoffen  ihre 
GashfiUe  oder  Photosph&re  besteht;  es  sind  auf  unserer  Erde 
Yorkommenden  Stoffe,  denn  das  in  der  Sonne  gefundene  neue 
Element  Helium  that  später  Ramsay  in  einigen  seltenen  nor- 
wegischen Mineralien  dar.  So  entstand  eine  nene  Wissenschaft, 
die  Astrophysik;  die  Planeten  geljcn  reflektirtes  Sonnenliclit  und 
liefern  daher  das  Sonnenspektrum,  die  Fixsterne  haben  drei 
verschiedene  Spektren,  eines  mit  dem  der  Sonne  übereinstim- 
mend. Die  Protuberanzen  der  Sonne  wurden  als  glühende 
Wasserstoffdämpfe  erkannt;  die  Nebelflecken  als  glühendes 
Stickstoff-  und  Wasserstoffgas. 

Mit  Hilfe  der  Spektralanalyse  lehrte  er  die  geringsten 
Mengen  der  in  den  Flammen  verflüchtigten  Elemente  und  ihrer 
Verbindungen  zn  erkennen.  Zuerst  führte  sie  zur  i'^ntiii  Lkuni^ 
zweier  neuer  Elemente,  des  Kultidiuuis  und  räsinms,  aus  der 
Dürkheirner  Salzsoole  und  aus  kalihaltigen  Urgesteinen;  er 
zeigte  dann  dadurcli  das  weit  verbreitete  Vorkommen  des 
Lithiums  und  die  Spektren  seltener  Erden,  z.  B.  der  Erbin- 
und  Yttererde,  des  Khodiums,  der  Oergruppe,  woran  sich  eine 
Untersuchung  des  Didyms,  eines  Gemisches  der  Elemente  der 
seltenen  Erdmetalle,  deren  Oxyde  mit  Thorerde  als  Haupt- 
bestandtheil  das  Material  zur  Herstellung  der  Auer^sehen  Glüh- 
strümpfe liefern.  Wer  weiss  nicht,  welchen  Öewinn  die  Unter- 
suchung der  Absorptionsfttreifen  gefärbter  vStoffe,  z.  B.  des  Blutes, 
für  die  Chemie  und  die  Ph\ siolo<fi*'  jL^eln-iiclit  liat? 

Aus  seinen  Versuchen  zur  leichten  Erkennung  der  Metalle 
bei  höheren  Temperaturen  entstanden  die  an  Feinheit  und  Sorg* 
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fiÜtigkeit  der  Beobachtung  einzig  dastehenden  ^Flamnien- 
lieaktionen ' ,  mit  denen  er  die  analytische  ('honiie  beschenkte. 

Es  müssen  noch  erwähnt  werden  seine  Anleitung  zur 
Analyse  der  Aschen  und  Mineralwässer,  die  Methode  zur  Ana- 
lyse der  Silikate,  die  Trennung  von  Antimon  und  Aimn,  seine 
Bestimmung  des  HamstoflEa,  seine  Untersuchung  ttber  die  Natur 
der  Oase. 

Die  drei  letzten  Untersuchungen  des  75  jährigen  Forschers 
handelten  von  der  Verdichtung  der  Kohlensäure  an  blanken 
Glasflächen,  von  der  ka])illaren  Gasal)sorj»tion  und  von  einem 
Damj)fcalorimeter  zur  Bestimmung  der  speciüschen  Wärme  des 
Platins,  des  Ulascs  und  Wassers. 

ßunsen  hat  ausserdem  eine  grosse  Anzahl  brauchbarer 
sinnreicher  Apparate  erfunden,  ohne  die  man  sich  heut'  zu  Tage 
kein  Laboratorium  denken  kann:  den  Gasbrenner,  die  Wasser- 
luftpumpe zum  Auswaschen  der  Niederschlage,  das  Photometer. 
Er  war  ein  praktisches  Genie  von  ausserordentlicher  manueller 
Geschicklichkeit;  zu  der  Zeit,  wo  der  Chemiker  die  Apparate 
selbst  herstellen  musste,  hatte  er  sich  alle  Kiiü.stgi  iflV'  daz.u  zu 
ei^en  gemacht,  er  war  ein  Meister  im  Glasblasen,  ein  Ex- 
perimentator sonder  gleielieu,  der  stets  die  einfachsten  Mittel 
und  kürzesten  Wege  zur  Erreichung  des  Zwecks  fand.  Alle 
seine  zahllosen  Apparate  und  feinen  Messinstrumente  stammten 
von  seiner  Hand. 

Nicht  minder  gross  wie  als  Foracher  war  Bunsen  als 
Lehrer.  Nie  hat  wohl  ein  Lehrer  sich  seinen  Schttlem  so  hin- 
gegeben wie  er.  Unzählige  Schüler,  die  meisten  der  jetzigen 
Physiker  und  Chemiker,  haben  seine  Vorlesungen  gehört  und 
in  seinem  Laboratorium  gearbeitet:  sie  sind  alle  vuU  von  Dank- 
barkeit für  das,  was  er  ihnen  für  ihre  wissenschaftliche  Aus- 
bildung gewesen  i.st,  und  für  die  geistige  Anregung,  die  sie  von 
ihm  empfangen  haben.  Sein  Vortrag  war  einfach  und  ohne 
rhetorischen  Schmuck,  aber  von  vollendeter  Klarheit,  begleitet 
von  den  instruktivsten  Experimenten.  In  der  ersten  Zeit  hat 
er  die  Schüler  noch  an  seinen  Arbeiten  Theü  nehmen  lassen 
und  an  ihren  wissenschaftlichen  Beschäftigungen  Interesse  ge- 
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nommen,  späterhin  gab  er  sich  immer  mehr  dem  ünterrieht 

talentvölkr  Antiin^^er  in  der  uiiorgsmiscben  Chemie  hin  und 
leitete  sie  in  der  qualitativen  und  quaiititativen  Analyse  uik  r- 
müdlich  aus  der  Fülle  seiner  Erfahrungen  an,  ihnen  alle  du« 
Kunstgriffe,  die  man  nicht  aus  Büchern  lernen  kann,  zeigend; 
er  lehrte  sie  die  kleinsten  Binge  beachton  und  scharf  zu  be- 
obachten. Der  Entwicklung  der  organischen  Chemie  sowie  dem 
Lehren  derselben  stand  er  seit  seiner  Heidelberger  Zeit  ab- 
lehnend gegenüber;  die  physikalische  und  analytische  Chemie 
nahmen  sein  ganzes  Sein  und  Denken  in  Anspruch. 

So  liegt  das  Leben  eines  der  grössten  Denker  und  Ex- 
perimentatoren aller  Zeiten  abgesclilosscii  vor  uns,  reich  an 
Ergebnissen  liir  die  Wissenschaft  und  für  das  Wohl  der  Mensch- 
heit. Was  ihn  vor  Allem  auszeichnete,  das  war  seine  nie  er- 
müdende Lust  zum  Forschen  und  zum  Lehren,  seine  scharfe 
Beobachtungsgabe,  welche  ihn  das  Kleinste  beachten  und  an- 
scheinend fern  liegende  Dinge  mit  seinen  Gedanken  yerknüpfen 
Uess,  seine  ausserordentliche  Geschicklichkeit  in  der  Ueber- 
windung  experimenteller  Schwierigkeiten  und  sein  enormes 
Wissen  und  seine  Erfahrung  auf  allen  Gebieten  der  Xatur- 
wissenschatt.  Indem  er  mit  aller  geistigen  Anstrejjgung  durch 
seine  wunderbaren  Versuche  möglichst  einwurfsfreie  Kesultat« 
KU  erhalten  suchte,  war  er  ein  Muster  eines  echten  Natur- 
forschei^s,  der  rastlos  nach  Erkenntniss  strebte  und  die  Wahr- 
heit nur  um  der  Wahrheit  willen  suchte.  Ein  charakteristi- 
scher Zug  von  ihm  ist,  dass  als  im  Jahre  1870  seine  sämmt- 
lichen  Notizen  (Iber  Spektralbeobacbtungen,  die  Arbeit  von 
JahiLTi.  v.  il)r;iiint<'ii.  er  nach  w«  nig<;n  Tagen  die  gleichen  Be- 
obaclit  11111^(11  rüstig  wieder  aufnaliF]!. 

Sein  bcliüler  ^ir  Henry  Hoscoe  hat  ihm  aber  wohl  das 
schönste  Denkmal  gesetzt  durch  die  W^orte:  er  war  gross  als 
Forscher,  grosser  als  Lehrer,  aber  am  grössten  als  Mensch  und 
Freund.  Dass  ein  so  grosser  Forscher  auch  als  Mensch  gross 
und  geliebt  sein  kann,  dass  auch  die  höchsten  Gaben  des  Geistes 
mit  einer  edlen  reinen  Menschlichkeit  verbunden  sein  können, 
das  ist  es,  was  das  Leben  des  unvergleiclilichen  Mannes  zu 
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einem  so  vollendeten  und  harmonischen  macht.  Trotz  der 
Hübe  iseiiur  Stollun^^  und  aller  iluu  erwiesenen  Ehren  blieb  er. 
bei  aller  Yornchmhtit  seines  Wesens,  bescheiden  und  schlicht. 
Jede  Eitiilkeit,  alles  Scheinwesen  und  das  Haschen  nach  Popu*- 
larität  war  ihm  im  Innersten  zuwider.  Völlig  gleichgültig 
gegen  äussere  Anerkennung  floh  er  öffentliche  Ehrenbezei- 
gungen, ja  er  konnte  sich  trotz  der  Bitten  seiner  Freunde  nicht 
entschliessen  einem  Maler  oder  Bildhauer  zu  sitzen.  Liebens- 
würdig und  mild  im  Urtheil  war  ihm  zugleich  ein  köstlicher 
llunior  und  eine  gewisse  Schalkhaftigkeit  eigen;  er  wollte  ein 
einfacher  Mensch  und  kein  üebermensch  sein;  Niemand  konnte 
sich  dem  Zauber  seiner  Person  entziehen. 

Er  hatte  eine  grosse  Liebe  zur  Natur;  in  ihr  erholte  er 
sich  von  der  Arbeit,  in  jüngeren  Jahren  auf  Eeisen  durch 
gi-osse  Fusswanderungen,  dann  durch  Spaziergänge  und  Wagen- 
fahrten in  die  geliebten  Berge  und  Wälder  um  Heidelberg. 
Sein  grosser  Geist  hat  es  verstanden  zu  finden,  wie  man  leben 
niuss,  um  seine  Pflicht  auf  der  Erde  in  wahrer  Lebeüölreude 
zu  erfüllen. 

Chorlea  FriedeLO 

Am  20.  Aj»ril  1899  ist  das  correspondirende  Mitglied 
unserer  Akademie,  der  verdierite  iranzösische  Mineralog  und 
Chemiker  Charles  Friedel  in  Paris  im  Alter  von  67  Jahren 
gestorben.  £r  war  Professor  an  der  Sorbonne  und  Mitglied 
der  französischen  Akademie  (1878).  Seine  zahlreichen  Arbeiten 
auf  den  Gebieten  der  Mineralogie,  der  anorganischen  Chemie, 
besonders  aber  der  organischen  Ciieniie  haben  zur  Fürdcrung 
dieser  Wissenschaften  beigetragen.  Er  iiai  ferner  in  seinem 
Tiaboratoriuni,  welches  längere  Zeit  das  besuchteste  in  Paris 
war  und  in  dem  der  chemische  Unterricht  nach  den  von  Liebig 
in  Deutschland  eingeführten  Grundsätzen  gegeben  wurde,  viele 
Schüler,  auch  deutsche,  ausgebildet  und  dadurch  zur  Verbrei- 
tung chemischer  Kenntnisse  in  Frankreich  gewirkt. 

M  Nekrolog  von  A.  Ladenbiirg,  in  den  Berichten  der  Deutschen 
chemischen  Gesellschaft,  1899,  Jahrgang  82.  S.  8721. 
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Er  wurde  am  IJ.  März  1882  in  Stras.sburg  geboren,  wo  * 
.sein  Vater  ein  1  Jan k «Geschäft  leitete;  die  Mutter  war  eine  Tochter 
des  bekannten  Mineralogen  G.  L.  Duvernoy,  Professor  am 
College  de  France,  woher  wohl  seine  Neigung  zu  der  Minera- 
logie stammt.  Nach  AbsolTirung  des  protestantischen  Gym- 
nasiums seiner  Vaterstadt  trat  er  an  die  UniTersit&t  daselbst 
über,  an  welcher  er  naturwissenschaftliche  Vorlesungen  bei  dem 
Chemiker  Pasteur,  bei  dem  Mineralogen  Daubr^  u.  A.  hörte; 
Er  war  eigentlich  für  das  Geschäft  seines  Vaters  bestinimt, 
aber  seine  Vorliebe  ftlr  die  Naturwissenschaft  war  so  luücbtig, 
dass  er  sich  ganz  derselben  zuwenden  durfte. 

Als  20  jähriger  gieng  er  nach  Paris  zu  seinem  Grossvater 
Duvernoy;  er  bildete  sich  namentlich  an  der  Sorbonne  weiter 
aus  und  erwarb  sich  bald  den  Grad  eines  Lizentiaten  der 
mathematischen  und  dann  der  physikalischen  Wissenschaften. 

Anfangs  war  sein  Interesse  besonders  der  Mineralogie  zu- 
gewandt; seine  Kenntnisse  in  dieser  Wissenschaft  verschafften 
ihm  auch  da^»  Conservatorium  der  Mineraliensaniinlung  der 
Ecole  des  Mines  (185r> — 1870),  au  welcher  ihm  später  ein 
kleines  L;il)orntorium  eingerichtet  wurde. 

Daneben  üeng  er  an.  sich  tiefer  in  die  Chemie  einzu- 
arbeiten und  zwar  bei  dem  auch  aus  dem  Ebass  stammenden« 
hervorragenden  Professor  der  medizinischen  Chemie  an  der 
Ecole  de  M^icine,  später  (1874)  der  organischen  Chemie  an 
der  Sorbonne,  Adolphe  Wurtz;  durch  die  geraeinsame  wissen- 
schaftliche Thütigkeit  wurden  die  beiden  Landsleute  innige 
Freunde  und  Friedel  war  lange  Zeit  eine  wesentliche  Stütze 
für  Wurtz  iin  Luburatorium.  N;uli  dem  Rücktritt  des  Minera- 
logen Des  Cioizeaux  erhielt  Friethd  die  Vorlesungen  an  der 
Ecole  normale,  dann  (187())  die  Professur  der  Mineralogie  an 
der  Sorbonne,  an  deren  Laboratorium  er  eine  grosse  Anzahl 
von  Schillern  der  Wissenschaft  zuführte,  und  nach  dem  Tode 
von  Wurtz  (1884)  als  dessen  Nachfolger  die  Professur  fOr 
organische  Chemie  an  der  Sorbonne.  Er  war  bei  seinen 
Schülern  äusserst  beliel)t  und  ihr  .stets  bereiter  Berather  und 
uneigennütziger  iieher. 


üigiiizea  by  GoOglc 


C*.  Voit:  Nekrolog  auf  Chasiea  Friedd, 


871 


Die  wissenschaftliche  Thiitigkeit  Frieders  begann  mit 
mineralogischen  und  krystaliograpliischeu  Untersucliungen ;  seit 
dem  Jahre  1856  hat  er  fast  ununterbrochen  bis  an  sein  Lebens- 
ende eine  Reihe  werth  voller  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  ver- 
öffentlicht. Es  wfirde  zu  weit  führen  dieselben  alle  hier  auf- 
zuzahlen. Er  hat  eine  Anzahl  neuer  Mineralien  entdeckt;  so 
z.  B.  den  Wurtzit,  ein  hezagonales  Schwefelzink,  dann  den 
Adamit,  ein  Zinkarseniat.  Von  vielen  Mineralien  hat  er  die 
chemische  Zusammensetzung  erniitteU,  die  des  Tellurgoldsi Ibers, 
des  Adiunins,  des  Ne.s((uelioiiits,  des  Delafossits  aus  Jekaterin- 
burg  im  Ural,  den  er  als  ein  Kupferoxydsalz  des  Eisenhydr- 
oxyds erkannte.  Es  wurden  femer  viele  kiystallographische 
Bestimmungen  von  ihm  ausgeführt;  auch  die  pyroeiektrischen 
Eigenschaften  der  Mineralien  ermittelt  Die  grössten  Verdienste 
erwarb  er  sich  aber  mit  den  Synthesen  zusammengesetzter 
Mineralien;  so  hat  er  den  Atacamit,  Rutil,  das  Kupfer-  und 
Zinkarseniat,  den  HopeYt,  Mellit,  Quarz,  Tridymit,  Feldspath, 
Leadbillit,  CalciumcarboiutU  Wollastonit,  Topas,  Leucit,  Per- 
cylitb  etc.  künstlich  hergestellt. 

Seine  ersten  grösseren  rein  chemischen  üntersuchungen 
betreffen  die  den  Aldehyden  verwandten  Ketone  (1857 — 1866)| 
die  man  durch  Oxydation  von  Alkoholen  oder  durch  trockene 
Destillation  von  zwei  einbasischen  Fettsäuren  erhält.  Es  ge- 
lang ihm  die  vorher  nur  ungenügend  bekannte  Constitution 
dieser  Stoffe  sowie  des  Acetons  aufzuklären.  Er  entdeckte 
ferner  dabei  den  Aceton- Alkohol,  studirte  die  complizirten 
Produkte,  welche  sich  neben  diesem  Körjier  bei  der  Deduktion 
des  Acetons  bilden  und  fand  dik>  Methylchloracetui  auf,  welches 
er  in  ein  gechlortes  Propylen  verwandelte. 

Es  folgten  (von  186Ü-1870)  die  wichtigen  Arbeiten  über 
die  organischen  Siiicium-  und  Titan- Vi- rbindungen,  die  er  zum 
Theil  mit  Grafts  und  Ladenburg  in  eingehender  Weise  und  mit 
glänzendem  Erfolge  untersuchte,  so  dass  dieses  von  ihm  allein 
bebaute  Feld  heute  eines  der  interessantesten  Kapitel  der 
Chemie  ausmacht.  Bei  Beginn  seiner  Untersuchungen  war  das 
Atomgewicht  des  Siliciums  noch  nicht  sicher  bekannt;  er  war 

1900.  SiUimgsb  d.  iualb.-i>iiyB.  Gl.  24 
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im  Stande  das  von  Dumas  und  Marignac  angenommene  Atom« 
gewicht  (Si  —  28)  festzustellen.  Es  ergab  sich  aber  TOr  Allem 
eine  völlige  Analogie  in  dem  chemischen  Verhalten  des  Silici- 
ums  und  des  Kohlenstoffs,  indem  von  ersterem  organische  Verbin- 
dungen gewonnen  werden,  in  welchen  ein  Theil  des  Kohlen- 
stoffe durch  Siliciuni  ersetzt  ist;  er  entdeckte  die  Aethylreihe 
des  Siliciums  und  that  dass  das  Siliciuin,  ebeiiijo  wie  der 
Kolili'Tistoli",  sich  mit  sich  selbst  verbindet  und  dass  es  vier- 
wertliig  ist. 

Von  Bedeutung  war  aucli  der  synthetische  Aufbau  des 
einen  Componenten  der  Fette,  des  Oelsüsses  oder  Qljzerins, 
aus  den  Elementen  mit  Silva  (1871— >73). 

Von  der  grössten  Tragweite  und  weitester  Anwendung»- 
föhigkeit  war  die  mit  Grafts  gemachte  Auffindung  (1877^1890) 
einer  Reaktion^  welche  die  Einführung  der  verschiedenen  Radi- 
kale in  diis  lk'n/(»l  und  seine  Homologen  •i;e.stattet  bei  lie- 
huiidlung  derselben  mit  den  Halogenverbindungen  jt  ru'r  K'adikalr 
bei  (Icf^enwart  von  Aluniiniumchiorid ;  auch  eiinügiicht  sie  die 
aromatischen  Kohlenwasserstoffe  bei  Gegenwart  von  Aluniinium- 
chiorid mit  Sauerstoff,  Kohlensäure  und  anderen  Säureanhydriten 
direkt  zu  verbinden.  Er  und  viele  andere  Chemiker  haben  mit 
Hilfe  dieser  neuen  allgemeinen  Methode  der  Synthese  in  der 
aromatischen  Reihe  eine  sehr  grosse  Anzahl  vorher  schwer  zu- 
gänglicher Körper  mit  Leichtigkeit  dargestellt  und  Fragen  von 
grosser  allgemeiner  Bedeutung  gelöst,  so  dass  ihr  ganz  wesent- 
lich die  rapide  Entwicklung  der  organischen  Chemie  in  den 
letzten  Zeiten  zu  verdanken  ist. 

Ausser  den  genannten  grösseren  Arbeiten  rühren  von  Friedel 
zahlreiche  kleinere  Untersuchungen  her,  welche  zum  Theil  mit 
seinen  Schillern  ausgeführt  worden  sind  und  wichtige  Beiträge 
zur  Chemie  geliefert  haben. 

Friedel  hat  sich  auch  an  nützlichen  literarischen  Unterneh- 
mungen betheiliget:  er  war  lange  Zeit  Redakteur  des  Bulleüa 
de  la  societ^  chimique,  lieferte  zahlreiche  BeitrSge  zu  dem  von 
Wurtz  herausgegebenen  Dictionnaire  de  Chiniie,  gab  eine 
ßanuniung  von  Vortrügen  in  der  llcvue:  ,les  Actuiilite«  chimiques* 
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heraus  und  gründete  die  Revue  g^n^rale  de  Chimie  pure  et 
appliquee. 

Viele  Ehrenstellen  wurden  dem  verdienten  Manne  über- 
tragen; er  war  Präsident  der  internationalen  Nomenklatur- 
Commission  und  auch  Vorsitzender  des  chemischen  Görnitz  zur 
Vorbereitung  fUr  die  Pariser  Weltausstellung  vom  Jahre  1900. 
Er  war  ein  (^übender  Patriot  und  konnte  die  Niederlage  yon 
1870  nicht  versckmerzen  und  er  suchte  Alles  zu  thun,  um  das 
geliebte  Vaterland  wieder  au&urichten.  In  diesem  Bestreben 
rief  er  die  Ecole  alsacienne  ins  Leben,  eine  Schule  für  den 
Sekundiir-Üntcrriclit,  durch  welche  die  Jugend  eine  bessere 
muralische  und  kör})erlic}H^  Ki  zieliung'  erhalten  sollte;  er  ftihrte 
ferner  einen  praktischen  *  urs  der  angewandten  Chemie  an  der 
Sorbonne  ein,  um  der  IV'chnik  in  Frankreich  wissenschuttlich 
und  praktisch  durchgebildete  Leute  zuzuführen,  damit  sie  die 
Conkurrenz  des  Auslandes  besser  überwinden  können. 

Priedel  war  reich  an  Gedanken  und  Kenntnissen  und  von 
scharfer  Beobachtungsgabe,  aber  auch  ein  lauterer  Charakter, 
gütig  und  von  tief  religiösem  Sinne. 

Sir  Edward  JFraiiklaBd.0 

Der  berühmte  englische  Chemiker  Sir  Edward  Frankland 
ist  am  9,  August  zu  (iolaa  in  Oudhraiulsdahl  in  iSorwegen.  wo 
er  gerne  Erholung  suchte,  nach  kurzer  Krankheit  iiu  74.  Lebens- 
jahre gestorben. 

Derselbe  nimmt  in  der  Geschichte  der  Chemie  einen  hor- 
Torragenden  Platz  ein,  denn  er  gehört  zu  den  ausgezeichneten 
Gelehrten  jener  klassischen  Zeit  in  der  Mitte  des  Jahrhunderts, 
in  der  die  Grundlagen  fttr  die  heutigen  so  fruchtbaren  An- 
schauungen Aber  die  Constitution  der  Kohlenstoffrerbindungen 
gelegt  wurden;  er  hat  durch  seine  Untersuchungen  viel  zu  der 
Entwicklung  der  Lehre  von  der  Werthigkeit  der  Elemente  bei- 

1)  Mit  Benützung  des  Nekrologs  in  Leopoldina  1899  Nr.  11  und  dea 
Nekrologs  von  Liebermann  in  den  Berichten  der  deutschen  chemischen 
Geaellecbaft  1889  Nr.  14. 
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gctrageu  und  ist  dadurch  einer  der  Mitbegründer  des  jetzigen 
chemischen  Systems  geworden.  £r  hat  dies,  wie  Liebig  in 
seinem  Wahl  vorschlage  für  unsere  Akademie  sagte,  erreicht 
dureh  seine  scharfsinnige  Comhinationsgabe  und  sein  seltnes 
Talent  fQr  die  Ausführung  schwieriger  Operationen,  die  ihm 
die  Durchführung  von  Vntersuchungtn  ermöglichte ,  deren 
Schwieriglveiten  für  viele  Andere  unüherwindbar  gewesen  waren. 

Frankland  wurde  am  l-^.  Januar  1825  zu  ^'hurchtown  bei 
Liincaster  geboren;  nach  Al>solvirimi^  dur  Lateinschule  daselbst 
widmete  er  sich  alsbald  dem  Studium  der  Chemie  am  Museum 
of  Practical  Geology,  welches  damals  unter  d»  r  T^eitung  des 
Chemikers  Lyon  Play  fair  stand,  zu.  Im  Jahre  1847  wandte  er 
sich  zu  seiner  Ausbildung  in  der  Chemie  nach  Giessen  in  Liebig*s 
Laboratorium,  wo  er  in  die  grosse  Schaar  talentvoller  junger 
Chemiker  aus  allen  Landern  eintrat.  Darauf  gieng  er  nach 
Marburg  zu  Bunsen,  der  wohl  den  grössten  Einfluss  auf  ihn 
ausiihte;  mit  dt  m  etwas  älteren  Assistenten  Dunsens,  Hermann 
K()ll)e,  verband  ihn  bald  eine  innige  Freundschaft;  er  führte 
mit  ihm  seiue  ersten  wissenschaftlichen  Arbeiten  aus.  Nach 
der  Kückkehr  in  sein  Vaterland  wurde  der  erst  26  jährige,  viel 
versprechende  Gelehrte  (1851)  zum  Professor  der  Chemie  am 
Owens-College  in  Manchester  ernannt,  dann  (1857)  zum  Pro- 
fessor der  Chemie  am  St.  Bartholomäus-Hospital  in  London  und 
hierauf  (1863)  an  der  Royal  Institution  of  Great  Britain  in 
London  an  Stelle  des  berühmten  Faraduy.  Als  A.  ^V^  llofniami 
(18(1.')  )  seine  Professur  an  der  Koyal  School  of  Mincs,  einer  Ab- 
theilung des  liojal-College  of  Chemistry,  aufgab,  wurde  er  sein 
Nachfolger  an  dieser  Schule;  zuletzt  bekam  er  (1881)  noch  die 
Professur  an  der  Normal  School  of  Science  im  South  Kensington- 
Museum.  £r  hat  an  diesen  Stellen  eine  äusserst  fruchtbare 
Lehrthätigkeit  entwickelt. 

Die  bedeutendsten  und  zahlreichsten  wissenschaftlichen 
Leistungen  Frankland's  liegen  auf  dem  Gebiete  der  organi- 
schen ("heinie, 

iJunsen  Itatte  (hiinal.s  in  Marburij^  eine  der  geistvoilst.en 
und  fruchtbarstcu  Uutei-suchuugeu  in  der  Chemie  gemacht. 
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Es  war  damals  die  Theorie  von  den  zusammengesetzten  Radi- 
kalen aufgestellt  worden,  indem  man  annakm,  in  den  orga- 
niscli(  n  Verbindungen  spielten  gewisse  Gruppen  von  Elementen 
die  lioJie  der  Atome  in  den  anorganischen  Verbindungen.  Ein 
solches  Radikal  isolirte  Bunsen  in  dem  äusseret  widerlich 
riechenden  Kakodyl«  einer  aus  Arsen  und  2  Molekillen  Methyl 
bestehenden  Gruppe,  welche  «ahlreiche  Verbindungen,  wie  die 
Atome  der  anorganischen  Verbindungen,  bilden. 

Bunsen's  Kakodyl- Arbeit  war  von  befruchtendem  Einfluss 
auf  Kolbe's  theoretische  Anschauungen  und  auf  die  gemeinsame 
Untersuchung  von  Kolbe  und  Frankland  über  die  Cyanüre  und 
auch  auf  des  Letzteren  Entdeckung  der  metallorganischen  Ver- 
bindungen. 

Bei  der  ersteren  liessen  sie  Kalium  auf  Cyanäthjl  ein- 
wirken und  glaubten  dabei  die  entsprechenden  organischen 

Radikale  isolirt  zu  haben.  Wenn  dies  auch  nicht  der  Fall 
war,  so  hat  die  üntersucliung  doch  (  inen  tieferen  Einblick  in 
den  Aufbau  der  Säuren  und  Kitrile  <r(.) »nicht. 

Daraus  erwuchs  die  wichtige  Hntib  i  kuiig  der  beiden  For- 
scher von  der  Spaltung  der  Nitrile  —  der  Verbindungen  der 
Alkoholradikale  mit  der  Oyangruppe  —  in  Ammoniak  und 
Fettsäuren.  Diese  Reaktion  wurde  .fttr  die  Synthese  organi- 
scher Verbindungen  von  grosser  Bedeutung,  indem  sie  zum 
ersten  Mal  den  systematischen  Aufbau  von  einem  Alkohol  zu 
drr  nächst  Ivulilt  iistoilVriclicrcn  Säure  ermöglichte,  insbesondere 
war  es  ilire  Elektrolyse  der  \']<>'\'^>-\\[[vv  mit  der  Biin->«'ii- Batterie, 
am  der  sich  neue  Anschauungen  über  die  Zusammensetzung  der 
Kohlenstoff- Verbindungen  entwickelten. 

Im  Verfolg  der  Untersuchungen  Uber  die  organischen  Radi- 
kale entdeckte  nun  Frankland  das  Zink-äthyl  und  Zink-methyl 
und  dann  eine  ganze  Keihe  von  neuen  höchst  merkwürdigen  metall- 
organischen Verbindungen.  Es  war  dies  seine  bedeutendste 
Entdeckung,  welche  den  grössten  Einfluss  auf  die  Entwicklung 
der  organischen  Chemie  gehabt  hat;  man  ziililt  ilin  dabcr  mit 
Ht  cht  zu  einem  der  Vorläufer  der  später  von  Kekule  begrün- 
deten Theorie  von  der  Werthigkeit  der  Elemeutar-Atome. 
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Die  Kennfatiss  der  metallorgaiiisclieii  Yerbindiingen  fttlirte 

ihn  zu  wichtigen  synthetischen  Herstellungen  zahlreicher  Kohlen- 
ütüliVeibindungen.  Mit  B.  F.  Dappa  gelang  ihm  der  Aufbau 
der  LciH'insäure  aus  Oxalsiiiiree.ster  und  Zinkäthyl,  dann  der 
der  niüuü-  und  dialkylirten  E.ssigsäuren,  der  Mono-  und  Dialkyl- 
acetonkohlensäureest(  r,  der  alkylirten  Glieder  der  Milch«»  und 
Acrylsäurereihe  und  der  homologen  Ketone. 

In  Folge  seiner  engen  Beziehungen  zu  den  deutschen  Fach- 
genossen ist  ein  grosser  Theil  seiner  grundlegenden  chemischen 
Arbeiten  zuerst  in  deutschen  Zeitschriften,  namentlich  in  Liebig  s 
Aunalen,  erschienen. 

Später  hat  er  seine  Erajft  gemeinnützigen  Bestrebungen 
zugewandt,  indem  er  ausgedehnte  TJntetsuchungen  Über  die 
Versorgung  der  Stadt  London  mit  Wasser  anstellte,  und  die 
von  acht  privaten  Gesellschaften  aus  verschiedenen  Orten  der 

Stadt  zugeführten  Trinkwasser  chemisch  analysirte  sowie  auf 
ihreu  Gehalt  an  Bakterien  prüfte  und  die  Verunreini^ainir  des 
dortigen  Flusswassers  feststellte.  Als  einem  der  Her  Majesty's 
Commissioners  war  ihm  die  Ueberwachung  dieser  für  die  Sanität 
der  englischen  Hauptstadt  so  wichtigen  Angelegenheit  über- 
tragen, üeber  oO  Jahre  hat  er  zum  Theil  mit  X.  E.  Ajrm- 
strong  diese  Arbeiten  geführt  und  in  seinen  Jahresberichten 
einen  wahren  Schatz  von  Erfahrungen  hierüber  niedergelegt. 
Man  hat  dadurch  in  England  praktisch  zuerst  den  Werth  der 
Beschaffung  reinen  Wassers  und  der  Kanalisation  für  die  Ge- 
sundheit der  ik'vr)lkerung  erlcannt;  z;ilillose  Einzelheiten  übtr 
die  Analyse  des  Wassers,  seine  Härte,  die  VeruiireinijL^ungen  des- 
selben und  die  Reinigung  wurden  von  ihm  festirestellt.  Noch 
wenige  Monate  vor  seinem  Tode  hat  der  unermüdlich  thätige 
Mann  mit  seinem  Tollegen  Crookes  werthvolle  Untersuchungen 
über  die  Londoner  Wasserversorgung  veröffentlicht. 

Im  Jahre  1877  erschien  eine  Gesammtausgabe  seiner 
Arbeiten  unter  dem  Titel:  «Experimental  Researches  in  pure, 
apjdied  and  physical  chemistiv".  in  der  sich  auch  Abhand- 
lungen aus  anderen  Gebieten  vorlinden:  z.  B.  über  die  Eiszeit, 
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die  Souneawürme,  die  Schattenteruperatur,  die  Quelle  der  Muskel- 
kraft, über  den  Einfluss  des  atmosphärischen  Drucks  auf  die 
Yerbrennungs-Erscheiniingen,  über  das  Leuchten  der  Flamme  etc. 
Diese  Gfesammtausgabe  hat  er  seinem  Lehrer  und  Freund 
Bunsen,  für  den  er  die  gröaste  Verehrung  hegte,  gewidmet. 

Schon  vor  einiger  Zeit  ist  er  von  seiner  Professur  zurück- 
getreten und  lebte  auf  seinem  Gute  The  Yews  in  Surrey.  Der 
TerdienstvoUe  Gelehrte  stand  in  seinem  Vaterlandc  inul  auch 
ausserhalb  desselben  in  holirm  Ansehen;  es  wurden  ihm  viele 
Ehren  von  gelehrten  Gesellschaften  erwiesen;  er  war  eines  der 
wenigen  Ehrenmitglieder  der  Deutschen  chemischen  Gesellschaft, 
unserer  Akademie  gehörte  er  seit  dem  Jahre  1869  an. 

Frans  t.  Hauer.  0 

Die  Reihen  der  unserer  Akademie  angehürigen  Geologen, 
denen  wir  die  Entwicklung  dieser  Wissenschaft  in  dem  zweiten 
Dritttheil  des  yergangenen  Jahrhunderts  Terdanken,  lichteten 
sich  in  den  beiden  letzten  Jahren:  wir  haben  den  Tod  Ton 

Gümbel  und  von  Sandberger  betrauert  und  nun  ist  auch  Franz 
V.  Hauer,  der  friiliere  Direktor  der  geologischen  Reichsanstult 
und  Intendant  den  iiatiirliiNturischen  Museunis.  nm  20.  März 
1899  in  Wien,  77  Jahre  alt,  aus  dem  Leben  geschieden.  Er 
war  der  Nestor  und  der  Führer  der  österreichisfhen  Geologen 
und  Paläontologen,  einer  der  bedeutendsten  Gelehrten  in  seinem 
Fache  durch  die  Bedeutung,  den  Umfang  und  die  Tiefe  seiner 
wissenschaftlichen  Arbeiten,  der  sich  namentlich  um  die  geo- 
logische Durchforschung  seines  Heimathlandes  die  grössten 
Verdienste  erworben  hat.  Im  Gebiete  der  Alpengeoloüfie  war 
er  nach  dem  Urtheiie  Gümbers  unbestreitbar  der  allsei tigste. 


>)  Dr.  M.  Weinberg  in  Wien  in  der  lUuttrirten  Zeitung  vom 
6.  April  1890. 

Dr.  Angnst  BOhn,  Privatdozent  an  der  technischen  Hochschule 
in  Wien  in  den  Abhandlungen  der  geographiBchen  Qesell- 
schuft  in  Wien  I.  1899. 
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gelehrteste  und  erfahrungsreichste,  so  dass  sein  Name  sich 
unmittelbar  an  jene  eines  Studer  und  Escher  von  der  Linth 

anreiht;  er  hat  durch  seine  geologischen  Autnabnieu  die  Grund- 
lage zur  neuen  Alj)engeologie  gelegt  und  eine  Schule  von 
tüchtigen  Feldgeologen  gebildet,  durch  deren  Thätigkeit  allein 
es  möglich  wurde,  dass  Oesterreich  in  erstaunlich  kurzer  Zeit 
sich  zu  einem  der  geologisch  am  besten  durchforschten  Länder 
erhob. 

Franz  t.  Hauer  wurde  am  30.  Januar  1B22  zu  Wien  als 
der  Sohn  des  Geh.  Raths  und  YiceprSsidenten  der  Hofkammer 

im  Münz-  und  Bergwesen,  Josej)h  v.  Hauer,  geboren.  Der 
Vater  hatte  eine  der  grössten  palaontologischen  Sammlungen 
in  Wien  angelegt  und  die  fossilen  Forarainiferen  des  tertiären 
Beckens  von  Wien  entdeckt.  Dadurch  wurde  der  junge  Franz 
y.  Hauer  frühzeitig  zu  dem  Studium  der  Geologie  und  Paläonto- 
logie angeregt. 

Nach  Vollendung  seiner  Studien  am  Gymnasium  und  der 
üniversitat  zu  Wien  gieng  er  (1839)  an  die  Bergakademie  zu 
Schemnttz  im  ungarischen  Erzgebirge,  um  sieh  als 'Berg-  und 
llütteninjTcnieur  auszuinlden.  In  dieser  daniuls  in  hoher  Blüthe 
stehenden  Frei-  und  Ik-r^^stadt  war  eine  vorziigli(die  Gelegenheit 
zur  Ausbildung  im  Bergwesen;  die  seit  Anfang  des  12.  Jahr- 
hunderts betriebenen  und  um  die  Mitte  des  16.  Jahrhunderts 
der  Augsburger  Familie  Fugger  gehörigen  reichhaltigen  Gold- 
und  Silberbergwerke  sowie  die  berühmte  Mineralien-Sammlung 
boten  vortreffliches  Material  zu  emsigem  Studium.  Von  da 
kam  er  (1843)  auf  kurze  Zeit  als  Bergwesens-Praktikant  an 
die  Bergverwaltung  in  Eisenerz,  wurde  aber  dann  noch  im 
nämlichen  Jahre  zu  den  Vorlesungen  des  hervorragenden  Miuera- 
logen  Wilhelm  Haidinger  in  Wien  berufen  und  nach  Voll- 
endung des  einjährigen  Lehrkurses  demselben  zur  Dienstleistung 
am  damaligen  montanistischen  Mnseuni  zugetheilt,  w^o  er  nuch 
gut  besuchte  Vorlesungen  Uber  Paläontologie,  damals  die  ein» 
zigen  zu  Wien,  hielt.  Haidinger  erkannte  das  Talent  des 
22  jährigen  jungen  Bergpraktikanten  und  war  bemüht  ihn  der 
Wissenschaft  zu  erhalten,  indem  er  beantragte,  ihn  nochmals 
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einem  Jabreskui^se  zuzutlieilen  und  nach  ileiiisili)en  ihn  zum 
Assistenten  an»  montanistischen  Museum  für  drei  Jahre  zu  er- 
nennen; so  hat  Hauer  seinem  Lehrer  Haidinger  die  Einführung 
in  die  Wissenschaft,  aber  auch  die  £bnung  seiner  wissenschaft- 
lichen Laufbahn  zu  Terdanken. 

Denn  nach  Ablauf  der  drei  Assistentenjahre  (184d)  stellte 
Haidinger  das  Ansuchen,  am  montanistischen  Museum  eine  Pro- 
fessur fDr  Paläontologie  zu  schaffen  und  Hauer,  der  durch  fünf 
Jahre  hindurch  eine  nützliche  Tliätigkeit  entwickelt  hatte,  da- 
für zu  eriioniu  n.  Dem  wurde  zwar  zunüchst  nicht  stattgegeben, 
wohl  aber  gab  es  die  Veranlassung,  dass  der  erleuchtete 
Minister  v.  Thinnfeld,  der  die  hohe  Bedeutung  einer  geolqgi" 
scheu  Durchforschung  des  Landes  erfasste,  in  einem  für  andere 
Regierungen  lesenswerihen  Erlass  weiter  gieng  und  die  so  be* 
rOhmt  gewordene  und  grossartige  geologische  Reichsanstalt 
gründete  (1849).  Sie  sollte  eine  selbständige  Anstalt  sein, 
welche  zunächst  die  Aufgabe  hatte  die  geologische  Aufnahme 
der  Munarcliie  zu  bosorgcu;  Haidiuger  wurde  zuui  Sektionsrath 
und  Direktor,  Hauer  zuiu  Bergruth  und  ersten  (Geologen  der 
Anstalt  befordert.  Als  Haidinger  (1866)  in  den  Jfuhestand 
trat,  kam  Hauer  an  seine  Steile,  welche  er  während  18  Jahren 
inne  hatte;  er  brachte  sie  zu  grosser  ßlüthe  und  zur  Entwick- 
lung eines  höchst  segensreichen  wissenschaftlichen  Lebens, 
indem  er  seine  Mitarbeiter  zu  freier  wissenschaftlicher  Thätig- 
keit  anspornte  und  die  Verhandlungen  der  geologischen  Reichs- 
anstalt (1867)  begründete.  Von  1874—1885  war  er  auch 
ilunünirdozent  für  Geologie  an  der  Wiener  Hochschule  Tür 
Bodenkultur.  Im  Jahre  1885  wurde  er  der  Nachfolger  Ferdi- 
nand V.  ilüchstetter  s  als  Intendant  des  naturhistoriscben  Hnf. 
museums,  als  welcher  er  die  Uebersiedeiung  (1889)  der  zum 
Theil  zerstreuten  Schätze  der  naturhistorischen  Saninihnigen 
des  Kaiserhauses  in  den  Prachtbau  am  Burgring  leitete.  Auch 
das  Hofmuseum  erlangte  unter  ihm  eine  angesehene  wissen- 
schaftliche Stellung,  besonders  auch  durch  die  (1886)  Schaffung 
der  Annalen  des  naturhistorischen  Hofmuseums. 

lui  Jahre  1S96  trat  er  nach  redlich  gethaucr  Arbeit  in 
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den  Ruhestand  und  am  20.  Miir/.  1899  machte  der  Tod  dem 
thatenreichen  Leben  vln  Ende. 

Der  Anfang  der  wissenschattiichen  Laulbahn  llauer's  üd 
in  die  Zeit,  wo  durch  die  Sammlungen  von  Mohü,  Haidinger 
und  Joseph  Hauer  eine  systematische  geologische  Durchforschung 
der  österreichischen  Lande  angezeigt  war.  Bur^h  das  ein* 
gellende  Studium  derselben  erwarb  er  sich  die  dafOr  noth- 
wendigen  palaontologisehen  Kenntnisse.  Die  Lösung  der  grossen 
Aufgabe  und  die  Entwicklung  der  berühmten  Schule  für  Geo- 
logie gieng  von  der  gemeinsamen  rastlosen  Thätigkeit  in  dem 
montanistisclien  Museum  und  der  ge()lf)<j:istdien  Keichsanstalt  ans. 

.  Die  Arbeiten  liauer's,  welche  grüjsikn  Theils  in  dt^n  .lalir- 
büchern  der  geologischen  Keichsanstalt  und  den  Schriften  der 
Akademie  enthalten  sind,  sind  Torwiegend  stratigraphischer  und 
paläontologischer  Natur. 

In  ersterer  Beziehung  beschäftigte  er  sich  frühzeitig  mit 
der  Untersuchung  der  so  yerwickelten  geschichteten  Ablage- 
rungen der  Alpen,  des  frflher  so  genannten  Alpenlcalkes,  sowie 
der  in  ihnen  enthaltenen  tliierischen  und  pfian/ljclien  Ein- 
schlüsse, zunäelist  in  den  Ostalpen  (von  IB.^O — 58)  und  dauu 
(1857)  in  den  Nordtiroler  Alpen.  Auf  Grund  derselben  hat  er 
als  Ei*ster  eine  sichere«  unübertroffene  Giiedening  der  geschich- 
teten Gesteine  in  den  östlichen  Alpen  gesclnifteu ;  diese  Arbeit 
legte  den  ersten  festen  Grund  für  die  richtige  Auffassung  der 
geognostischen  Verhältnisse  der  Ostalpen  und  stellte  sein 
Talent  als  beobachtender  und  vergleichender  Geologe  in  das 
glänzendste  Licht.  Er  traf  dabei  im  Westen  mit  den  schweizeri- 
schen Geologen,  mit  Ikrnhard  Studer  and  AiawUl  Kscher  \un 
der  Tiinth,  zusannnen  und  in  Nordtirol  mit  nnserem  unver- 
gesslichen  Gümbel,  der  von  1854  an  die  bayerischen  Alpen 
bearbeitete.  Der  letztere  hatte  die  grosse  Geuugthuung, 
dass  die  österreichischen  Gelehrten,  Hauer,  Richthofen,  Pichler, 
Cotta,  zum  Theil  in  gemeinschaftlichen  Begehungen,  die 
wesentlichen  Ergebnisse  seiner  Forschung  bestätigen  konnten; 
und  Hauer  hat  in  neidloser  Anerkennung  das  Alpenwerk 
GQmbers  als  die  wichtigste  und  ausführlichste  MonographiCi 
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wulche  bisher  überhaupt  über  einen  Theil  der  Kalkül) jpii  erschienen 
ist,  als  die  Frucht  der  niit  unermüdlicher  Ausdauer  und  begei- 
sterter Hingebung  durchgeführten  geologischen  Landesaufnahme 
und  als  ein  ^^allres  Grundwerk  bezeichnet.  Später  (1858)  hat 
Hauer  die  Yerhälttiisse  am  Sttdabbang  der  Alpen  studirt,  nach- 
dem er  sehon  1857  in  grossen  ZQgen  einen  geologischen  Durch- 
schnitt quer  durch  die  Alpen  von  Passau  bis  Duino  ausgeführt 
hatte;  auch  bei  den  Aufnahmen  in  Ungarn,  Siebenbürgen  und 
Daimatien  war  er  betheiligt.  Dadurch  erlangte  er  die  um- 
fassendsten Kenntnisijc  des  geologischen  Baues  und  der  Boden- 
beschaffenheit von  Oesterreich,  wehhe  er  in  einem  Meister- 
werke: ,l>ie  Geologie  und  liire  Anwendung  auf  die  Kenntniss 
der  BodenbeschaiYenheit  der  österreichisch-ungarischen  Mon- 
archie" in  klarster,  allgemein  verständlicher  und  doch  streng 
wissenschaftlicher  Darstellung  susammenfasste. 

Nachdem  schon  1843  und  1844  von  den  zu  den  Lehr- 
kursen in  das  montanistische  Museum  eingerufenenen  Berg- 
werkspraktikanten unter  Haidinger's  Leitung  und  unter  Hanerts 
Mitwirkung  die  erste  grössere  Uebersichtskarte  Oesterreichs  in 
9  Blättern  im  ^laassstabe  1  :  864  000  zusammengestellt  uor<len 
war,  erfolgte  von  der  geologischen  Keichsanstalt  unter  Hauer 
die  ganz  hervorragende  geologische  Uebersichtskarte  der  öster- 
reichisch-ungarischen Monarchie  in  12  Blättern  im  Maassstabe 
1  : 576000  (1867 — 73),  eine  Zusammenfassung  der  Ergebnisse 
aller  bis  dahin  ausgeführten  Aufnahmsarbeiten  in  Oesterreich- 
UngarUf  welche  alle  ahnlichen  Darstellungen  an  Grflndlichkeit  der 
Ausarbeitung,  Klarheit  der  Darstellung  und  Harmonie  der  Durch- 
führung als  wahres  Muster-  und  Meisterwerk  zur  Seite,  wenn 
nicht  voran  steht:  dann  die  geologische  Uebersichtskarte  von 
Siebenbürgen  (1:570000)  im  Jahre  ISMI  und  im  -lahrbuch 
der  geologischen  lleichsanstalt  eine  geologische  Kaite  der  nörd- 
lichen Lombardei  (1:432000). 

Mit  dem  Geologen  Fötterle  gab  er  (1853)  die  geologische 
Uebersicht  der  Bergbauten  der  österreichischen  Monarchie 
heraus;  mit  6.  Stäche,  seinem  späteren  Nachfolger,  (1863)  die 
Geologie  Siebenbürgens;  mit  Melchior  Keumayer  den  Führer 
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zu  den  Exkursionen  der  deutschen  geologistheu  Geütllschaft 
nach  der  all;4tuiein('n  Ver.sanimlurig  in  Wien  im  Jahre  1877; 
für  das  voa  dem  Krouprinzen  Rudolf  angeregte  Prachtwerk: 
„die  österreichisch-ungarische  Monarchie  in  Wort  uod  BiM* 
schrieb  er  (1887)  die  geologische  üebersicbt  von  Oesterreich- 
Ungarn. 

Ausser  diesen  stratigrapbischen  Arbeiten  hat  er  zahlreiche 
Abhandlungen  palSontologischen  Inhalte  veröffentlicht.  Noch 

im  montanistischen  Museum  entstand  184()  seine  erste  grössere 
wissensclialtliche,  von  Haidini^cr  mit  einem  Vorworte  einge- 
führte Arbeit:  ^die  Cephulopoden  des  Salzkammergutes  aus 
der  Sammlung  des  J^'Ursten  Metternich^,  welche  hauptsächlich 
Ton  Friedrich  Simony  zusammengebracht  worden  war.  Dieses 
verbreitete  Geschlecht  der  zu  den  Mollusken  gehörigen  Kopf- 
füsser  hat  er  später  noch  mehrmals  bearbeitet,  so  die  Oephalo- 
poden  der  hämischen  und  norischen  Hallstädter  Kalke  (1847. 
1848.  1855.  18()0),  dann  die  aus  dem  Muschelmarmor  von 
Bleiberg  (1847),  aus  dem  Lias  di  r  nordrtst liehen  Alpen  (185()) 
und  der  Metlolu  vom  Val  Trompiu  (  ISC»!  ).  Hierher  gehören 
auch  seiiu'  Abhandlungen  über  die  Fauna  d^  r  Kaibier  Schichten 
(1857),  über  die  Kreidepetrefakten  des  Bakonyer  Waldes  (1861) 
und  die  Studien  über  die  thassischen  Cephalopoden  Bosniens 
(1887.  1892.  1896). 

Einen  ganz  wesentlichen  und  erfolgreichen  Einfluss  hat 
Hauer  auf  die  Verbreitung^  der  Naturwissenschaften  und  die 
Entwicklung  des  wi^sm.-M  liatt  licli»  n  Lebens  in  Wien  ausgeübt. 
Als  er  begann  iu  dir  \\  i>-s«'ns(  lifif't  t  iiizugreilen,  gab  es  in 
Wien  noch  keinen  Verein  tür  i^Hege  der  Naturwissenschaft 
und  keine  Zeitschrift  für  grössere  wissenschaftliche  Arbeiten. 
Er  gab  (1845)  die  erste  Anregung  zu  einer  Gesellschaft  junger 
Naturforscher,  den  «Freunden  der  Naturwissenschaften",  die 
sich  in  den  Räumen  des  montanistischen  Museums  bei  Haidinger 
versammelten  und  Berichte  ttber  die  gemachten  Hittheilungen 
(von  1847 — 51)  herausgaben.  Diese  Vereinigung  der  Jüngeren 
gab  liir  die  Aeld  irn  < uicul  dru  Anstüss  die  (Iründung  einer 
Akademie  der  Wiüsensclialten  anzustreben,  welche  1847  erfolgte 
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und  zu  deren  corrcspondirendem  Mitglied  er  als  26  jähriger 
Assistent  bei  der  ersten  Wahl  ernannt  wurde.  Er  war  })ei  der 
Gründung  von  zahlreichen  Fachvoicinen  bctheiligt  und  als 
Mitglied  tliätiir,  so  bei  der  zoologisch-botanischen  Gesellschaft, 
der  geograpbischeo  Gesellsckaft,  dem  Verein  zur  Verbreitung 
naturwissenschaftliclier  Kenninisset  dem  österreichiseben  Alpen- 
yerein,  der  anthropologischen  Gesellschaft,  dem  wissensehaft- 
Ueheti  Club,  dem  Verein  f)ir  Hdblenlcunde.  In  den  Mitthei- 
lungen der  ^reof^rapliischcn  Gesellschaft  brachte  er  Beiträge 
über  Tlöhcimiessiin;jren  in  Ungarn  und  Siebenbürifpn.  In  der 
ö>terreicliischen  Touristen-Zeitung  berichtete  er  übur  die  W  asser- 
verhiiitnisse  in  den  Kesselthälern  in  Kraia,  über  die  Krans- 
grotte bei  Garns  in  Steiermark,  über  die  Arbeiten  des  Karst- 
Oomiifo.  Er  förderte  die  Untersuchung  der  physikalischen 
Verhaltnisse  und  der  Fauna  und  Flora  in  den  Tiefen  der 
Oesterreich  benachbarten  Meere.  Als  Mitglied  der  prähistori- 
schen Oommission  der  Akademie  interessirte  er  sich  für  Höhlen- 
untersuchungen und  paläographische  Ausgrabungen. 

Durch  diese  unifassende  Thätigkeit  iidt  11, aa  r  eine  glän- 
zende Periode  wissenschaftlichen  Aufscliwungs  in  Oesterreich 
mit  herbeigeführt  sowie  den  liuf  der  Wiener  geologischen  Schule 
begründet,  deren  machtvoller  Führer  und  Meister  er  mehr  als 
50  Jahre  hindurch  war;  für  seine  Schüler,  denen  er  ein  stets 
soigender  Lehrer  war,  war  er  zugleich  ein  Vorbild  in  edler 
Gesinnung  und  in  der  Liebe  zur  Wahrheit  und  Begeisterung 
für  die  Wissenschaft. 

An  seinem  Grabe  bat  sein  ältester  ScbUler  Suess  in  wahr- 
haft erhebenden  Worten  die  Kigenschaften  und  das  Verdienst 
des  geliebten  Lehrers  gescliildert:  Niemand  habe  den  heimi- 
schen Boden  besser  gekannt  und  daher  auch  Niemand  besser 
geliebt;  er  habe  den  Funken  der  Begeisterung  in  den  Schülern 
erweckt,  der  nicht  erlöschen  werde,  sodass  sein  Leben  fruchtbar 
bleibe  noch  nach  dem  Tode,  und  nur  diesen  Dank  der  Schüler 
habe  er  angestrebt  und  gewünscht  Wenn  Suess  dabei  den 
Segen  der  Wissenschaft  durch  die  Erkenntniss  der  Wahrheit 
und  die  Emporhebung  des  Gemütbs  durch  die  erkannte  Wahr- 
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heit  zu  nie  zu  trübender  innerer  Befriedigung  schildert,  so 
weibs  mau  nicht,  soll  mau  mehr  den  Schüler  um  den  Lehrer, 
oder  den  Lehrer  um  solche  Schüler  beneiden. 

Othniel  Charles  Marsh.*) 

Am  18.  März  1899  starb  nach  kurzer  Krankheit  der  Pro- 
fessor der  Paläontologie  an  der  Tale  ünirersität  in  New  Häven 

Otlmiel  Marsh  im  07 .  Lebensjahre.  Der  noch  in  voller  Arbeits- 
krait  stehende  Mann  war  einer  der  verdientesten  Paläontologen 
und  einer  der  angcselunstcii  Gelehrten  Nordamerikas;  er  war 
Präsident  der  amerikanischen  Akademie  der  Wissenschaften 
(von  1882 — 1895)  sowie  der  amerikanischen  Gesellschaft  zur 
Förderung  der  Wissenschaften  und  bis  zu  seinem  Tode  Landes- 
Paläontologe  fQr  Wirbelthiere  in  den  Vereinigten  Staaten.  Man 
verdankt  ihm  vor  Allem  die  Kenntniss  zahlreicher  merkwürdiger 
fossiler  Wirbelthiere  «as  dem  Westen  Nordamerikas;  er  ist 
nicht  lange  seinem  gleich  berühmten  Rivalen  Edward  Cope  in 
Philadelpliiii  im  Tode  gefolgt. 

Marsh  wurde  am  29.  Oktober  11^81  bei  Lotkport  im 
Staate  Kew  York  geboren.  Den  ersten  Unterricht  erhielt  er 
in  der  Schule  von  Lockport,  dann  in  dem  College  des 
am  Ontario-Seo  schön  gelegenen  Ortes  W^ilson.  Die  an 
Mineralien  und  Fossilien  reiche  Gegend  von  Wilson  erweckte 
in  dem  kräftigen  und  talentvollen  Jüngling  das  lebhafteste 
Interesse,  und  er  begann  damals  schon  in  seiner  freien  Zeit 
diese  Naturobjekte  zu  sammeln.  Im  Jahre  1851  trat  er  in 
die  Akademie  von  Andover  im  Staate  Massachussets  ein^ 
dann  iu  die  Yale  Universität  zu  New  Häven,  an  welcher 
er  bis  1860  vor  Allem  zoologischen  und  geologischen  Studien 
oblag.  Von  New  Häven  aus  machte  er  naturwissenschaftliche 
Belsen  nach  New  Jängland  in  dem  nördlichen  Dakota  und  der 


>)  Nekrolog  von  H.  B.  Geinits  in  Leopoldina  1899  Nr.  7  8, 122.  — 
Nekrolog  von  Charles  E.  Becher  im  Amorican  Joumal  of  Bcienoe  4. 8er. 
Vol.  7.  p.  408,  1899. 
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im  Nordosten  der  vereiDigten  Staaten  j^clegenon  Insel  Nova 
Scotia^  auf  welcher  er  schon  7  Jahre  früher  in  der  Steinkohle 
den  merkwürdigen  Eosaurus- Wirbel  gefunden,  jedoch  nicht 
bescliriebcn  hatte. 

Nach  Abachluss  seiner  Studien  in  Amerika  begab  er  sieb 
zur  weiteren  Ausbildung  nacb  Frankreich  und  nach  Deutsch- 
land, woselbst  er  drei  Jahre  yerblieb.  Er  besuchte  dabei  die 
UniversitSten  zu  Berlin,  Heidelberg  und  Breslau;  in  Berlin 
hörte  er  die  beiden  Rose  und  Ehrenberg,  in  Breslau  Könier  niid 
G()i>pert,  Er  verdankte  die  Mittel  dazu  seinem  reichen  Onkel 
niütterlicijerscits  George  Peabody. 

Im  Jahre  18G6  erhielt  er  die  Anstellung  als  Professor  der 
Paläontologie  am  Yale  College.  Nach  dem  Besuch  der  Verhand- 
lungen der  American  Association  for  the  Advancement  of  Science 
zu  Chicago  (1868)  entschloss  er  sich  mit  der  eben  eröffneten 
Pacific -Bahn  die  damals  kaum  bekannten  Felsengebirge  im 
fernen  Westen  zu  besuchen,  von  wo  vorher  die  ersten  fossilen 
Süugethierreste  durch  Leidy  beschrieben  worden  waren.  Er 
kam  bis  Nebraska  nnd  Wvoniinff  und  erkannte  den  ungeheuren 
lu'ichthuui  au  fossilen  l  t  l>e]  i  *  Hr  erstattete  dariil)er  einen 

Bericht  und  es  gelang  seinen  Bemühungen  im  Jahre  1870  eine 
erste  von  ihm  ausgerüstete  und  organisirte  Yale  8<aentific  Ex- 
pedition ins  Werk  zu  setzen ;  1 3  thatkräftige  Männer  begleiteten 
ihn  als  Gehilfen  und  eine  Bedeckung  von  den  Militärposten 
längs  der  Bahn  diente  zum  Schutz  gegen  die  Indianer.  Ein 
glänzender  Erfolg  lohnte  das  Unternehmen,  so  dass  in  den  drei 
folgenden  Jahren  noch  weitere  grossartige  Expeditionen  nach 
dem  Westen,  naiuentlieh  nacli  den  L*ocky  Moiintnins,  von  ihm 
ausgerü.stet  wurden  theils  auf  eigene,  tlieils  auf  öffentliche 
Kosten.  Es  muss  bemerkt  werden,  dass  gleichzeitig  mit  Marsh 
der  Paläontologe  Edward  Cope  von  Philadelphia  die  Fund- 
stätten von  Dakota,  Wyoming,  Colorado  und  Oregon  mit  ihren 
kolossalen  Ablagerungen  vergangener  Thierformen,  besonders 
fossiler  Wirbelthiere,  ausbeutete,  wobei  von  den  beiden  eben- 
bdiügen  Rivalen  mit  fieberhafter  Ünergie  gearbeitet  wurde  und 
ein  nicht  immer  in  friedlichster  Weise  geführter  Wettstreit 
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sich  entspann.  Es  gehörte  die  grösste  Energie  und  Arbeits- 
freudigkeit  dazu,  um  zum  Ziele  zu  gelangen,  dtüii  sie  musst^n 
Monate  lun^f  In  den  unwirtliliclisteu  und  geiüiirlichsten  Theilen 
der  ludiauer-Uebiete  zubringen. 

Nicht  aUein  die  tertiuren,  sondern  auch  die  jurassischen 
Ablagerungen  lieferten  ihm  eine  geradezu  staunenswerthe  An- 
zahl neuer  gigantischer  Säugethiergattnngen  und  Arten  yon 

tbeilweise  höchst  merkwürdiger,  bis  dahin  gänzlich  unbekannttT 
Organisation  ;  aber  auch  die  mesocoisclicn  Reptilien  und  Vögel 
wurden  durcli  eine  beträcbtlicbe  Zahl  neuer  Formen  be- 
reichert, unter  denen  z.  B,  die  ei'sten  zahnlosen  Flugeidechsen 
von  Wyoming  und  die  in  der  Kreide  des  weltlichen  Kansas 
gefundenen  ersten  mit  kräftig  entwickelten  Zähnen  yersehenen 
Wa8ser?ogel  allgemeine  Aufmerksamkeit  erregten.  Die  Un- 
ruhen der  Indianer  verhinderten  weitere  Untersuchungen  auf 
diesen  Gebieten;  Marsh  gieng  daher  in  die  Bad  Lands  nach 
Nebraska  und  Dakota  bis  nach  Red  Cload  Agency,  wobei  er 
von  einer  Eökortc  vom  Foi  t  Laramie  begleitet  wurde.  Bis  zum 
Jahre  1892  bethciiigte  er  sich  an  den  Arbeiten  im  Felde. 

Auf  diese  Weise  brachte  Marsh  kolossale  werthvollste 
Sammlungen  fossiler  Wirbelthiere  nach  New  Häven,  wahrend 
die  von  Cope  gesammelten  Fossilien  in  Philadelphia  Aufstel- 
lung fanden. 

Es  war  nun  die  Aufgabe  die  reichen  Schätze  wissenschaft- 
lich auszunützen  und  zu  bearbeiten.  In  dem  American  Journal 
of  Science  finden  sich  von  ihm  in  den  Jahren  1861 — 1899 
zahlreiche  Abhandlungen,  welche  über  seine  Funde  vorläufig 
Bericht  erstatten.  Die  ausführlichen  Beschreibungen  mit  den 
Schlussfolgenmgen  und  den  sich  daran  anknüpfenden  philo- 
sopliisclien  Hetrachtimgen  folgten  in  grossen  Munograjdiien. 
Es  mögen  von  diesen  nur  hervorgehoben  werden:  da.>  pracht- 
voll au.sge^tallttte  Werk  über  die  fossilen  Uduniornithea,  seiue 
bahnbrechenden  Schriften  über  die  Dinosaurier,  seine  Abhand- 
lungen über  Flugsaurier  und  Crocodilier.  über  die  neue  Sauge- 
thierordnung  der  Pantotherier,  über  die  Dinoceraten,  über 


Digitized  by  Google 


C,  VoUs  Nekrolog  auf  (Hhniet  Charlet  Marsh,  387 


BrontotlieriulD,  FfUotherium,  Oorjphodon,  fiber  die  Gehtment- 
witkluDg  fossiler  Saugethiere,  Ober  fossile  Pferde  eie.:  Arbeiten, 
deren  Resultate  in  alle  neueren  Lehrbücher  der  Geologie  und 
Paläontologie  Eingang  gefunden  liahon.  Es  uar  Marsh  nicht 
vergönnt  die  übri*,^en  Monographien  /um  Alischluss  zu  brin«,n:n, 
dieselben  sind  jedoch  mit  der  Best  liroibung  und  den  Abbildungen 
genügend  vorbereitet.  Durch  die  Thätigkeit  von  Copo  und 
Marsh  wurde  eine  vollständige  Umgestaltung  der  bis  dahin 
herrschenden  Ansichten  Uber  die  Mannigfaltigkeit,  Organi- 
sations-  nnd  Verwandtschaftsverhältnisse  der  fossilen  Yertebraten 
herbeigeführt. 

Marsh's  Uutersucliungen  bewegen  sich  zwar  vorzüglich 
auf  drscriptivem  Gebiete;  jedorli  war  er.  als  Anhänger  der 
Desccndeiiztheorie,  bestrebt,  die  genetischen  Hizidiungen  der 
verschiedenen  Vertebraten typen  zu  ermitteln.  In  dieser  Hin- 
sicht gehört  ein  Vortrag:  introduction  and  succession  of  verte- 
brated  life  in  Amerika,  den  er  als  Yicepräsident  der  amerika* 
nischen  Naturforseherversammlung  im  Jahre  1877  in  Nashfille 
hielt,  zu  seinen  bedeutenderen  literarischen  Leistungen. 

Zur  Aufnahme  der  werth vollen  Saninilungen  von  Marsh  war 
vorläufig  der  im  Jahre  1875  im  Bau  vollt  iidpto  Flügel  des 
grossen  Peabody-Museums  in  New  Häven  bestimmt  worden. 
Jjib  war  Marsh,  der  seinen  reichen  Unkel,  den  hochherzigen 
George  Peabodj,  verai^^M-st  hatte  auf  seine  Kosten  das  Museum 
zu  errichten.  Als  das  Museum  die  Sammlungen  nicht  mehr 
zu  fassen  vermochte,  fand  eine  Theilung  derselben  zwischen 
dem  Yale  College  und  der  National  Academy  of  Science  in 
Washington,  deren  Pi^dent  Marsh  war  und  fÖr  welche  er 
auch  gesammelt  liatte,  statt.  Da  Marsh  keine  Familie  besass, 
so  vermachte  er  am  1 .  Januar  1898  seine  eigenen  Sanimiungen 
der  Yale  University,  für  weiche  er  einen  linken  Flügel  des 
Peabodj-Museums  erbauen  Hess.  Es  war  ihm  kein  Preis  zu 
hoch,  um  werthvolle  Fossilien  für  seine  Sammlung  zu  erw<  rbon; 
so  kaufte  er  auch  den  berühmten  Rhamphorhynchus  von  Eich- 
städt an,  da  es  in  Bayern  damals  aus  Mangel  an  Mitteln  nicht 
möglich  war,  denselben  dem  Lande  zu  erhalten;  wir  wollen 
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hoffen,  dass  diese  miserabeln  Zeiten  vorüber  sind  und  die 
Wissenschaft  jetzt  besser  in  ihrem  Werthe  gewOrdiget  wird. 

Die  SatDmlang  wurde  von  den  grOssten  Meistern  des 
Faches  besucht  und  bewundert;  Huzlej  sah  sie  1876,  Darwin 
1878  und  beide  haben  sieh  damals  aberzeugt,  dass  sie  in  wissen- 
schaftlicher  Beziehung  von  keiner  in  der  Welt  übertrofifen 
wird,  und  sie  ist  seitdem  noch  sehr  vermehrt  worden. 

Sein  ganzes  Leben  lang  war  Marsh  rastlos  thätig  im  l)i«'nste 
der  Wissenscliaft,  immer  nach  neuen  Entdeckungen  strebend  in 
der  Ueberzeugung  noch  Bedeutendes  leisten  zu  können.  Man 
darf  von  dem  edlen  Manne  ohne  Uebertreibung  sagen,  dass 
seit  Guvier  und  Kichard  Owen  Niemand  die  Paläontologie  der 
Wirbelthiere  durch  eine  gleiche  Fülle  neuen  Materials  be- 
reichert hat;  sein  Name  ist  mit  den  wichtigsten  Entdeck- 
ungen auf  paläontologiachem  Gebiete  in  diesem  Jahrhundert 
verknüpft. 

Karl  Friedrich  Rammeisberg.  ^) 

Karl  Friedrich  Rammeisberg,  früher  Professor  der  Chemie 
an  der  Universität  Berlin  und  seit  1855  Mitglied  der  k. 
preussischen  Akademie  der  Wissenschaften,  ist  am  28.  Dezember 

1899  auf  seinem  Ruhesitze  zu  Grossli(  iiterfelde  bei  Berlin  nach 
längerer  Krankheit  im  ^7.  Leheiisjulire  gestorben. 

Er  war  einer  der  angesehensten  Vertreter  der  unorgunisciien 
Chemie  in  Deutschland  und  übte  eine  gi'osse  und  erfolgreiche 
Forseliei  thätigkeit  in  mehreren  Gebieten  der  Mineralogie  aus, 
in  der  Mineralchemie  und  der  quantitativen  Mineralanaljse 
sowie  in  der  Krystallographie. 

Er  wurde  am  1.  April  1813  zu  Berlin  geboren.  Nachdem 
er  (1834)  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster  absolrirt  hatte, 
studirte  er  der  Universität  zu  Berlin  Pliy.sik  und  Chemie 
und  proiiiovirte  (18vi9)  tl:isell>>t.  Anfaiiurs  wollte  er  sich  der 
Pharmazie  zuwenden,  später  aber  wurde  er,  vorzüglich  durch 

')  Mit  Bciuitziin«^  iler  Nekrologe  in  LeopoMina  19*  0  Nr,  3  öS 
und  deu  Berichten  der  deutschen  cbem.  Gea.  lUOO  ür,  I  ä.  1. 
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die  VorlesuDgen  de»  Chemikers  Gustav  Rose,  bestimmt^  die 
akademische  und  wissenschaftliche  Laufbahn  einzuschlagen. 
1840  habititirto  er  sich  an  der  üniversitSt  als  Privaidozent 
Chemie,  wurde  1845  ausserordentlicher  Professor,  1851 

Lehrer  der  Chemie  iiii<l  Mineralogie  sowie  Leiter  des  chemischeu 
Labüraturiums  am  (lewerbeiiistitut,  1888  kam  er  als  Vorstand 
an  das  damals  gegründete  zweite  Universitätsinstitut;  im  Jahre 
1891  trat  er  in  den  wohl  verdienten  Ruhestand. 

Rammeisberg  hat  sich  in  diesen  Stellunpfen  als  ungemein 
eifriger  und  tüchtiger  Lehrer  sehr  bedeutende  Verdienste  um 
den  Unterricht  in  der  Chemie  erworben;  er  war  es,  der  das 
erste  chemische  Unterrichtslaboratorium  in  Preussen  leitete, 
nachdem  allerdings  in  Glessen  schon  länger  eine  grosse  chemische 
Sfliule  bestand.  Auch  durcli  seine  zahlreichen  vurtietflichen 
LehrbiichtT  h:tt  er  selir  anregend  g(^wirkt;  durch  das  Lehrhuch 
der  wissenschaftlichen  und  angewandten  Chemie,  das  Lehrbuch 
der  Stöchiometrie,  der  chemischen  Metallurgie,  der  Krystallo* 
graphio  und  krystallograpbisch-phjsikalischen  Chemie,  dann 
durch  die  Leitfdden  der  qualitativen  und  quantitativen  chemi- 
schen Analyse  und  endlich  durch  sein  gross  angelegtes  Hand- 
buch der  Mineralchemie.  Diese  Bflcher  haben  zum  Theil  mehrere 
Auflagen  erlebt  und  enthalten  eine  Fülle  von  Material,  nament- 
lich in  der  physikalischen  (^hemie. 

Als  Forscher  heschäftigte  er  sich  insbesondere  mit  der 
chemis(  heil  Zusaninit  nset/.ung  der  Mineralien;  langt-  Zeit  galt 
er  als  der  auf  diesem  Gebiete  erfahrenste  Gelehrte  und  es  hat 
wohl  Niemand  so  viele  Mineral  an  alysen  ausgeführt,  wie  er. 
Seine  zahlreichen  krystallograpfaischen  Arbeiten  führten  ihn  in 
das  Grenzgebiet  der  physikalischen  Chemie,  das  damals  noch 
wenig  betreten  war. 

Der  um  die  Wissenschaft  verdiente  Hann  war  seit  dem 
Jahre  1859  Mitglied  unserer  Akademie. 
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iJ.  Herr  Alf.  Prixüsheim  spricht  über  die  ,Convergenz 
periodischer  Kettenbrüche.' 


leOOi  SUzoiigibw  &  iii«tli.-phy«.  CL  ^ 


üiyiiizea  by  GoOgle 


893 


Linieiicomplexe  im  i?»  und  Systeme  Pfaff'sclier 

(lieicliuiigeii. 

Von  Ediard  Ifebtr. 

In  einer  früheren  Arbeit*)  habe  ich  das  Fundauiental- 
problem  in  der  Tiieorie  der  Pfalf' sehen  Systeme,  d.  i.  die  Frage 
nach  der  Reducirbarkeifc  eines  solchen  Systems  anf  eine  ge- 
gebene Zahl  von  Differentialelementen,  für  »  —  3-  und  n  4- 
gliedrige  Systeme  in  n  Variabeln  eingehend  behandelt  und  die 
dabei  auftretenden  Integrationsprobleme  charakterisirt.  Bei 
dieser  üntersnehung  erwies  sich  als  wichtigstes  Hilfismittel  die 
Geometrie  der  linearen  Con»|jlt'xe  des  R^,  und  es  Hegt  s{)n;uh 
die  Vermutung  nnhe.  dass  die  Krlediti;uii*j;  unst-res  l'roblr'iiis 
für  den  allgemeinen  Fall  eines  n  —  tw-gliedrigen  Pfull' "sehen 
Systems  in  n  Variabeln  im  Wesentlichen  auf  die  Theorie  der 
linearen  Compleze  im  m— 1-dimensionalen  Räume  zurückkommt. 

In  der  vorliegenden  Note  soll  die  genannte  Methode  auf 
II  —  5-gliedrige  Pfaff^sche  Systeme  in  n  Variabeln  angewendet 
werden. 

L  Die  linearenlanieneompleze  im  yierdimensionalenltaiim. 

1.  Die  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  in  einem  vier- 
dimensjonalen  Raum       bezeichnen  wir  mit  . .  oder 

' '  ^8        (i  •  *  ^5  sprechen  demzufolge  auch  kurz 

*)  pUeber  die  Reducirbarkeit  eines  Pfaff'sehen  Sjatems  auf  eine 
gegebene  Zahl  tod  Tennen*,  diese  Berichte  1900  Bd.  XXX,  p.  278—300. 

26* 


394      SUiung  der  mttth.'phyt.  Q<i$t€  vom  3.  Navembtr  1900* 

von  dem  ,  Punkt  1",  dem  , Punkt  i^"  u.  s.  w.  Der  Buchstabe 
fik  bedeute  eine  A;-fach  ausgedehnte  lineare  Punktmannigfaltig- 
keit  des  ü^,  d.  Ii.  die  Gesamtheit  der  Punkte  |,  die  ein  System 
von  4  —  h  linear  unabhängigen  linearen  homogenen  Gleichungen 
zwischen  den  $  befriedigen.  Für  die  Mannigfaltigkeiten 
d.  Ii.  lUr  die  .Geraden"  des  Ji\  ^\'br;luchen  wir  die  Bezeich- 
nungen g,  h,  II ,  h'  u.  s.  w.  Knie  /i^»  ^velche  durch  die  Genidt 
g  und  den  nicht  aut  ihr  liegenden  Punkt  F  bestimmt  ist,  werde 
als  die  fA^  (P,  g)  bezeichnet  u.  s.  w.  Eine  nennen  wir  auch 
eine  , Ebene"  des  R^. 

Ein  linearer  Gomplez  im  wird  definirt  durch  eine 
altemirende  bilineare  Gleichung: 

5  5 

(1)  L*' a.*  ^, /y*  =  0 , 

1  1 

worin  die  a,*  Coustante  bedeuten,  die  den  Gleichungen 

aot  «  —  aw ;  a,/  =  0 

genU*:<'ii.  Wir  wollen  diesen  Coniplex  mit  dem  Buchstaben  a 
bezeichnt  II.    Eine  des  Complexes       ist  dann  jede  w, 

der  Eigenschaft,  tlai.s  zwei  (und  infolge  dessen  irgend  zwei) 
ihrer  Punkte  die  lielation  (I)  befriedigen.  Es  gibt  in  li^ 
o: "  Gerade,  von  denen  oo  *  dem  Complez  a  angehören.  Den 
lnbegri£P  aller  Geraden,  die  zwei  Oomplezen 

£  a.ik    nk  -  0,  ü     ßik  ii     =  0 

gemeinsam  sind,  bezeichnen  wir  als  .die  zweigliedrige  Oon- 
gruenz  (a,  fi)*.  Ebenso  sprechen  wir  von  drei-,  vier-^riiodi  igt  n 
Congruenzcn  u.  s.  w.  Dabei  wird  immer  angtiiuiuiuen,  dass 
die  lu  tK  tfenden  Coniplexe  linear  uiiabhiingig  sind,  d.  h.  dass 
ihre  linken  Seiten  nicht  durch  eine  lineare  homogene  Ideotitüt 
mit  coiistanten  CoefHcienten  verknüpft  seien. 
Der  Kang  der  alternirenden  Matrix 

(2)  (i,fc=l,2,..5) 

ist  entweder  4  oder  2;  im  ersten  Fall  nennen  wir  den  Compiex 
a  »allgemein",  im  zweiten  «speziell*. 
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2.  Ist  n  allgfiiiein,  wie  uir  in  dieser  und  den  lolgeiiden 
3  Nummern  aunehmeu,  so  besitzen  die  linearen  Gleichungen; 

(3)  £*a,»fj|=:0 

eine  und  nur  eine  Lösung  Ci  •  •  Cg«  die  der  «singulare  Punkt* 
Ton  a  heissen  möge.  Alle  oo  *  Geraden  durch  diesen  Punkt  iS^ 
sind  Complexgerade.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  vi  gehen 
nur  00*  Complexgerade;  sie  liegen  in  der  durch  (1)  definirten 
Ebene,  wobei  die  |  laufende  Coordinaten  bedeuten.  Diese  Ebene 
bezeichnen  wir  als  eine  .zugeordnete  /^j",  speziell  als  die  dem 
Punkte  i;  zugeordnete  fi^.  Bedeutet  ^  den  sinü^nlären,  >y  einen 
beliebigen  Punkt,  so  wird  die  Gleichung  (1)  nicht  geändert, 
wenn  man  17,  durch  ersetzt.    Daraus  folgt:  Allen 

Punkten  einer  Geraden  die  den  singulären  Punkt  S  enthält, 
ist  dieselbe  fi^  zugeordnet.  Man  erkennt  auch  sofort,  dass  zwei 
verschiedenen  Punkten  17, 17',  deren  Verbindungslinie  nicht  durch 
8  geht,  auch  zwei  yerschiedene  ^3  zugeordnet  sind. 

13.  Jede  zugeordnete  it^  enthält  den  Tunkt  6';  ist  daher 
eine  solche  Ebene  durch  die  lielation 

(4)  «1  f  t  +  •  •  +  «6  ^5  =  ö  öder     =  0 

dehnut,  so  besitzt  die  altemirende  Matrix: 

«         •        «  »     ■  • 

den  Rang  vier.  Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  haben  die 
linearen  Gleichungen  mit  den  6  Variabeln  ^1,  ^: 

i#f  =  0;  i>  Ol*  h  =  Q^u  (i  =  1, . .  5) 

zwei  Lösungensysteme 

d.  h.  die  durch  (4)  definirte  /I3  ist  jedem  Punkte  der  Geraden 
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g  zugeordnet,  die  die  Punkte  i;,  C  verbindet.  Jede  in  dn  </, 
gelegene  Gerade,  die  dem  Complex  a  angehört,  triitl  g  und 
umgekehrt,  m.  a.  W. :  die  auf  der  gelegenen  Complexgeraden 
bilden  einen  speziellen  jS^-Complex  mit  der  Direktrix  g. 

Demgegenüber  ist  für  eine  beliebige,  durch  (4)  dargesteUte 
Ebene  die  Determinante  (5)  nicht  null,  und  die  auf  ihr  liegen- 
den Complexgeraden  bilden  einen  allgemeinen  iZ^-Gomplex. 
In  der  That  schliesst  man  aus  bekannten  Sätzen'),  dass  sich 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  vermöge  der  beiden  kon- 
gruenten Rolatinnen  —  0.  —  0  auf  eine  Hiliiicarform  in 
4  Yariabelnpaareu  vom  Range  4  oder  2  reducirt,  je  nachdem 
der  Hang  der  Matrix  (5)  gleich  6  oder  4  ist. 

4.  Wir  sagen,  eine  /i,,  die  durch  die  Gleichungen 

(6)  1*1  =  0,  i;|  =  0 

definirt  sei,  „genUgt*  dem  Complex  a,  oder  «ist  eine  des 
Complexes  a*  (eine  , Complex-/!,'*),  wenn  irgend  zwei  ihrer 
Punkte  die  Gleichung  (1)  erfüllen.    Dazu  ist  notwendig  und 

hinreichend,  dass  drei  linear  unabhängige  Punkte  der 
wechselseitig  in  der  genannten  Beziehung  stehen.  Düna  ver- 
schwiiKlct  die  linke  Seite  von  (1)  identisch  vermöge  (6)  und 
der  dazu  congruenten  llelatiouen  m,^  =  0,  v,  =  0*).  Damit 
also  durch  (6)  eine  Comidex-/«,  definirt  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Matrix: 

•  •  ^5  0  0  ! 

den  Hang  4  besitze').  Man  erkennt  unmittelbar,  dass  es  für 
einen  allgemeinen  Complex  oo '  solcher  Cbmpiex-/ij  gibt;  sie 

1)  VrI   z.  B.  mein  Huch:  „Vorlesungjen  Über  das  Pfaff'sche  Pro- 
blem eic  *   fl.pipzi'^'  l^no).  K-ap.  IX,  §  8. 

2)  Diee-  lite  1900.  p.  280. 

^)  Vgl.  z.  a.  mein  Buch  a.  a.  0. 
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gehen  alle  durcli  den  aingularen  Punkt  8,  und  man  erhält  sie 
sämtlich,  indem  man  die  a>  *  Geraden  des  allgemeinen  22|-Com- 
plexes,  den  der  Oomplex  a  aus  einer  beliebigen  nicht  durch  8 

gehenden  //^  ausschneidet  (Nr.  3),  mit  S  durch  je  eine  //,  ver- 
bindet. Durch  einen  beliebigen  i^unkt  I'  ^^ehen  einfach  un- 
endlich viele  Coniplex-/<j;  diese  bilden  ein  Büschel  mit  der  Axe 
PS,  das  in  der  dem  Punkte  P  zugeordneten  fi^  liegt. 

Ist  m  eine  beliebige,  durch  S  gehende  /x^,  und  sind  P,  Q 
itgend  zwei  auf  ihr  gelegene  Punkte,  deren  Verbindungslinie 
nicht  durch  8  geht,  so  schneiden  sich  die  beiden  die  bezw. 
den  Punkten  P  und  Q  zugewiesen  sind,  in  einer  ebenfalls 
durch  8  gehenden  //^i  ^  conjugirte*  nennen, 

und  mit  m'  bezeichnen  wollen;  m  und  ni'  haben  nur  den 
Punkt  S  gemein.  Die  Beziehung  zwischen  ni  und  m  ist 
wechselseitig;  eine  Complex^^u,  und  nur  eine  solche  i^t  sich 
selbst  coigugirt. 

5.  Ist  der  Complex  a  speziell,  so  besitzen  die  Gleichungen 
(3)  drei  unabhängige  Lösungen;  die  entsprechenden  Punkte 

definiren  eine  fi^,  die  wir  die  .singulare  /^j"  von  a  nennen 
und  mit  s  bezeichnen.  -leile  (lerade,  die  schneidet,  gehört 
dem  Cuiiijilex  an,  und  umgekehrt:  ein  spezieller  Complex  ist 
also  durch  Angabe  seiner  singuliiren  ju^  eindeutig  bestimmt. 
Jede  die  s  nach  einer  Geraden  schneidet,  ist  eine  Complex- 
und  umgekehrt;  die  Mannigfaltigkeit  der  Complex-ju,  ist 
infolgedessen  00  ^.  Dagegen  gibt  es  jetzt  nur  oo  ^  zugeordnete 
/ij,  die  ein  Büschel  bilden  und  alle  die  $  enthalten.  Jede 
solche  Ebene  hat  die  Eigenschaft,  dass  irgend  zwei  ihrer 
Punkte  die  Complexgleichung  (1)  befriedigen,  dass  also  die 
linke  Seite  von  (1)  vermöge  der  Definitionsgleiehung  Mr  —  0 
einer  solchen  ^i^  und  vermöge  der  dazu  congruenten  Relation 
=  0  identisch  verschwindet.  Infolge  dessen  kann  die 
Gleichung  (1)  auch  in  der  Form 

geschrieben  werden,  worin  u$  =  0  und  t; e  ==  0  irgend  zwei  zu- 
geordnete Ebenen  bedeuten. 
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Umgekehrt,  gibt  es  ein  Relationenpaar  s  0,  Hi,  0, 
das  die  Gleichung  (1)  identiscli  befriedigt^  so  ist  a  ein  spoKieller 

Complex. 

6.  Wir  betrachtea  nunmehr  eine  «Schaar  von  x  ^  Complexen 

5  5 

(8)  1>  (A  atu  +  fA  M  ii    =  0, 

1  I 

und  nehmen  zunächst  an,  dass  in  der  Matrix 

(9)  Xaa-i- /Äfi.k     (i,  5) 

nicht  alle  4-reihigen  Hauptunterdetemiinanten  fttr  beliebige 

Ä,  /4  verschwinden.    Wir  bezeichnen  ferner  mit: 

(-i)'+'./r, 

das  Pfatt  'sche  Atjtrrogat  der  Ordnung  4,  dessen  Quadrat  gleich 
derjenigen  4 -reihigen  Unterdeterminante  ist,  die  aus  dem 
Schema  (2)  durch  Streichung  der  i^"  Zeile  und  Spalte  ent- 
steht, setzen  also: 

^1       «»  «4$  +  «14  «58  +  «f  S  «*4 

—  77,  «  -h  a„  a.3  -f  a,^  a,^  etc., 

lind  legen  den  Jiuchstabon  Ä'^  .  .  Ä'.^  die  analoge  Bedeutung 
hinsichtlich  des  Complezes  ß  bei.  Die  Unterdeterminante,  die 
aus  (9)  durch  Weglassung  der  Zeile  und  Spalte  entsteht, 
ist  dann  gleich  dem  Quadrat  des  Ausdrucks: 

(10)  A,  -  Q,  +  M^K,, 
wobei  die  ^J^  in  folgender  Weise  detinirfc  sind: 

Die  linearen  Gleichungen: 

6 

(11)  2>ö>»(^art  +  ;iAik)  =  0  (i=^1..5) 

besitzen  ein  und  nur  ein  Lösungen system  «o, . .  cd^,  bestehend 
aus  binären  Formen  in  A,  //,  die  wir  auf  ihren  Minimalgrad  m 
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reducirt  denken.  Die  Theorie  der  Elemenfcarteiler ')  liefert 
dann  folgende  Gleichung: 

(12)  5=«2f»-fl  +  2/, 

worin  l  den  Grad  des  grössten  gemeinsamen  Divisors  der 
binären  Formen  At  bezeichnet;  m  hat  also  einen  der  Werte 
2,  1.  0. 

7.  Bei  der  folgenden  Untersuchung  richten  wir  unser 

IIaLi])t;iugeiniiork  auf  die  Frage  iiacli  den  Mannigfaltigkeiten  //g. 
die  die  Congruenz  (a,  ß),  d.  h.  alle  ronipltxe  der  Schaar  (8) 
befriedigen;  eine  solche  /t^  nennen  wir  kurz  eine  „Congruenz- 
/i^"'  oder  eine  „fi^  der  Congruenz  (a,  ^).*  Diese  Definition 
Uberträgt  sich  ohne  weiteres  auf  mehr  als  zweigliedrige  Con- 
gruenzen.  Insbesondere  erkennt  man  leicht:  Damit  eine  zwei- 
dimensionale ebene  Mannigfaltigkeit  der  r-gliedrigen  Congruenz 
{n,  ß  .  .  £)  genüge,  ist  notwendig  und  hinreichend«  dass  sie  r 
bestimmte,  irgendwie  ausgewShlte«  aber  linear  unabhängige 
Com{)lrxe  der  Schaar  [n,  ß,  .  .  e)  bofriinlige.  Da/u  ist  natürlich 
vor  allem  notwendijET.  dass  sie  die  singulären  Punkte  aller  in 
der  Schaar  vorhandenen  aligenieinen  Complexe  enthalte,  und 
die  singulare  /i^  eines  jeden  der  Schaar  angehörenden  speziellen 
Complexes  nach  je  einer  Geraden  schneide. 

8.  Hat  die  in  Nr.  6  definirte  Zahl  m  den  Wert  2,  so  gibt 

es  (wegen  l—O)  in  der  Schaar  (8)  keinen  speziellen  Oomplex. 
Zwei  vcrscliitMlen(^  r'oniplexe  der  Schaai-  betiitzen  verschiedene 
siiignläre  len  kte:  alle  diese  Punkte  lieLren  nach  Nr.  6  in  einer 
/i,  und  ertüiien  daselbst  einen  Kegelschnitt  C,  Die  Annahme 
nämlich,  dass  oo  *  singulare  Punkte  von  Complexen  der  Schaar 
(8)  eine  Gerade  erfüllen,  zieht,  wie  wir  in  der  nächsten  Nr. 
sehen  werden,  die  Bedingung  m  ^  1  nach  sich. 

Nach  Nr.  7  gibt  es  also  nur  eine  einzige  , Congruenz-/«,*, 
d.  h.  ein  einziges  zweigliedriges  Relationensystem  (6)  derart, 
dass  in  der  siebenzeiligen  Matrix 


t)  Vpl.  7..  B.  meine  Arbeit:  »üeber  Schaaren  von  JBiünearformen*, 
diese  Berichte  1898,  p.  374. 
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(13) 


«»  ,0,0' 

alle  (i-reihijofen  Hauptdeteriiniianten  fÖr  beliebijure  Werte  u 
verscliwindeii.  Diest-s  zweigliedrige  Ki;latioiuiisyatem  wird  auch 
crhaltent  weuu  man  iu  der  5-zeiligen  Matrix: 

alle  4-rcihigeii  Deteriuinanten  null  setzt,  oder  noch  einfacher 
in  der  Form: 

(I  i)        L  1  'lik  Ä*   -  0,  L  D       I.  =  0 

mit  Hilfe  der  Bemerkung,  dass  die  in  Rede  stehende  der- 
jenigen Ebene  angehören  muss,  die  dem  singulären  Punkt  des 
einen  Gomplezes  im  andern  Complez  zugewiesen  ist. 

Die  Congruenz  (a,  ß)  umfasst  in  dem  Torliegenden  Fall 
00*  Gerade,  von  denen  je  oo*  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  7(\.  und  je  w*  durch  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  G 
gehen. 

9.  Wenn  die  singulären  Punkte  der  oc  *  Compleze  (8)  eine 
Gierade  g  erfüllen  sollen,  so  müssen  in  der  Matrix 

77,   o  AT, 

(15) 

I  n,  ß.  [ 

die  dreireihigen  Determinanten  alle  verschwinden,  und  wir 
dürfen  annehmen,  dass  niclit  alle  zweireihigen  Determinanten 
null  sind,  da  sonst  die  ('omplexe  (8)  einen  gemeinsamen  singu- 
lären Punkt  hätten,  also  m  =  0  wäre. 

Die  Formen  Ai  (Nr.  6)  sind  also  unier  der  gemachten 
Annahme  lineare  CombinaÜonen  zweier  Farmen  0  (i,  /i)  und 
W  (A,  fi\  die  sich  nicht  nur  um  einen  constanten  Faktor  unter» 
scheiden,  und  der  singuläre  Punkt  des  den  Parametenrerten 


^)  Wir  gebrauchen  hier  und  im  folgenden  für  geränderte  alternirende 
Schemata  dne  auch  sonst  übliche  abkOrzende  Schreibweise. 
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^,  ^  cntijp rechenden  Complexes  der  Schaar  (8)  hat  die  Co- 
ordinaten 

(16)  ^  1^  =    0        +  hi  W(l, 

worin  q  einen  Proportionalitütsfaktor,  die  a„  Constante  be- 
deuten.  Die  ixk  X,  fjL  quadratische  Gleichung: 

besitzt,  wenn  für  co  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Con- 
stante gewählt  wird,  zwei  Lösungen  ilj,  //,  und  A,,  deren 
Determinante  l^fi^  —  ^  /ij  Terschiedea  ist.  Sind  nun 

die  Gompleze,  die  bezw.  den  Parameterwerten 

(17)  A^, ^, /<8 

entsprechen,  beide  allgemein,  so  sind  die  Grössen  V^(^it 
und  W  (A^,  // J  beide  yon  Null  verschieden,  da  andemfalk  die 
Formen  A^*,A^  für  eines  der  beiden  Wertsysteme  (17)  Ter- 
schwänden;  ferner  verschwinden  die  Grössen 

(18)  a4(o  +  bi  (i=»l,..5) 

nicht  alle,  da  sonst  die  /l,  proportional,  also  m  —  O  wäre.  Die 

genannten  beiden  allgenieinen  Complexe  haben  dann  einen 
gemeinschaftlichen  singulären  Funkt  mit  den  Coordinaten  (18), 
was  offenbar  wiederum  auf  die  Voraussetzung  m  =■  0  hinaus- 
kommt. 

Ist  aber  einer  der  genannten  zwei  Complexe  speziell,  etwa 
der  den  Parameierwert^  jl,,  /i,  entsprechendOf  so  bat  man 

und  infolgedessen  4>(A|,  fi^)  »  0,  iP(i,»  /<,)  ^  0,  da  die  Deter- 
minanten Qi  ht  —  Okbi  aus  dem  vorhin  angeführten  Grund  nicht 
alle  verschwinden;  die  Formen  0  und  W,  und  mithin  auch 

«lie  Formen  J,  .  .  haben  also  einen  Linearfaktor  geraein, 
d.  h.  die  Zahlen,  die  in  Nr.  6  mit  m  und  /  bezeichnet  wurden, 
haben  beide  den  Wert  1. 

10.  Umgekehrt,  ist  im  *bb  {  b  1,  so  haben  die  A4  einen 
Lmearfaktor  gemein,  d.  h.  die  Schaar  (8)  enthält  einen  und 
nur  einen  speziellen  Complex,  dessen  singul&re  /i^  mit  s  be- 
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zeichnet  werde;  die  siugulären  Punkte  der  oo  *  ConäpK  xe  (R) 
erfüllen  eine  Gerade  g,  die  die  Maonigfaltigkeit  s  in  einem 
Punkte  P  trifft. 

Diese  letztere  Behauptung  ergibt  sich  folgenderniassen: 
Jede  Gerade  der  Congruenz  (o,  ß)  triflt  die  Mannigfaltigkeit  s 
(Xr.  5),  und  die  Verbindungslinie  der  singulären  Punkte  ii^nd 
zweier  Complexe  der  Schaar  ist  eine  Congruenzgerade;  die 
Aiiiialime  ferner,  daan  y  auf  s  liege,  ist  unstatthaft,  da  üonat 
die  Gleichungen 

(19)         S»a*»f»  =  0,  I>A»|»  =  0  (i-l,..5) 

vuu  allen  .singulären  J'uükten  i  der  Cüuijtlexe  unserer  Schaar 
erl'üllt  würden,  also  der  Fall  »J  =  0  vorläge. 

Sind  a  und  ß  allgemeine  Complexe,  und  Xq,  die  Para- 
meter des  speziellen  Complezes  der  Schaar,  so  hat  der  vorhin 
genannte  Punkt  P  Coordinaten  der  Form  q  Ut  o  Ki,  and 
man  hat: 

oder  auch: 

(21)    A^o^*a,»A*-f /i^^l,*/^,;,i/,  =  0  (i=l,2,..5), 

in  Worten:  Bezeichnet  man  mit  M  die  /<,  (g^  s),  so  ordnet 
jeder  Complex  der  Schaar  (8)  einem  beliebigen  Punkte  von  g 
eben  die  Mannigfaltigkeit  M  zu  (Nr.  2).   In  der  That  drOcken 

ja  die  Relationen  (21)  aus,  dass  die  //j,  die  der  ('oiiiplex  a  dem 
Punkte  Kit  zuweist,  übereinstimmt  mit  der  die  der  Oomplex 
ft  dem  Punkte  1/^  zuordnet:  also  ordnet  jeder  Oomplex  der 
Schaar  (S)  einem  beliebigen  Punkte  von  g  dieselbe  /i,  zu,  und 
letztere  enthält  //,  aber  offenbar  auch  S,  d.  i,  die  singulare 
Mannigfaltigkeit  des  in  der  Schaar  enthaltenen  speziellen 
Complexes. 

Daraus  lolgt  sofort:  Alle  in  M  liegenden  Geraden, 
die  ff  selineiden,  sind  Congruenzgerade,  alle  einfach 
unendlicli  vielen  in  J/  gelegenen  /i^,  die  (/  enthalten, 
sind  Uougruenz-/i,,  und  nach  Nr.  7  gibt  es  auch  keine 
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andere  Congnienz-/!,;  M  müge  die  ausgezeichnete  Ebene 
der  Gongruenz  (a,  ß)  heistten. 

Die  Gleichungen  (14)  reduciren  sich  jetzt  auf  eine  einzige, 
nämlich  diejenige  der  auh«ge/.eichneten  Kbene.  Man  erhält  die 
aligemeiuste  Congrueuz  von  der  hier  studirten  Beschaffenheit, 
indem  man  ^en  beliebigen  allgemeinen  Complex  o  und  einen 
beliebigen  speziellen  Complex  ß  wählt,  doch  so,  dass  der 
singuläre  Punkt  von  a  nicht  auf  der  singul&ren  fi^  von  ß 
gelegen  ist. 

11.  Ist  die  in  Nr.  6  definirte  Zahl  m  =  0,  so  wird  wegen 
Gleichung  (12)  die  Zahl  1  =  2,  d.  h.  die  Pfaff'schen  Aggregate 
.1,  sind  proportional.  Die  Complexc  der  Schaar  haben  also 
einen  gemeinsamen  singul&ren  Punkt  S,  und  es  gibt  zwei  im 
allgemeinen  yerschiedene  spezielle  Gomplexe,  die  der  Sehaar 
angehören,  und  deren  singuläre  /i,  beide  durch  S  gehen.  Sind 
5,  s'  diese  beiden  /i^,  und  bedeutet  a  einen  allgemeinen  Complex 
der  Schaar,  so  schneiden  alle  Geraden  von  f/,  die  mit  s  einen 
Punkt  gemein  luiben,  auch  die  Mannigfaltigkeit  s'  und  unige- 
kehrt, d.  h.  ,s  und  6  sind  liinsichtlich  des  Compiexes  a  conjugirt 
(Nr.  4  am  Schluss). 

Man  erhält  die  allgemeinste  in  Rede  stehende  Configuration, 

wenn  man  a  beliebig  wählt,  und  unter  ß  einen  speziellen 
Cc'iiiplex  versteht,  dessen  singuläre  diireh  den  singulären 
Funl\t  S  von  u  geht.  Wählt  m;ui  insbesontieic  •■ine  fi^  des 
Comfdexes  a  (Nr.  4),  dann  und  nur  dann  coincidiren  die  beiden 
speziellen  Complexe  der  Schaar  (a,  ß),  d.  h.  die  1 -reihigen 
Hauptunterdeterminanten  der  Matrix  (9)  werden  alle  mit  X* 
proportional. 

Durch  jede  Gerade  tj  einer  Congruen/  (u,  />),  für  die  m  =  0 
ist,  geht  im  nllgenieinen  (d.  Ii.  wenn  //  den  singulüreii  Punkt 
nicht  enthält)  eine  und  nur  eine  Congruenz-yU^,;  es  ist  dies 
diejenige  jn^,  die  g  mit  S  verbindet.  Dasselbe  gilt  für  jede 
Gerade,  die  S  enthältt  ohne  in  einer  der  beiden  singulären 
Mannigfaltigkeiten  s^$'  zu  liegen;  dagegen  ist  jede  in  s  oder 
^  gelegene  Gerade  auf  einfach  unendlich  vielen  Gongruenz-/i, 
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enthalten.  Ks  gibt  daher  im  gegenwärtigen  Fdl  zweifach 
unendlich  viele  Congmenz-/iy. 

12.  Terschwinden  in  der  Matrix  (9)  alle  Tierreihigen 

Determinanten  identisch,  so  sind  alle  Complexe  der  Schaar  (8) 
speziell,  und  die  linearen  (Th  icluniL^en  (11)  besitzen  o  i.ijsungen- 
sjsteme,  deren  Minimalgiadzaiiien  iunsiclitlich  X,  a  mit  w,,  m.^  w, 
bezeichnet  seien.  Sind  dann  die  i*Ilemente  der  Matrix  nicht 
proportional,  also  die  Complexe  a  und  ß  nicht  identisch,  80 
iblgt  aus  der  Theorie  der  Bilinearformen  ^)  die  Gleichung: 

5=2(»ij-}-m,-|-mJ  -h3. 

Man  hat  sonach  m,  s  mg  »  0,  mg  »  1,  d.  h.  die  linearen 
Gleichungen  (19)  haben  zwei  und  nur  zwei  Lösungen  tit^ 
gemein.  Die  Verbmdungslinie  der  Punkte  17,  C  werde  mit  g 
bezeichnet.  Die  oo  ^  singularen  /j^  der  Complexe  unserer  Schaar 
bilden  ein  Büschel  mit  der  Axe  g,  das  in  einer  /I3  gelegen  ist. 
Diese  letztere  it^  nennen  wir  die  ,siuguläre  Kbeiio  3/".  Da 
jede  ('ongruenz-//^  alle  äsini^ulnren  fj^  nach  je  einer  Cieradeu 
schneiden  muss  (Nr.  7),  so  gibt  es  zwei  Arten  von  Congruenz- 
fi^i  einmal  sämtliche  3-lach  unendlich  vielen  /i^,  die  in  M 
liegen,  sodann  die  zweifach  unendlich  vielen  die  die  Gerade 
g  enthalten.  Die  Oongruenz  ist  identisch  mit  dem  Inbegriff 
aller  Geraden,  die  entweder  g  schneiden  oder  in  M  liegen. 

Ist  ti{  »  0  die  Definitionsgleichung  der  Ebene  M,  so  ver- 
schwinden in  der  Matrix: 

(22)  .*-r^*'.», 


alle  4-reihigen  Haupt unteideterminanten  identisch,  und  M  ist 
die  einzige  Ebene  dieser  Eigenschaft. 

18.  Die  Sätze  der  vorigen  Nr.  lassen  sich  leicht  verall- 
gemeinern.   Wir  betrachten  die  r-gliedrige  Oongruenz  (r  >  2): 

(23)  L  1;  (A  a,*  -f  -f  . .  -I-  r  f  ,,)  I,  rj„  =  0 

und  nehmen  an,  dass  der  Rang  des  Schemas 
')  Vgl.  2.  b.  dieae  Berichte  1898,  pag.  874. 
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(24)  :  Aa«+..+Tert  i;  (»,jk=l,..5) 

gleich  zwei  sei.  Dann  sind  alle  Complexe  der  Schaar  (23) 
speziell;  von  den  singuliiren  fi^  der  Complexe  a,  /?,...  e 
schneiden  sicli  also  je  zwei  nacli  einer  Geraden.  Diese  r  —  l-fach 
unendlich  vielen  Mannigfaltigkeiten  haben  also  entweder 

a)  eine  Gerade  ^  gemein,  d.  h.  die  5  r  linearen  Gleichungen: 

(25)  i>  anh  =  0,  . . .      ^ik^t  =  0    (i  =  1, . .  5) 

besitzen  zwei  Losungen,  und  man  hat  r  »  3;  oder 

b)  sie  liegen  alle  in  einer  dreidimensionalen  linearen 
Mannigfaltigkeit  31,  der  ,siagulären  Ebene  der  Congruenz  (23)*, 
und  es  ist  r  =  3  oder  4. 

Iin  ersten  Fall  besteht  die  Congruenz  (a  ß  y)  aus  allen 
Geraden,  die  g  treffen;  es  gibt  zweifach  unendlich  viele  Con- 
gruenz-/i2^  die  alle  durch  g  gehen  und  mit  den  singularen  fi^ 
der  Complexe  (23)  identisch  sind.   Ist  im  Falle  b)  r     4,  so 

sind  die  Congruenzgeraden  mit  dem  Inbegriff  der  in  M  liegen- 
den Ueraden  identisch;  ist  aber  r  =  3,  schaben  die  .singuliiren 
der  Conijdexe  n.  y  einen  l'unkt  /'  i^eniein.  und  die  ('»»n- 
gruenz  setzt  sich  zusaninien  aus  allen  durch  J'  ^j^ehendeii  und 
allen  in  31  liegenden  Geraden;  unter  beiden  Annahmen  gibt  es 
dreifach  unendlich  viele  Congruenz-/i,,  nämlich  alle  in  M  ge- 
legenen fi^, 

Ist  im  Falle  b)  die  Ebene  M  durch  die  Gleichung  =  0 
definirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  «/ 

ein  verträgliches  System  linearer  Gleichungen,  indem  man  aus- 
drückt, dass  in  der  iVIatrix 

li       «*  ,0 

alle  4-reihigen  Hauptunterdeterminanten  identisch  yerschwinden, 
und  es  gibt  nur  ein  Wertsystem  Ui  dieser  Eigenschaft. 

Natürlich  folgt,  aus  der  Existenz  einer  Ebene  Ui  =  0, 
deren  sämtlielie  Gerade  den  ( 'omplcxen  a,  ^,  .  .  f  genügen,  auch 
umgekehi-t,  dass  der  iiaug  der  Matrix  (24)  gleich  zwei  ist. 
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Ist  der  Rang  der  Matrix  (24)  gleich  vier,  so  enthält  die 
Schaar  (23)  allgemeine  Coiuplexe.    £ine  Congruenz-/!, 

muss  alle  singularen  Punkte  dieser  Complexe  enthalten.  Soll 
also  fiberhaapt  eine  Oongruenz-/i,  ezistiren,  so  müssen  die 
singularen  Punkte  der  oo''~'  Complexe  entweder  auf  einer  fi^ 
liegen,  oder  eine  Gerade  erfüllen,  oder  endlich  alle  identisch 
sein;  wir  wollen  diese  Annahmen  der  Reihe  nach  besprechen. 

14.  Bezeichnet  man  ähnlich  wie  in  Nr.  6  mit 

Ai  =  i/^fi  -I-  r>g    + . . .  -f.       -f  Q^ii  A  -f- . . .  -f       ö  r 

das  Pfafi''sche  Aggregat,  dessen  Quadrat  gleich  ist  dem  durch 
Streichung  der  i^**  Zeile  und  Spalte  aus  (24)  entstehenden 
Minor,  so  ist  der  singulare  Punkt  des  Complezes  (23)  durch 
die  Gleichungen 

(26)  Qi4  =  Ä,  (i=l,..5) 

definirt,  worin  q  einen  ProportionalitStsfaktor  bedeutet. 

Damit  diese  Punkte  alle  einer  //^  angehören,  ist  notwendig 

und  liiim^ichend,  dass  alle  4-reihigen,  uiclit  aber  alle  3-reihigen 
Determinanten  der  Matrix: 

•     »    •  »  »  •  . 

(27)  1  r/;)  (/;]  . . .  ^^J'J  ' 

'i 

»         •        •  •  •     •  « 

verschwinden,  und  man  erhält  die  Definitionsgleichungen  dieser 
fif^  indem  man  obiger  Matrix  die  Spalte  f i  •  •  beifügt,  und 
aUe  4-reihigen  Determinanten  des  so  gebildeten  Schemas  Null 
setzt.  Damit  aber  diese  wirklich  eine  Gongruenz-^,  sei,  ist 
weiterhin  auszudrücken,  dass  sie  die  Complexe  a,  .  .  «  alle 
befriedigt  (Ni.  1). 

15.  Damit  die  singularen  Punkte  der  Complexe  (23)  eine 
Gerade  g  erfüllen,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  in  der 
Matrix  (27)  alle  dreireihigen,  aber  nicht  alle  zweireihigen  Unter- 
determinanten verschwinden.  Dann  reduciren  sich  die  quadrati- 
schen Formen  vi,  .  .  yl^  auf  nur  2  fanear  unabhängige,  d.  h.  die 
Formeln  (20)  können  auf  folgende  Gestalt  gebracht  werden: 
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(28)  eit^a,0  +  biW  (i=l,.,5), 

worin  0,  Wzwei  quadratische  Fonnen  der  r  Variabelti  A,  /i, . .  r, 
und  die  Of, ht  Oonstante  bedeuten.  Die  Determinanten  (tihk  —  Okh 
verschwinden  offenbar  nicht  alle,  da  sonst  die  singulären  Punkte 

der  Complexe  (23)  alle  identisch  wären. 

Deuten  wir  die  ^  .  .  t  filr  den  Augenblick  als  homogene 
Punktcoordinaten  in  einem  Kaiime  9ir-h  so  wird  durch  jeden 
Punkt  ^  dieses  Raums  ein  Compiex  der  Schaar  (23)  repräsentirt; 
dieser  ist  dann  und  nur  dann  speziell,  wenn  $  auf  der  Schnitt- 
mannigfaltigkeit der  beiden  Flachen: 

(29)  0  =  0,  "F^:  0 

liegt.  £s  seien  nun  jl,  /i, . .  r  und  X\  fji\  . .  t  zwei  Punkte  % 
des  9{r-t*  die  nicht  auf  der  Mannigfaltigkeit  (29)  liegen,  aber 
beide  der  Relation 

(80)  !^'=0 

genOgen,  worin  co  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Dann 
reprSsentiren  die  Punkte  %  ^  allgemeine  Complexe  C  der 
Schaar  (23)  mit  gemeinsamem  singuliren-  Punkt,  und  da  alle 
OD  ^  Complexe  der  durch  (£,  (S'  definirten  Congruenz  diesen 
singul&ren  Punkt  gemein  haben,  so  müssen  ihre  reprasentiren- 
den  Punkte  die  Relation  (30)  ebenfalls  erfüllen.  Enthält  also 
die  Fläche  (30)  zwei  Punkte  ^\  die  nicht  auf  der  Mannig- 
faltigkeii  (29)  gelegen  sind,  so  enthält  sie  auch  alle  Punkte 
ihrer  Verbindungslinie.  Daher  müssen  alle  quadratischen  Formen 
*P  —  CO  !F  in  je  zwei  Linearfaktoren  zerfallen,  und  dies  ist  nur 
möglich,  wenn  0,  selbst  und  infolge  dessen  auch  die  Pfaff- 
schen  Aggregate  ^Ij . .  il^  einen  Linearfaktor  L  gemein  haben. 
Durch  die  Relation 

a  X     b  ft  -\-  . .      e  T  ^  0 

wird  n\m  eine  in  der  Schaar  (23)  enthaltene  r  —  1-gliedrige 
Congruenz  definirt,  die  aus  lauter  spezielleu  Gomplexen  besteht; 
also  muss  jedenfalls  r<5  sein. 

16.  Es  sei  zuDÜclist  r  =  3.  Unter  a  verstehen  wir  dann 
einen  allgemeinen  Compiex,  unter  {ß^  y)  die  soeben  constatirte, 

lifOO.  Sitznn^Bb.  d.  inath.-pby8.  CU  27 
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aus  oc  ^  speziellen  Complexen  bestehende  Congruenz.  Ist  der 
singulare  Punkt  .S'  yod  a  nicht  auf  der  singularen  Ebene  M 
dieser  Congrucuz  gelegen,  so  kann  nach  Nr.  7  nur  die  die 
den  Punkt  S  mit  der  Schnittgeraden  g  der  beiden  singulären 
/ly  Ton  ß  und  y  yerbindet,  den  3  Complexen  a,  y  B^'^" 
zeitig  genfigen.  Damit  dies  der  Fall  aei,  ist  notwendig  und 
binreichend,  daas  die  Gerade  g  dem  Gomplex  a  angehöre. 

Liegt  dagegen  S  auf  3/,  so  gibt  es  nach  Nr.  4  einfach 
unendiicli  viele  in  M  gelegene  jutg,  die  alle  eine  Gerade  g  ent- 
halten und  dem  Complex  a,  aber  nach  Nr.  12  auch  <^<-n  Com- 
plexen ß  und  y  genfigen;  man  erkennt  auch  nach  Kr.  7  sofort, 
dass  es  keine  andern  /«,  der  Göngruenz  (a,  ß,  y)  geben  kann. 

Zweitens  machen  wir  (b'e  Annahme  r  =  4  und  bezeichnen 
wieder  mit  a  einen  allgemeineu,  mit  (/?,  v,  d)  die  Congruenz  der 
00  ^  speziellen  Compleze.  Haben  die  singulären  Mannigfaltig- 
keiten der  letzteren  eine  Gerade  (7  geraein  (Nr.  13),  und  genügt 
diese  dem  Complex  a,  so  befriedigt  die  fi^  (ß,  g)  und  nur  diese 
alle  4  gegebenen  Gomplexe.  Besitzt  d^pegen  die  0<mgruenz 
{ß,  y,  ö)  eine  singulüTe  Mannigfaltigkeit  M  (Kr.  13),  und  liegt 
S  auf  dieser,  so  gibt  es  wie  vorhin  ein  in  M  gelegenes  Btischel 
von  einfach  unendiicli  vielen  Mannigfaltigkciteu  u^,  die  unsere 
4  C()]n}>]<'xe  gleichzeitig  erfüllen.  In  allen  andern  Fällen 
existirt  Uberhaupt  keine  /i|  der  Congruenz  {a  ß  y  Ö), 

Unter  der  Annahme  r  =  h  endlich  muss  der  singulare 
Punkt  iSf  des  allgemeinen  Complexes  a  auf  der  singulären  Ebene 

3f  der  speziellen  Congruenz  {ß  y  <^  liegen,  wenn  es  Oberhaupt 
eine  //^  5-gliedrigen  Congruenz  (a  .  .  c)  geben  soll;  ist  diese 
Bedingung  erfüllt,  so  gibt  es  \s'w  in  den  früheren  Fällen  ein 
Büschel  von  einfach  unendlich  vielen  Congruenz-/iy. 

17.  Aus  der  vorigen  Kr.  folgt,  dass  unter  gewissen 
leicht  aufzustellenden  rationalen  Bedingungsgleich- 
ungen für  die  a,tißik-''  innerhalb  einer  zwei-  oder 

mehrglied  rigen  Congruenz  einlach  unendlich  viele 
( 'ongruenz-//^  existirm  können,  die  alle  in  einer  //, 
liegen  und  daselbst  ein  Büschel  mit  gemeinsamer  Axe 
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g  bilden;  diese  ^,  wollen  wir  dann  als  die  „ausgezeichnete 
Ebene''  der  Congruenz  (a,  ^, . . «)  bezeichnen. 

18.  Sind  die  in  Nr.  14  betrftcbteten  ' quadratischen  Formen 
..     proportional»  dann  und  nur  dann  haben  die  linearen 

Gleichungen 

(31)       J>a,*^*-.0,  S»A»f*=:0.. 

eine  Lösung«  die  Compleie  der  r-gliedrigen  Congruenz  (a,  /?,..«) 
liiithiii  den  singulüreii  Taiikt  gemein.  Es  sei  li^  eine  be- 
liebige ebene,  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  die  den 
Punkt  8  nicht  enthält.  Die  auf  gelegenen  Geraden  des 
Complexes  a  bilden  dann  einen  gewöhnlichen  i^g-Complex  a; 
ebenso  schneidet  ß  aus  dem  einen  gewöhnlichen  Linien- 
complex  aus,  etc.  Ist  g  eine  gemeinsame  Gterade  der  Gom- 
plexe  a\  . .  e ,  so  genUgt  die  /i,  (</,  S)  allen  Complexen  der 
Schaar  (a . .  e)«  und  umgekehrt  erhlUt  man  auf  diesem  Wege 
aucb  alle  //^  unserer  Congruenz;  die  Aufsucliuiig  dieser  letz- 
teren reducirt  sich  also  auf  die  Ermittelung  der  gemeinsamen 
Geraden  mehrerer  Liniencomplexe  im  gewöhnlicheu  Kaum. 

Die  Congruenz  (a,  ß, . .  e)  setzt  sich  unter  der  gemachten 
Annahme  zusammen  aus  den  Geraden,  die  durch  S  gehen,  und 
aus  den  Geraden,  die  in  den  soeben  definirten  Oongruenz-/i, 
gelegen  sind. 

19.  Eine  zweigliedrige  Congruenz  besteht  aus  oo  *  Ge- 
raden; durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  B^,  der  nicht  auf 
der  siugulären  ^  eines  in  der  Congruenz  enthaltenen  spezieilen 
Complexes  gelegen  ist  oder  mit  dem  singularen  Punkt  eines 
der  Complexe  der  Schaar  zusammenfallt,  geht  ein  lineares 
Bflschel  roa  Congruenzgeraden;  hat  P  eine  der  ang^benen 
besonderen  Lagen,  so  gehen  durch  ihn  oo^  Congruenzgeraden. 
Ist  P  gemeinsamer  singulSrer  Punkt  aller  allgemeinen  Com- 
plexe  der  Schaar,  oder  ?.ind  die  oo  *  Coni])lexe  alle  speziell  und 
liegt  P  auf  der  gemeinsamen  Schnittgeradeu  ihrer  singulüren 
Mannigfaltigkeiten,  so  sind  alle  durch  P  gehenden  Geraden  in 
der  Congruenz  enthalten. 

Eine  dreigliedrige  Congruenz  (a  ß  y)  besteht  im  allgemeinen 

27* 
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aus  oo '  Geraden,  vou  denen  eine  und  nur  eine  durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  des  geht.  Sollen  oc  ♦  Congruenz- 
gerade  vorbanden  sein,  so  köDtien  diese  erstens  eine  dreifach 
ausgedehnte,  notwendig  lineare  Punktmannigfaltigkeit  M  er- 
füllen; dann  sind  alle  Complexe  der  Schaar  spesiell,  und  M 
ist  ihre  singulare  Mannigfaltigkeit  (Nr.  13).  Zweitens  aber 
können  die  oo*  Gongruenzgeraden  den  Raum  erfüllen,  und 
es  geht  dann  durch  jeden  Punkt  P  ein  lineares  Büschel  Ton 
Qc^  CongriR'iizgeraden,  mit  aiKlcrn  Worten:  Bedeuten  .  . 
die  ("oordinaten  von  P,  so  reducireu  sich  die  drei  linearen 
Gleichungen : 

auf  nur  2  linear  unabhängige.  FUr  jedes  Wertsystem  ^If-Vt 
gibt  es  also  drei  Grössen     q\  q\  die  nicht  alle  verschwinden 

und  die  Relationen 

2>te«rt  +  e'A*4-e'ya)i?*«0  (i=i..5) 

erftillen;  d.  h.  jeder  Punkt  des  ist  entweder  auf  der  singu- 
lUren  eines  speziellen  Comp  lex  es  der  Schaar  (a  ß  y)  gelegen, 
oder  mit  dem  singulären  Punkte  eines  Complexes  der  Schaar 
identisch.  Diese  Schaar  muss  also  aus  oo'  speziellen  Complexen 
bestehen,  da  sonst  die  singulären  bczw.  Punkte  der  oo*  Com- 
plexe nicht  den  ganzen  Raum       erfüllen  könnten. 

Die  singulären  /<,  der  oo'  speziellen  Complexe  mOssen 
femer  eine  Clerade  g  gemein  haben.  Liegt  eine  solche  Con- 
gruenz  vor,  so  geht  in  der  That  durch  jeden  Punkt  P  ein 
lineares  Büschel  von  Gongruenzgeraden,  bestehend  aus  den  Ge- 
raden, die  (j  schneiden. 

Da  durch  oine  gegebene  Gerade  g  nur  drei  linear  unab- 
häninir '  /i,  hindurchgehen,  so  schliesson  wir: 

ist  eine  Oongriionz  mehr  als  dreigliedrig,  so  kann 
durch  einen  beliebigen  Punkt  des  hdchstens  eine 
Gerade  der  Congruenz  hindurchgehen. 

Soll  also  eine  4-gliedrige  Congruenz  oo*  Geraden  enthalten, 
80  erfüllen  diese  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  j9f ;  die  oo  *  Com- 
plexe der  Schaar  sind  speziell,  J/ist  ihre  singulare  Ebene  (Nr.  13). 
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Eine  mehr  als  4-^Mi(  (irige  Gongruenz  kann  aus 
höchstens  oo^  Geraden  bestehen. 

20.  Soll  durch  jt den  Punkt  des  i^^  mindestens  eine  Ge- 
rade der  vierglicdrigen  Congruenz  (^i  ß  y  d)  hindurchgehen, 

so  schliesst  mau  uus  der  Thutüache,  duss  die  vier  linearen 
Gleichungen 

Ü  iL  a*»  »?fc  ^/  =  0  . .      i;  iji$iz={) 

fdr  jedes  Wertsystem  fj  linear  abhängig  sind,  genau  wie  in  der 
▼origen  Nr.,  dass  die  Cong^enz  ao*  spezielle  Compleze  ent- 
halten niuss.  Sie  kann  nun  nicht  aus  oo  *  speziellen  Complexen 

bestehen,  da  in  diesem  Füll  mir  durch  Punkte  der  singuiären 
Ebene  (Nr.  13),  nicht  über  durch  einen  beliebigen  Ranmpunkt, 
Gongruenzgerade  gingen.  Also  sind  die  aus  den  jbUcmenteu 
der  Matrix: 

gebildeten  Pia£t'schen  Aggregate      .  ,      (Nr.  14)  entweder: 

a)  proportional,  und  unsere  Gongruenz  besteht  aus  allen 
od'  Geraden,  die  den  gemeinsamen  singul&ren  Punkt  S  der 
Complexe  unserer  Schaar  enthalten,  oder 

b)  die  At  haben  einen  m  l  q  linearen  homogenen  Paktor 
Jj  cfemein.  Die  durch  diu  lielation  L  =  0  definirtu  x  '-Schaar 
von  speziellen  Coniplexon  kann  ferner  keine  singtiläre  Ebene 
besitzen,  da  sonst  der  singuläre  Punkt  eines  jeden  in  der  tJchaar 
(a  ß  y  d)  enthaltenen  allgemeinen  Gomplezes  nach  Nr.  13  iden- 
tisch sein  mlisste  mit  dem  gemeinsamen  Schnittpunkt  der 
singuiären  Mannigfaltigkeiten  jener  oo^  speziellen  Gompleze, 
also  wiederum  die  Annahme  a)  vorläge;  die  singuiären 
unserer  oo*  speziellen  Complexe  haben  also  eine  Ge- 
rade ff  gemein. 

Umgekehrt,  wiWAi  man  im  I^^  eine  Gerade  g  beliebi<^^  .so 
gehen  durch  sie  drei  linear  unabhiingige  ii.,:  d'w  durch  diese 
bestimmten  spezieilen  Complexe  nennen  wir  />',  d.  Ist  dann 
a  ein  beliebiger  allgemeiner  Gomplex,  dessen  singulärer  Punkt 
8  nicht  auf  g  liegt,  so  erhält  man  die  allgemeinste  viergliedrigo 
Gongruenz  von  der  Art  b).   Durch  jeden  Punkt  des  geht 
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jetzt  in  der  That  eine  und  im  allgemeinen  nur  eine  Gerade 
der  Congruenz  {a  ß  y  d);  die  letztere  besteht  aus  Geraden, 
die  alle  die  Gerade  g  schneiden. 

21.  Wenn  eine  5-  oder  6-gliedrige  Congruenz  die 
Eigenschaft  besitzen  soll,  dass  durch  einen  beliebigen 
Raumpunkt  eine  Congruenzgerade  geht,  so  müssen  alle 
ihre  Complexe  den  singulären  Punkt  S,  die  linearen 
Gleichungen  (25)  also  eine  Lösung  gemein  haben. 

In  der  That,  bezeichnen  wir  die  betrachtete  funfgliedrige 
Congruenz  mit  {a  ß  y  6  c),  und  gehört  die  viergliedrige  Con- 
gruenz (a  ß  y  d)  zu  dem  vorhin  mit  a)  bezeichneten  Typus,  so 
muss  der  singulare  Punkt  von  e  mit  dem  gemeinsamen  singu- 
lären Punkt  S  der  Complexe  a,  /?,  d  übereinstimmen,  da  ja 
der  Annahme  nach  alle  durch  S  gehenden  Geraden  auch  in  e 
enthalten  sind. 

Ist  aber  die  Congruenz  (a  ß  y  d)  von  der  Art  b)  (Nr.  20), 
und  verstehen  wir  unter  (ß  y  d)  wie  vorhin  die  aus  oo  *  speziellen 
Complexen  bestehende  Congruenz,  unter  a,  e  allgemeine  Com- 
plexe, so  wird  die  Gerade  g  der  Nr.  20  von  allen  oo '  Geraden 
der  Congruenz  (a .  .  e)  geschnitten,  also  müssen  durch  jeden 
Punkt  P  von  g  zweifach  unendlich  viele  Geraden  der  Congruenz 
{aß..  £),  also  auch  der  Congruenz  (a  e)  hindurchgehen,  d.  h.  für 
jeden  auf  g  gelegenen  Punkt  rj  reduciren  sich  die  2  linearen 
Gleichungen 

£  S  «1*  »?jk  h  =  0,22  fi*  »?k  ^1  =  0 

auf  eine  einzige;  ein  beliebiger  Punkt  P  von  g  ist  also 
entweder 

1)  mit  dem  singulären  Punkt  eines  allgemeinen  Complexes 
a  der  Schaar  (a  e)  identisch,  oder 

2)  auf  der  singulären  Mannigfaltigkeit  eines  in  der  Schaar 
(a  e)  enthaltenen  speziellen  Complexes  e  gelegen. 

Im  Falle  1)  besitzt  die  Congruenz  {aß  y  den  gemein- 
samen singulären  Punkt  P,  und  wir  kommen  auf  den  Fall 
zurück,  der  zu  Anfang  dieser  Nr.  erledigt  wurde.  Da  es 
femer  in  der  Congruenz  (a  t)  nicht  x  ^  spezielle  Complexe  gibt, 
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80  w&re  unter  der  Voraussetzung  2)  die  ganze  Gerade  g  auf 
der  fiingulSren  Mannigfaltigkeit  eines  speziellen  Oomplexes 

gelegen;  e  wäre  also  einei*seits  in  der  Congiueiiz  {ß  y  6), 
andererseits  in  der  Congruenz  (a  e)  enthalten,  was  mit  der 
linearen  Lnabhäiigigkeit  unserer  5  Complexe  imverträglich  ist. 

Da  es  ferner  nach  Nr.  18  nicht  mehr  als  6  linear  unab- 
hängige Complexe  mit  gemeinschaftlichem  singularen  Punkt 
geben  kann,  so  ezistiren  fttr  eine  mehr  als  sechsgliedrige 
Congruenz  höchstens  oo'  Raumpunkte,  durch  welche 
Congruenzgeraden  hindurchgehen. 

22.  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Frage  erörtern,  unter 
welchen  Bedingungen  eine  mehr  als  dreigliedrige  ron^nuenz 
dreü'ach  unendlich  viele  Geraden  enthält.  Der  Fall,  dass  diese 
Geraden  den  ganzen  Raum  durchziehen,  wurde  in  den 
beiden  vorhergehenden  Artikeln  erledigt.  Es  bleibt  also  nur 
noch  die  Möglichkeit  zu  diskutiren,  dass  die  oo*  Congruenz- 
geraden eine  dreifach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit,  d.  h. 
also  eine  «Fläche*  M  erRlllen.  Durch  jeden  Punkt  P  Ton  M 
geht  nun  der  Annahme  nach  ein  System  von  oo  ^  Geraden,  die 
auf  M  gelegen  sind  und  ein  lineares  Büschel  bilden,  d.  h.  in 
einer  durch  P  gehenden  und  auf  M  liegenden  zweifach  aus- 
gedehnten ebenen  Mannigfaltigkeit  n  enthalten  sind. 

Es  sind  nun  mindestens  oo  ^  solcher  Mannigfaltigkeiten  n 
Torhanden;  gibt  es  deren  weniger  als  oo*,  so  müssen  umge- 
kehrt jeder  Mannigfaltigkeit  n  mindestens  oo  ^  auf  ihr  liegende 
Punkte  P  zugewiesen  sein,  in  dem  Sinne,  dass  alle  durch  einen 
solchen  Punkt  gehenden  und  auf  n  liegenden  Geraden  unserer 
Congruenz  angehören.  Dann  aber  sind  alle  Geraden,  die  in  n 
liegen,  Congruenzgerade ;  mithin  existiren  einlacii  unendlich 
viele  Congruenz-^j,  und  wir  kommen  auf  die  in  Nr.  16  studirten 
Fälle  zurück.  Unter  den  dort  angegebenen  Bedingungen  gibt 
es  in  der  That  einfach  unendlich  viele  Congnienz-jU|,  die  ein 
Bflschel  mit  gemeinsamer  Axe  g  bilden  und  in  der  »ausge- 
zeichneten  Ebene  gelegen  sind,  und  infolge  dessen  auch 
00 '  Congruenzgerade,  die  in  M  liegen  und  einen  speziellen 
i^-Complex  mit  der  Direktrix  g  darstellen. 
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Gibt  es  dreifach  uaendlich  viele  MannigfftltigkeiteiL  so 
ist  die  Flftche  Jf  oflenbar  wiederum  eine  Ebene,  und  die  oo* 
Geraden  der  Gongruens  bilden  innerhalb  derselben  einen  all- 
gemeinen linearen  itj-Complex.    Die  Bilinearformen 

S     5  5     5  5  5 

(32)      X  2j  Oik 1?**         ßtkitfjt*  *  *  L  X)  eik 9lk 

II  11  II 

reduoiren  sich  also,  wenn  die  £bene  Jf  durch  die  Gleichung 
0  dargestellt  wird,  Termöge  dieser  Gleichung  und  der 
dazu  congruenten     «  0  auf  nur  eine  einsige  Bilinearform  in 

4  Variabeinpaaren.  Durch  Bildung  geeigneter  Linearcombi- 
nationeu  kann  man  insbesondere  erreichen,  das.s  alle  Bilinear- 
formen (32)  mit  AustklIiiiic  der  ersten  vermfio-f  =  0.  ff ,^  =  0 
identisch  verschwinden.  Dann  sind  aber  alle  Coraplexe  der 
Schaar  (ß  .  .  f)  speziell  und  besitzen  die  singulare  Mannigfaltig- 
keit M  (Nr.  13).  Indem  wir  diese  Satze  zusanunenfasaen,  ge- 
langen wir  zu  dem  Resultat: 

Damit  eine  r-gliedrige  Congruenz  aus  dreifach 

unendlich  vielen  Geraden  bestehe,  ohne  dass  durch 
jeden  Punkt  des  eine  dieser  Geraden  hindurchgebt, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  r  =s  4  oder  5  sei, 
dass  ferner  die  Pfaff'schen  Aggregate  ^1,  . .  einen 
Linearfaktor  L  gemein  haben,  dass  endlich  im  Falle 
r  »  4  die  durch  L  =  0  definirte  spezielle  Congruenz 
eine  singulare  Ebene  besitze. 

Aus  dieser  und  den  beiden  vorhergehenden  Nummern 

folgt  femer: 

Eine  vier-  oder  mehrgliedrige  Congruenz  kann 
höchstens  zweifach  unendlich  viele  Geraden  enthalten, 
ausser  wenn  die  Pfaff*8chen  Aggregate  A^,,A^  pro- 
portional sind  oder  einen  Linearfaktor  gemein  haben, 
oder  identisch  verschwinden.  In  den  beiden  ersten 
Fällen  besteht  die  Congruenz  aus  oo*,  in  dem  zuletzt 
genannten  Fall  aus  x*  Geraden. 
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II.  Beduction  der  n  —  ö-gliedrigen  Pfa£P'scheii  Systeme 

joit  n  Yer&nderlichen. 

23.  Die  Theorie  des  linearen  Ä^-Complexes  soll  uns  nun 
zur  Beantwortung  folgender  Frage  dienen: 

Welches  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  dafür,  dass  ein  n  —  Ö-gliedriges  Pfaff- 
sches  System  in  n  Variabeln 


(33)    da^k=^^€ttk{x^x^.,x^)dXi  (Ä=  l,..n  — 5) 

sit  h  auf  eine  Form  mit  nur  n — 5 Differential- 
elementen 


unabhängig  sind? 

Die  Thatsache,  dass  das  vorgrUgte  System  (33)  in  der 
Form  (34)  geschrieben  werden  kann,  ist  nach  Nr.  2  meiner 
früheren  Arbeit^)  mit  der  andern  äquivalent,  dass  vermöge  der 
Relationen 


6 


bringen  lasse,  worin  die  Funktionen 


sämtliche  Biliuearformen  der  Schaar: 


ä      5  5 


(36) 


1    1  1 


identisch  verschwinden;  dabei  ist  gesetzt: 


■)  Dieee  Berichte  1900,  pag.  276. 
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9  f  9  f 

a,kk  ^  —  Ofc.A  ^  Ä4akh  —  Äk  a^A, 

und  die  ^1 . .  A„_ö  bedeuten  willkürliche  Parameter. 

Damit  also  eine  Darstellung  (34)  möglieh  sei,  ist  not- 
wendig und  liinreichend: 

1)  daas  ttberliaupt  wenigstens  ein  System  Ton  g  con« 

gruenten  Belationenpaaren 

««  »yi  +  ..  +  tt#8»?6«»0 

existire,  veriiutgc  deren  die  sämtlichen  Bilinearloriuen  der  iSchaar 

(36)  identisch  verschwinden; 

2)  dass  sieh  unter  den  so  definirten  ^gliedrigen  Relationen- 
systemen 

(37)  Uii  dxi  4-  Wi2       4"  •  •  +  ***6  ^^'9  =  ö    (i  =  1  . .  o) 

wenigstens  eines  derart  auswählen  lasse,  dass  die  Pfaff'schen 
Gleichungen  (33)  und  (37)  zusammen  ein  »  —  5  +  ^gliediiges 
unbeschränkt  integrables  System  bilden. 

Mit  X  bezeichnen  wir  fortan  immer  den  ^Charakter*  des 

Pfaff'schen  Systems  (33),  d.  i.  den  Rang  der  aus  10  Spalten 
und  n  —  5  Zeilen  bestehenden  Matrix 


(38) 


^181  ^182 


a 


45S 


also  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Complexe  in  der 
Schaar  (36);  femer  mit  2o  den  Hang  der  altemirenden  5- 
zeiligen  Matrix 

(39)  S*A*a,fcAi|   (i, 5), 

d.  h.  die  Ordnung  der  hdchsten  in  dieser  Matrix  enthaltenen 
Hauptunterdeterminantenf  die  nicht  für  jedes  beliebige  Wert- 
system    . ,  Xn-,     '  -  ^»-6  verschwinden. 
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Da  für  die  oh&i  definirte  Zahl  q  nur  die  Werte  1,  2,  3 
in  Betracht  kommen,  so  unterBUchon  wir  znniohsfe  die  An- 
nahme ^  1. 

24.  Damit  das  gegebt  ne  Pfaff'sche  System  (33)  auf  die  Form: 
(40)  dfi^j^F^dfi   (Ä  =  l...»  — 6) 

gebracht  werden  könne,  ist  zmuichst  notwendig,  da.s.s  :^  o  =  2 
also  alle  Complexe  der  Schaar  (3())  spezieil  seien.    Ist  überdies 
X  =  1,  so  kann,  wie  ich  früher  gezeigt  habe*),  das  gegebene 
Pfaff'sche  System  immer,  und  zwar  auf  unendlich  Tiele  Arten, 
in  die  Form  (40)  umgesetzt  werden. 

bt  aber  9f  =  2,  ao  besitzt  nach  Nr.  18  die  Complezschaar 
(86)  eine  singulare  Ebene,  die  durch  die  Relation 

dargestellt  werde,  und  das  Belationenpaar  0,  u^^O  ist 
das  einzige,  vermöge  dessen  alle  Bilinearfonnen  der  Schaar 

(36)  identisch  null  sind.  Zur  Existenz  einer  reducirten  Form 
(40)  iät  jetzt  notwendig  und  hinreichend,  dass  das  Ffaff'sche 
System 


(42) 


dxi^  =  S«  a,A  dxi   (Ä  ÄS  1 , ,  n  —  5) 


u,  dx^  -|-  . .  -|-  «5  dx^  «  0 

iiniieschränkt  integrabel  sei,  mit  andern  Worten,  dass  in  der 
Matrix: 


(43) 


0  t*,, 
0 


■  • 

0 


'5  ' 


ti.  0 


alle  4-reihigen  Hauptunterdeterminanten  verschwinden.  Die  iig 
bedeuten  dabei  leicht  zu  bildende  rationale  Funktionen  der 
Gidssen  o^ia« 


>)  Dieae  Berichte  1900,  pag.  275. 
Ldpsiger  Berichte  1898,  pag.  207. 
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Ist  X  =  3,  so  besitzt  lit-  CorijG^ueüz  (36)  eine  singulare 
Ebene  (41)  oder  nicht,  je  uaclidem  die  5  (n  —  5)  linearen 
Gleichungen 

(44)  1>«,mI»=0   (»=1...5;  *=l..n-5) 

I 

eine  enudge  oder  sw«i  linear  nnabhingige  Losungen  zulaasen, 
je  nachdem  alao  die  5  (n  —  o)-spaltige  und  5-zeilige  Matrix, 
die  durch  Nebeneinandersetzen  der  n  —  5  altemirenden  ftinf- 

zeüigen  SclRUiata  n,ki  ,  00,2  »  etc.  entsteht,  den  Ranir  4 
oder  den  Rang  3  hat.  Nur  im  erstereu  Fall  ist  eine  Darstel- 
lung (40)  möglich,  uml  zwar  ist  dazu  weiterhin  notwendig  {und 
hinreichend),  dass  in  der  Matrix  (43)  wiederum  alle  Tierreihigen 
Hauptunterdeterminanten  Null  aind. 

Im  Falle  x  b  4,  2  o  =  2  endlich  gibt  es  immer  eine 
singulSre  Ebene  (41),  und  man  erhfUt  für  die  HdgHchkeit  einer 
reducirten  Form  (40)  dieselben  Bedingungen  wie  soeben. 

25.  Wir  diskutiren  nunmehr  die  Bedingungen  dafür,  dass 
das  vorgelegte  n  —  5-gliedrige  Pfaff'sche  System  (SS)  in  der 
norm 

(45)  dfi^,  =  I'u,Ufii-Fudti   (Ä=l,..»  — 5) 

geschrieben  werden  kann,  und  zwar  werde  zunfichst  2  a  »  2 
angenommen. 

Unter  der  Voraussetzunt?  y.  =  l  ist  nach  dem  Anfang  der 
vorigen  Nr.  eine  Darstellung  {i^))  immer  in  dem  Sinne  möglich, 
dass  die  Funktion      ganz  beliel)ig  gewählt  werden  kann. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  die  Annahme  x  =  S  oder  4, 
und  fügen  im  ersten  Fall  noch  ausdrücklich  die  Bedingung 
hinzu,  dass  die  Gongruenz  (36)  eine  singulare  Ebene  besitze 
(was  für  X  SB  4  immer  stattfindet).  Diese  Ebene  werde  durch 
die  Gleichung  (41)  dargestellt.  Ist  dann  das  Pfaff'sche  System 
(42)  unbeschränkt  integrabel,  und  bedeutet  eine  willkürliche 
Funktion  von  .  .  x»,  so  bilden  die  Gleichungen  (42)  zu- 
sammen mit  (lf^  =  0  ebenfalls  ein  unbeschränkt  integrables 
n  —  S-gUedriges  System,  und  man  schliesst,  dass  für  das  vor- 
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gelegte  n  —  5-gIiedrige  System  (83)  unbegrenzt  viele  Darstel- 
lungen (45)  existiren,  in  denen  /*,  willkürlich  gewählt  werden 
kann,  worauf  die  übrigen  Funktionen  fi  auf  eine  und  wesent- 
lich nur  eine  Weise  beeümmt  sind. 

Ist  das  Ffaff *sche  STStem  (42)  nicht  unbesehrSakt  integrabelt 
so  schreiben  wir  es  in  der  Varm: 

(46)  dx4^  =  biMdXi']r  ..-^b^dw^    (Ä  — 1..»  — 4), 
Selsen  wir  dann: 

B.f^^{+^l,.-^  (i  =  1...4). 

h,kt  =  —  hkfi  =  Bi  hki  —  JBjt  hiiy 

8o  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  bilinearen  Formen 
des  Systems 

4  4 

(47)  Xi>^  biuUi       (/=!,..  »-4) 

I  1 

gleich  eins;  denn  verjiutge  der  Relation  (41)  und  der  dazu 
congruenten  verstdi winden  alle  Bilinearformen  der  Schaar  (3ö) 
identisch.    Also  hat  man  Identitäten  der  Form: 

hiut  =  Qi  hfk\    (i  =s  2, 3, . . »  —  4), 

und  der  Kang  der  Matrix 

(48)  II  (t,*  =  l,2,3,4) 

ist  gleich  4  oder  2,  je  nachdem  derjenige  der  Matrix  (43) 
gleich  6  oder  4  ist. 

Soll  nun  für  das  ursprünglich  vorgelegte  n  —  5-gliedrige 
Pfaff^sche  System  eine  Darstellung  (46)  existiren,  so  müssen 
nach  Kr.  28  die  Relationen 

5  s 

(49)  ÄJ,  •  ^.  =  0;      A,f^ .    =  0 

eine  Congruenz-/ij  der  Complexschaar  (r^6)  darstellen,  also  mit 
den  congruenten  Relationen  zusaaimea  alle  Bilinearformen  (36) 
anulliren.  Da  aber  nach  Nr.  13  jede  Congnienz-f/j  in  der 
singulären  Ebene  der  Cougruenz  (36)  enthalten  ist,  so  muss 
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ti;  —  0  eine  Folge  des  Oleich ungspaares  (49)  sein.  Mit  Rück» 
äicht  auf  die  Termöge  (3S)  bestellende  Identität 

rnuss  alflo  auch  das  Pfaff'sche  System  (42)  durch  die  Beiationen 

befriedigt  werden. 

Kann  also  das  n  —  5-gliedrige  System  (33)  auf  die  Form 
(45)  gebracht  werden,  so  ISsst  ach  das  n  —  4-gliedrige  System 

(42)  m  der  Gestalt: 

(60)  rfA+.-*»«iA  (A-l,..»-4) 

schreiben,  und  offenbar  gilt  auch  die  Umkehruiig  dieses  Satzes. 
Damit  sich  aber  das  System  (4ii)  auf  die  angegebene  Gestalt 
reduciren  lasse,  ist  nach  meiner  früheren  Arbeit*)  notwendig 
und  hinreichend,  dass  der  Jiang  der  Matrix  (48)  gleich  2  sei, 
und  es  folgt: 

Ist  2o  2,  »  »  8  und  besitzt  die  Oongruenz  (36) 
eine  singulSre  Ebene,  oder  ist  2o=»2,  9e»4,  so  ISsst 

sich  das  gegebene  n  —  5-gliedrige  Pfaff'sche  System 
dann  und  nur  dann  auf  n  —  3  Tornio  reduciren,  wenn 
die  6-reihige  aiternirende  Determinante  (43)  identisch 
▼erschwindet;  es  gibt  dann  unbegrenzt  yiele  Darstel- 
lungen der  geforderten  Beschaffenheit. 

26.  üm  die  Toraussetsung  ^»2,  2osas2  ToUständig  zu 

erledigen,  bleiben  nur  noch  die  Annahmen  x  =  2,  x  =  3  zu 
(iiskutiren,  letztere  für  den  Fall,  djuss  keine  singuläre  Ebene 
existirt.  In  beiden  Fällen  haben  die  singuliiren  /i,  der  <  om- 
piexe  unserer  Schaar  (36)  eine  Gerade  und  mithin  die 
linearen  Gleichungen  (44)  zwei  Lösungen  ^,  ^'  gemein,  d.  h.  das 
Pfaff'sche  System  (33)  gestattet^)  die  beiden  unabhängigen  in- 
finitesimalen  Transformationen 


^)  Leipziger  Berichte  1898»  pag.  207. 
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und  die  Gleichungen  X'  /  =  0,  X"  f  =  0  bilden  ein  awei- 
gliedriges  voUstÖndiges  System  mit  n^2  Integralen  y,, . .  ^«-2. 
Führt  man  diese  nebst  zwei  beliebigen  andern  Funktionen  als 
neue  Yambeln  in  das  Sjatem  (33)  ein,  ao  Tenrandelt  nch 
letsieres  in  ein  P&ff^eches  System,  des  nur  mehr  die  Variahdn 
y  enthält,  ako  die  Form 

s 

(51)  d  ya+A  =  2'  Cn  {y^ . .  y^^g)  Jy,    (ä  =  I . .  n  ~  5) 

annimmt.  Wir  fügen  diesem  System  zwei  beliebige  Gleichungen 

(52)  dy,:dy^:dy^^  0,10^:0^ 

hinzu,  worin  die  0  irgend  welche  Funktionen  der  ff  bedeuten; 
stellen  dann  die  Relationen 

(53)  Sf^*  (yj . .  y„_i)  =  Const.   (i«!,..»  — 8) 

die  allgemeinen  Integralgleicliungen  des  simultanen  Systems 
(51)  (52)  dar,  so  kann  das  System  (51)  in  der  Form 

geschrieben  werden,  und  man  erhält  für  das  ursprflngliche 
System  (33)  eine  Darstellung  mit  n  —  3  Termen,  indem  man 
in  die  !F  statt  der  y  wieder  die  Variabein  x  einführt  und  fi 
statt  Wt  schreibt. 

Im  Falle  x  =  erliillt  man  durch  diese  Metbode  alle  über- 
haupt möglichen  Darstellungen  (45).  Denn  ist  (45)  eine  solche 
reducirte  Form,  so  stellen  die  Relationen  (49)  eine  Congruenz- 
^  dar;  da  aber  nach  Nr.  13  jede  Congruenz-/!,  durch  die  Ge- 
rade g  geht,  so  muss  man  auch  haben: 

S<^A-^;  =  o,  i;.^/k.^;  =  ü  (Ä  =  i,2), 

iiulIuii  genügen  /,  und  /g  dem  vollständigen  System  X'f=0, 
X"  f  =  0.  Aus  der  Gleich Ijerechtigung  der  n  —  3  Funktionen 
/,•  toigt  sonach,  dass  alle  diese  Funktionen  von  y,  .  .  y„-2  allein 
abhängen,  dass  also  die  Gleichungen  fi  =  const.  eine  Schaar  Ton 
00**^'  Integralcuryen  des  Pfaff 'sehen  Systems  (51)  definiren. 
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Für  X  =  2  abor  pxistirt  noch  eine  zweite  Kategorie 
reducirter  Formen  mit  n  —  '.\  Termen,  entsprechend  der  Tiiat- 
sache,  dass  es  in  diesem  Fall  noch  eine  zweite  Art  von  Con- 
gruenz-/i,  gibt,  diejenigen  nämlich,  die  ohne  die  Gerade  g  zu 
eathalten  auf  der  singulüren  £bene  =  0  der  Congruenz  ge- 
legen sind*  Man  erkennt  nämlich  leicht^  dass  die  6-reihige 
Determinante  (43)  in  diesem  FaU  identisch  verschwindet  (vgl 
die  vorige  Nr.). 

27.  Bei  der  Aufstellung  der  Bedingungen  dafür,  dass  da^^ 
Pfaff^sche  System  (33)  sich  unter  der  Annahme  2^  =  4  aul 
eine  reducirte  Form  mit  n  —  3  DifferentialeLementen  bringen 
lasse,  können  wir  wiederum  den  FaU  x  »  1  von  ▼omeher^^in 
auascheiden;  denn  unter  dieser  Voranssetkung  gibt  es  unendUch 
viele  Darstellungen 

die  durch  Integration  simultaner  Systeme  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen gefunden  werden^)* 

Ist  9c'^2f  so  existirt  nach  den  Artikeln  8^11  und  14 — 18 
entweder  überhaupt  keine  /^j,  die  sämtlichen  Complexen  der 
Congruenz  (36)  genügt,  oder  es  findet  einer  der  3  folgenden 
Fälle  statt: 

a)  Es  gibt  eine  und  nur  eine  Congruenz-/!,,  die  durch 
2  Gleichungen  der  Form 

5  5 

(54)  JiA*-^*  =  0,  E/m;^*«0 

I  I 

repräsentirt  wird,  wohn  die  /<,  /i'  gewisse  leicht  zu  bildende 
rationale  Funktionen  der  a^i  bedeuten. 

b)  Die  Congruenz  (36)  besitzt  eine  »auagezeidinete  Ebene*: 

(55)  M|s^^-..  +  %^,=o, 

worin  die  fi  rationale  Funktionen  der  o^ki  bedeuten,  nnd  es  gibt 
einfach  unendlich  viele  Congruenz-/i|,  die  alle  in  dieser  Ebene 
liegen  und  ein  Büschel  mit  der  Aze  g  bilden. 

Leipziger  Behcbte  1898,  pag.  217  ff. 
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c)  Die  Compleze  der  Schaar  (36)  baben  den  singulären 
Punkt  P  gemein,  und  die  (ftlr  x^4  stets  vorhandenen)  Con- 
gruenz-/ig  gehen  alle  durch  P. 

Für  jeden  dieser  3  Fülle  existireii  iiricli  tlen  citirten  Artikeln 
mehrere  Altomativen,  deren  jede  durch  ein  System  rationaler 
liedingung:>gleichungen  zwischen  den  anti  charakteri.sirt  ist. 
Damit  für  das  vorgelegte  Ptaif 'sehe  System  eine  reducirte  Form 
mit  n  —  3  Termen  existire,  ist  notwendig,  dass  einer  dieser 
3  Fälle  realisirt  sei.  Dazu  treten  die  sogleich  aufeustellenden 
Integrabilitätabedingungen. 

28.  Im  Fülle  a)  ist  eine  Darstellun«r  (1.'))  dann  und  nur 
dann  möglich,  wenn  das  Pfafl''sche  Sybteiu  (iiii)  zusammen  mit 
den  Gleichungen  ^tdx  —  0,  fi'dx  =  0  ein  n  —  3-gIiednges  uube- 
schriuikt  integrables  System  bildet. 

Unter  der  Annahme  b)  ist,  wie  man  durch  die  Scliluss- 
weise  der  Nr*  25  erkennt,  eine  reducirte  Form  (45)  dann  und 
nur  dann  herstellbar,  wenn  das  Pfaff'sche  System 

i  ^ 

(56)  äx:^k^l^<i»kdXi   (Ä  — 1..»  — 5) 

auf  die  Form 

(57)  dU^^Fi^dU  (Ä«1.2,..n-4) 

gebracht  \Yerdcn  kann.  Nun  enthält  die  ausgezeichnete  Ebene 
(55)  dreifach  unendlich  viele  ^^'ongruenzgerade,  die  einen 
spesiiielleu  i^-Complex  bilden,  und  diese  Thatsachü  ündet 
darin  ihren  analytischen  Ausdruck,  dass  die  n  —  5  alterniren- 
den  Biiinearformen  in  4  Variabeinpaaren,  die  aus  den  Formen 

5  5 

(58)  E'E^art*^,!,»   (Ä  =  l..n-5) 
entstehen,  indem  man  ^5, 175  mittels  der  lielationen 

eliminirt^  einer  unter  ihnen  proportional  sind.  Löst  man  also 
das  fi  —  4-gUedrige  Pfaff*sche  System  (56)  in  der  Form 

1900.  SilMuifak.  d.  ai^.-|ihyt.  OL  28 
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4 

(60)  dx^.^.^=^y^*bikdXi   (Ä=l..»  — 4) 
auf,  und  bildet  wie  iu  Nr.  25  die  Biüoearformeu 

(61)  r- S»  6r«    i?i  (Z=l..Ä-4), 

80  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  unter  iHnen  gleich 
zwei  oder  gleich  eins,  letzteres  offenbar  dann  nnd  nur  daau, 
wenn  in  der  Matrix  (43)  der  Nr.  25  alle  vierreihigen  Haupt- 
unterdeterminanten identiscli  null  sind.  In  dem  letzteren  Falle 
iSsst  sich  das  Pfaff*scbe  System  (60)  immer  —  und  zwar  auf 
unendlich  viele  Arten  —  in  die  Form  (57)  also  das  System 
(33)  auf  die  Gestalt  (io)  bringen.  Im  ersteren  Fall  küiuien 
wir,  uiii  Jie  Ideen  zu  Hxiren,  annehmen,  dass  die  Bilinearl'orm 
2j  2j  «1*1  »/fc  nicht  vermöge  (59)  verschwindet,  und  infolge 
dessen  werden  dann  die  beiden  ersten  Rilinearformen  (61)  linear 
unabhängig.  Damit  dann  das  n  —  4-gliedrige  Sjstem  (60)  eine 
Darstellung  (57)  zulasse,  haben  wir  zunächst  ausBndrQcken*), 
dass  die  4-reiluge  Determinante 

Ii  X  hiki  +  M  biki ,!   (.i,  Ä  =  1,  2,  3,  4), 

oder,  was  dasselbe  besagt,  die  6-reihige  altemireode  Deter- 
minante 

•  •  •  • 

t»i        .        f*a  0 

für  beliebige  Werte  x^  .  .  X,  fi  identisch  null  sei.  Diese 
letztere  Determinante  ist  das  Quadrat  einer  binären  quadrati- 
schen Form  in  //,  die  offenbar  ftir  jti  =  0  verschwindet,  da 
sich  ja  jede  der  Bilinearlbrmen  (58)  vermöge  =  0,  u,,  —  0 
auf  die  linke  Seite  einer  speziellen  C!omplexgleickung  des 

')  Leipziiror  Fi.nirbte  1898,  pag.  2l8f. 
2)  Diese  Berichte  lüOO,  pag.  285. 
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reducirt.  Wir  erhalten  sonach  nur  zwei  unabhängige  neue 
Bedingungen,  Ton  denen  die  eine  das  identische  Verschwinden 
der  Determinante  (43)  ausdruckt 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  und  deuten  wir      .  .  Ii 

als  homogene  Puuktcoordinaten  im  i^^,  so  sind  alle  ii^-Complexe 
der  Schaar: 

4  4 

speziell,  und  ihre  Direktricen  bilden  ein  Strahlenbtbschel  in 

einer  Ebene: 

Vi  Ii  4-  . .  -f     Ii  =  0, 

worin  die  v  rationale  Funktionen  der  a^A,  bedeuten.  Die 
Gleichungen  Vf  «k  0,  v^*  =  0  sind  die  einzigen,  vermöge  derer 
alle  Bilinearformen  (61)  verschwinden,  und  es  erflbrigt  schliess- 
lich noch  auszudrucken,  dass  die  Pfaff^schen  Gleichungen  (56) 
mit  der  Gleichung 

t?,  da?,  +  •  •  +  ^4  ^4  =  0 

zusammen  ein  n  —  3-gliedriges  unbeschränkt  integral)  1  es  System 
bilden.  Sind  auch  diese  Bedingungen  eriullt  dann  und  nur 
dann  existirt  fttr  das  vorgelegte  n  —  5-gliedrige  Pfaff 'sehe 
System  (33)  eine  und  offuibar  auch  nur  eine  reducirte  Form 
mit  II  —  3  Differentialelementen,  welch*  letztere  man  durch  In- 
tegration des  genannten  unbeschrankt  integrabeln  Systems 
ermittelt. 

29.  Die  Annahme  c)  der  Xr.  27  erledigt  sich  durch  die 
Bemerkung,  dass  in  diesem  Falle  die  linearen  Gleichungen 

(62)  i><iiMÄ«0   (ic«l,,.5;  Ä  =  l..n-5) 

eine  und  nur  eine  Ldsung  f  besitzen,  das  Pfaff'sche  System 
(83)  also*)  die  infinitesimale  Transformation: 

(63)  XY—f,       -I- . .  +  lUö/ 
1)  Ldpsiger  Berichte  t898,  pag.  209. 

«8* 
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gestattet.  Sind  y,,  y,,  .  .  die  Integrale  der  partiellen  DifTe- 
rentialgleichung  Xf^O,  so  iSsst  sich  das  System  auf  die 
Gestalt : 

6 

(64)  dy5-Hk  =  i>^iÄ(yj..yi.)<^y<  (Ä  =  i..n  — 5) 

9 

bringen,  die  nur  mehr  die  Variabein  y  enthält.  Aus  der  That- 
sache,  dass  alle  /ig,  die  der  Congruenz  (36)  angehören,  den 
Punkt  F  mit  den  Ooordinaten  . .  enthalten,  schliesst  man 
genau  wie  in  Nr.  26,  dass  die  Funktionen  /i . .  fn-z  einer  jeden 
überhaupt  mdglichen  reducirten  Form  mit  n  —  3  Tennen  tod 
den  Yariaheln  y^.  .y»  allein  abhängen.  Demnach  kommt  die 
Herstellung  der  allgemeinsten  reducirten  Form  (45)  darauf 
hinaus,  das  System  (64),  d.  h.  also  ein  n  -  -  o-gliedriges  Pfaff- 
sches  System  in  n  —  1  Variabeln  auf  eine  Form  mit  n  —  3 
DiÖ'erentialelemeiiteii  zu  reduciren,  ein  Problem,  das  ich  in 
meiner  früheren  Abhandlung^)  Yollständig  erledigt  habe.  Die 
Bedingungen  für  die  Möglichkeit  «  iiier  solchen  Reduction  er- 
scheinen dabei  zunächst  in  der  Form  rationaler  Relationen 
zwischen  den  Goef&cienten  hik  und  ihren  Ableitungen;  es  ist 
aber  leicht,  diese  Gleichungen  in  solche  umzusetzen,  die  nur 
die  a,A  und  ihre  Derivirten  enthalten*). 

30.  Der  Fall  =  3,  d.  h.  die  Fraf^e  nach  den  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  das  Torgel^;te 
n  —  5-gliedrige  Pfaff'sche  System  auf  eine  Form  mit  n  —  2 
Tennen: 

(65)  df^^„=^F,Hdf,  +  F2Hdf,  +  F,udf,  (/*=!.. ii^5) 

gebracht  werden  kann,  führt  auf  eine  Überaus  grosse  Zahl  Ter- 
schiedener  Möglichkeiten.  Wir  begnügen  uns  daher,  den  Gang 
der  Untersuchung  zu  skizziren;  auch  wollen  wir  nur  solche 


*)  Diese  Berichte  1000,  pag.  2-8  tf. 

*)  Am  eiufacliHten  mittels  der  Bemerkung,  daas  identisch: 

wenn  die  y  die  Uauptintegrale  der  Gleichung  X'  f^^O  kinachUich  2| 
bedeuten. 
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Fälle  behandeln,  in  denen  eine  K^duction  auf  weniger  als 
n  —  2  Difierentiftlelemente  nicht  möglich  iet. 

Nehmen  vir  daher  zunächst  wieder  die  Zahl  2  o  =  2  an, 
80  haben  wir  nur  die  Fälle  x  =  B  und  ^  «  4  unter  der  Vor- 
aussetzung zu  betrachten,  dass  die  spezielle  Congrucnz 

5      5  n~5 

(66)  ü.  i>  Qj"  a,uu  Aa)  ^.  V* 

I     1  1 

eine  siiigiiläre  Kbene  i/t  =  0  besitzt.  Unter  dieser  Annahme  aber 
lässt  sich  das  n  —  4>gliedrige  Pfaö'sche  System  (56),  dessen  bi- 
lineare Covarianten  sich  auf  eine  einzige  reduciren,  immer  auf 
eine  Form  mit  2  Differentialelementen  bringen  ^%  und  dasselbe 
gilt  sonach  auch  für  das  gegebene  System  (33).  Auch  erhält 
man,  wenn  m  4,  solcherweise  alle  möglichen  Darstellungen 
(65),  da  ja  unter  den  gemachten  Voraussotzungen  alle  Geraden 
der  Oongruenz  (66)  in  der  singulfiren  Klx  iu'  ii.  =  0  gelegen 
sind  (Nr.  13  und  19).  Im  Fnlle  x  dagegen  existirt  noch 
eine  zweite  Kategorie  von  Darstellungen  (65);  denn  die  drei- 
gliedrige Congmenz  (66)  setzt  sich  jetzt  aus  zweierlei  Arten 
Ton  Gieraden  zusammen:  aus  denjenigen,  die  in  der  singulären 
Ebene  liegen,  und  aus  denjenigen,  die  durch  den  gemeinsamen 
Schnittpunkt  P  der  singulären  Mannigfaltigkeiten  unserer  oo* 
speziellen  Oomplexe  hindurcl» gehen.  Hat  P  die  Coordinaten  I', 
so  haben  die  Oleichungen  (62)  die  Lösung  genu  in,  und  das 
vorgelegte  Pfatt'sclie  System  gestattet  die  infinitesimale  Trans- 
ioriuation  X  /  der  Nr.  29,  kann  also  in  ein  n  —  5-gliedriges 
System  mit  n  —  1  Variabein  verwandelt  werden;  roducirt  man 
das  letztere  irgendwie  auf  n  —  2  Terme^),  so  erhält  man  fär 
das  erstere  die  allgemeinste  Darstellung  (65)  der  zweiten  Art. 

81.  Indem  wir  uns  nunmehr  der  Betrachtung  des  Falles 
^  =  3,*2  o  =  4  zuwenden,  fassen  wir  zunächst  diejenigen  Fälle 
X  >  .3  ins  Auge,  in  denen  dnrcli  einen  bflit  liigen  Punkt  des 
JR^  eine  und  nur  eine  Gerade  der  Congrueuz  (66)  hiudurchgeiit 


^)  Leipziger  Berichte  1698,  pag.  918  f. 

^  Vgl.  die  analoge  Betrachtung  der  Kr,  28. 
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(Nr.  19,  20).  In  meiner  früheren  Abhandlung*)  habe  ich  die 
Frage  nach  der  Mdglichkeit  einer  Darstellung  (65)  zurückge- 
führt auf  die  Untersuchung  des  Differentialsjstems 

(68)  p  ««.  =  0  (Ä  =  1 . . «  -  5). 

Infolge  der  gemachten  Annahmen  reduciren  sich  die  Oleich* 
ungen  (68),  wenn  man  darin       . .       als  lineare  homogene 

Variable  betrachtet,  auf  nur  drei  Gleichungen,  die  linear  unab- 
hangig  sind,  solange  die  — '  nicht  gewisse  Bedingungsgleich- 
ungen erfüllen  (Nr.  20  und  21).  Wir  dUrfen  dann,  um  die 
Ideen  zu  fixiren  annehmen,  dass  die  Gleichungen  (67)  (68) 
nach  den  Grössen 

9  Xi^k  9  Xi^k  9  x^  9  x^  9  x^. 
^ü"'     dv   '    dv'  Tv'  dv 

aufgelöst  seien;  und  dieses  System  ist  offenbar  passiv*),  da  ja 

9*  X' 

die  beiden  Ausdrücke  für  die  sich  durch  Derivation  der 

d  11  d  V 

Gleichungen  (67)  ergeben,  wegen  der  Form  des  Differential- 
systems (67)  (68)  identisch  ausfallen. 

Wie  in  Kr.  Ii  meiner  früheren  Arbeit')  schliessen  wir 
jetzt,  dass  durch  eine  beliebige  Integralcurve 

Xi  =  y/4  (m)   (» =  1, . .  n) 

des  vorgelegten  Pfaff^schen  Systems  (33)  eine  und  nur  eine 
zweifach  ausgedehnte  Integralmannigfaltigkeit 

^i^yfi(u,v)   (i  =  l,  ..n) 

Dieae  Berichte  1900,  pag,  276  ff. 
^  a.  a.  0.,  pag.  278  ff. 
*)  a.  a.  0.,  pag.  288. 
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des  Sjatems  hindurchgeht.  WShlt  man  also  eine  Schaar  von 
00 *~*  Inlegralciirvcn  hclicljig,  und  ermittelt  die  bezw.  durch 
sie  hiudurciigelionden  2-facli  uiisg-edohnten  Integralinaniiig- 
faltipkeiten.  so  kann  der  Inbegriff  der  letzteren  nach  Elimi- 
nation der  Parameter  u,  v  durch  Gleichungen  der  Gestalt 

fi  (XiX^,.Xn)^C(   (i  =  1  . .  n  —  2) 

definirt  werden,  womit  eine  Darstellung  (G5)  des  vorgelegten 
Pfaff 'sehen  Systems  gefunden  ist.   Mithin  haben  wir  den  Satz: 

Oestattei  ein  n  —  5-gliedrig^s  Pfaffsches  System 
in  n  Variabein  eine  infinitesimale  Transformation  der 
Sehaar  (63),  (d.  h.  haben  die  Complexe  (6C)  den  singu- 
lären  Punkt  gemein),  oder  ist  >^  =  4  und  der  Fall  b)  der 

Nr.  20  rcalisirt,  oder  ist  y  =  :\.  so  lässt  sicli  das  vorge- 
legte System  stets  auf  unbegrenzt  viele  Arten  in  einer 
Form  mit  nur  n  —  2  Differentialeiementen  schreiben. 

Dasselbe  gilt  a  fortiori  für  x  —  2  oder  1 ;  in  diesen  Fällen 
gibt  es  durch  jede  Integralcurve  oo*  zweifach  ausgedehnte 
Integralmannigfaltigkeiten. 

Wenn  das  gegebene  System  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Form  (63)  zulässt,  so  erhält  man  die  allgemeinste 
Darstellung  (HT))  aiu  einfachsten  durch  die  Methode,  die  am 
Sehluss  der  2^r.  iJO  angegeben  wurde.  In  den  beiden  übrigen 
der  oben  genannten  Fälle  erfordert  die  Uerstellung  der  redu- 
cirten  Form  die  Integration  des  Bifferentialsystems  (67)  (68), 
ein  Problem,  das  mit  der  Integration  einer  partiellen  Di£Perential- 
gleichung  dritter  Ordnung  mit  einer  Unbekannten  imd  zwei 
Independenten  zahlreiche  Analogien  aufweist^). 

'^2.  Tn  allen  denjenigen  Fällen  x  >  4,  di«-  keiner  der  so- 
eben behandelten  Kategorien  angehören,  und  in  denen  die  Con- 
gruenz  (66)  aus  dreifach  unendlich  vielen  Geraden  besteht, 
existirt  nach  Nr.  22  im  Kaum  It^  immer  eine  «ausgezeichnete'' 
Ebene     «s  0,  auf  der  die  <x>  *  Congruenzgeraden  liegen  und 


h  Die  letztere  Theorie  ist  in  der  erateren  als  Spezialfall  enthalten; 
vgl.  diese  Berichte  1900,  pag.  290,  Zeile  9—8, 
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einen  allgememen  oder  speziellen  22^-Complez  bilden;  die  u 
sind  rationale  Funktionen  der  0,1«.  Die  Ermittelung  der  all- 
gemeinsten reducirten  Form  mit  n  —  2  Terroen  kommt  jetct 

darauf  hinaus,  das  in  Nr.  28  angegebene  /*  —  4-gliedrige 
Pfaff'sche  System  (öti)  auf  die  Gestalt 

dfn^-0,^df,+  ^df,  (A-1..I.-4) 

ZU  briiifrcn.  innl  diese  Darstellung  ist  nach  Nr.  14  meiner 
frühereu  Arbeit V)  ininier  möglich,  da  >icli  die  Bilinearfornit  ii 
(<)6)  vermöge  =  U,  u,,  =  0  auf  eine  einzige  reduciren,  und 
das  Pfaff'sche  System  (56)  sonach  eine  oder  zwei  linear  unab- 
hängige bilineare  Covarianten  besitzt,  je  naehdem  der  Rang 
der  Matrix  (43)  gleich  2  oder  grösser  als  2  ist  Mithin  können 
wir  die  Resultate  dieser  und  der  vorigen  Nr.  dahin  resumiren, 
dass  eine  reducirte  Form  mit  n  —  2  Termen  immer 
dann  (und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten)  her^^o  stellt 
werden  kann,  wenn  die  f'oiiicruonz  (66)  aus  dreifach 
unendlich  vielen  Geraden  besteht. 

33.  In  allen  bisher  nicht  genannten  Fällen,  fOr  die  >  4 
ist,  kann  die  Gongruenz  (66)  nach  Nr.  22  aus  höchstens  zwei- 
fach unendlich  vielen  Geraden  bestehen.  Nehmen  wir  also  ao, 

das»  die  Oongruenz  (66)  mehr  als  dreigliedrig  sei  xmä  00*  Ge- 
raden enthalte*,  so  werden  die  letzteren  durch  ein  oder  mehrere 
Gleich uugtjtripei  der  Form: 

5 

J>/**i,^*=0   (i«  1,2,3) 

definirt  sein,  worin  die  flu,  Funktionen  von  .  .x^  bedeuten, 
die  ausserdem  noch  von  zwei  willkürlichen  Parametern  tj,  r, 
rational  abhängen.  Jedes  dieser  Tripel  liefert,  wenn  man  es 
zu  dem  vorgelegten  Pfaff^schen  System  (33)  hinzufügt,  je  ein 
n  —  2-gliedriges  Pfaff^sches  System,  und  die  so  erhaltenen 
Systeme  wollen  wir  bezw.  mit  5,  S%  8'* . .  bezeichnen.  Existirt 
nun  für  das  vorgelegte  System  (33)  eine  reducirte  Form  mit 

1)  Diese  Berichte  1900,  pag.  SeSf. 
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n — 2  Termen,  und  sind  df\,..df\^^2  die  darin  auftretenden 
DitlVn'utialeleoieutc,  so  lassen  sicli  die  Grössen  t,.  als  Funk- 
tionen der  X  derart  bestininieü,  dass  eines  der  Pfaff 'sehen 
Systeme  5,  S\  ,  wenn  man  t,  durch  ihre 'Ausdrücke  er- 
setzt, ufibeechränkt  integrabel  wird  und  die  Funktionen  f\,  ../*><-» 
%u  Integralen  hat.  Um  also  die  allgemeiDste  reducirte  Form 
mit  n  —  2  Termen  su  finden,  haben  wir  t,  und  in  allge- 
meinster Weise  so  zu  bestimmen,  dass  eines  der  Systeme  8^*^ 
unbeschränkt  integrabel  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  fassen  wir  eines  dieser  Systeme,  etwa 
S,  ins  Auge,  betrachten  es  als  n  —  2-gliedriges  Pfaif'sches 
System  in  1»  4~  ^  unabhängigen  Variabein : 

(69)  X^f       .  .  Xm  Tj»  T|i 

und  untersuchen,  ob  es  sieh  auf  eine  Form  mit  n  Differential* 
elementen 

(70)  äf^(x^..X^,t^,T^) 

reduciren  lässt,  derart,  dass  unter  den  Kelationen  =  Ci 
wenigstens  zwei  existiren,  die  nach  und  Tj  aut  iiisbar  sind. 
Da  der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  Vnriabeln  und 
der  Anzahl  der  Gleichungen  des  Systems  S  gleich  vier  ist, 
80  lässt  sich  dies  Problem  nach  den  Methoden  behandeln,  die 
ich  in  meiner  früheren  Arbeit^)  entwickelt  habe.  Man  hat 
darnach  die  Gleichungen  8  etwa  nach  äx^^  äx^,  .dx»  aufzu- 
lösen und  die  zugehörigen  altemirenden  Bilinearformen  in  den 
4  Variabfchipaaien; 

dx^t  &x^;  dXf,  dx^;  dr^j  dx^;  dr^,  dr^ 

aufzustellen;  diese  Formen  reduciren  sich  offenbar  auf  höchstens 
drei  linear  unabhängige.  Sodann  hat  man  das  allgemeinste 
Belationenpaar 

Diese  Berichte  1900,  pag.  288-298. 
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zu  suchen,  welches  mit  dem  con^uenten,  in  d  di  geschrie- 
benen zusammen  die  genannten  Bihnearformen  anullirt,  und 
im  Verein  mit  S  ein  w-gliedriges  unbeschränkt  integrables 
System  in  den  » +  2  Yariabein  (69)  darstellt.  Nach  den 
eitirten  Untersuchungen  ergeben  sich  dabei  yerschiedene  Fälle, 
in  denen  die  genannte  Beduction  yon  8  möglich  ist;  jeder 
einzelne  dieser  Fälle  ist  durch  je  ein  System  von  Bedingungs- 
gleichungen  zwischen  den  Grössen  a,*«,  it,k  und  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  nach  den  x  und  t  cliarakterisirt.  Wir 
wollen  diese  verschiedenen  Kelationensjsteme  mit  . . . 

bezeichnen. 

Ist  eines  der  Systeme  £^  identisch,  also  fOr  beliebige 
Werte  der  n  -h  2  Variabein  (G9)  erfüllt,  dann  und  nur  dann 

erhält  man  für  also  aucli  für  das  vorgelegte  n  —  5- 
gliedrige  PfaflPVche  System  (33)  eine  leducirte  Form  mit  n 
Termen  (70).  Wenn  man  also  r,  und  aus  zweien  der 
Gleichungen  fi  —  const.  als  Funktionen  von  x^.  .x^  berechnet 
und  in  die  genannte  reducirte  Form  substituirt,  so  ergibt  sich 
eine  Darstellung  mit  n  —  2  Differentialelementen. 

Ist  keines  der  Systeme  ij,  identisch  befriedigt,  so  ist  die 
Reduction  von  S  nicht  möglich;  man  erkennt  aber  leicht,  dass 
jedes  Paar  von  Funktionen  t,  der  Variabehi  r.  lu  s  in 
S  eingesetzt  dies  System  unbeschränkt  integrabel  macht,  wenig- 
stens eines  der  Gieichungssysteme  ^  erfüllen  muss. 

Lassen  sich  also  aus  jedem  der  Systeme  2],  durch  Elimi- 
nation der  Variabein  fj,     Relationen  in  den  x  allein  ableiten, 

hü  kann  man  miiiels  des  gerade  betrachteten  Systems  5  über- 
haupt zu  keiner  reducirten  Form  des  Pfalf 'sehen  Systems  (33) 
gelangen. 

Beducirt  sich  eines  der  Systeme  £^  auf  zwei  unabhängige 
Gleichungen,  die  r,  und  r,  als  Funktionen  der  x  zu  bestimmen 

gestatten,  so  ist  noch  zu  untersuchen,  ob  diese  Funktionen  das 
System  S  unbeschränkt  integrabel  machen,  und  man  erhält 
dann  für  die  Gleichungen  (33)  eine  ganz  bestimmte  Darstel- 
lung mit  n  —  2  Termen. 
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l]e.steht  endlich  eines  der  Systeme  aus  nur  einer  I^e- 
lation,  die  nack  einer  der  Grössen  r,,  autlösbar  ist,  etwa  in 
der  Form: 

so  verwandelt  sich  S,  wenn  man  durch  7  ersetzt,  in  ein 
n  —  2-gliedriges  Pfalf'sches  System  S  mit  n  -\-  \  Variabein, 
welches  jetzt  in  analoger  Weise  zu  behandelu  ist  wie  vorhin  S, 

Man  hat  ziinächsi  zu  untersuchen^),  ob  sich  8  auf  eine 
Form  mit  n  —  1  Temen 

d  <pi  (r„  a?j . .  Xtt)   (i  =  1 . .  n  —  1) 

bringen  lässt.  derart,  dass  weni<^stens  eine  der  Gleichungen 
ffi  =  const.  nach  Tj  auflösbar  ist,  und  erhält  wieder  gewisse 
Systeme  von  Bedingungsgleichungen  Ji^p  •  ^^^^^  jedes, 
falls  es  identisch  erfüllt  ist,  einen  der  Fälle  charakterisirt,  in 
denen  die  genannte  Reduction  möglich  ist. 

Gibt  es  für  eine  solche  reducirte  Form,  so  fitdet  man 
ganz  ähnlich  wie  oben  durch  Elimination  von  Tj  mittels  einer 

der  Gleichungen  9?,  =  const.  für  das  vorgelegte  n  —  5-gliedrige 
System  eine  Darstellung  mit  n  —  2  Ternien.  Eine  solche  er- 
hält man  auch,  wenn  eines  der  Systeme  ij,  sich  auf  eine  ein- 
zige Gleichung  der  Form 

reducirt,  und  wenn  die  so  definirte  Funktion  i,  das  System  8 
unbesehi^nkt  integrabel  macht.    Ist  keine  dieser  beiden  Vor- 

aussetzungf  n  eriulU.  so  liefert  S  überhaupt  keine  reducirte  Form 
des  gegebenen  Pfafi'  schen  Systems. 

Führt  man  die  vorstehende  Äechnung  für  jrdes  der  Systeme 
S\  . .  durch,  so  gelangt  man  in  allen  Fällen  entweder 
zu  der  Gesamtheit  der  Oberhaupt  möglichen  redu- 
cirten  Formen,  oder  zu  dem  Nachweis  der  Unmöglich- 
keit einer  solchen  Darstellung* 


Diese  Berichte  1900,  p.  283—285. 
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Der  Fall,  dass  die  Congruenz  (66)  nur  aus  einfach  unend- 
lich vielen  Oeraden  oder  aus  einer  endlichen  Z^hl  von  Geraden 
besteht,  ist  durch  die  Entwickelungen  dieser  Kr.  miterledigt 

M.  Als  wiclitij^'stes  Ergebnis  der  vorliegenden  Unter- 
suchung wollen  wir  zum  Schluss  noch  constatiren: 

Die  Keduction  eines  Pfafrschen  Systems,  für  das 
die  Zahl  der  Variaheln  um  fünf  grösser  ist  als  die 
Zahl  der  Gleichungen,  lasst  sich  immer  auf  die  Re- 
duction  solcher  Pfaff'scher  Systeme  zurückführen, 

für  die  der  genannte  Unterschied  kleiner  als  fünf  ist, 
mit  einziger  Ausnahme  zweier  in  Nr.  31  behandelter  Fälle. 


Berichtigang.   Zu  dem  SchliussatE  der  Nr,  25  ist  ergftnxend 

nachzutraben,  dass  in  dem  ersten  der  beiden  genannten  Fälle  die  Deter- 
minante (48)  stets  idontiach  verschwindet»  die  Reduction  auf  n  —  8  Tenne 
also  immer  m&glich  ist. 

In  meiner  früheren  Arbeit  (diese  Berichte  Bd.  80  (1900),  p.  800, 
Zeile  l  T.  o.  ist  xu  lesen:  .in  n  Yariabeln'  statt  ,in  tu  Yariabeln". 
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Periodische  Seespiegelecliwankimgen  (Seiches), 

beobachtet  am  Starnberger  See.*) 

{J{ing$laufm  10.  Dtttmbtr.) 

Am  Genfer  See  wurde  bekanntlich  zuerst  eine  Erschei- 
nung beobachtet,  deren  allgemeinere  Bedeutung  für  die  Binnen- 
seen überhaupt  man  erst  alhuälilich  erkiinnte.  Man  fand,  dass 
sich  am  RhoneausHuss  bei  Uenf  der  \\  a!>ser«|iiegt'i  rhytniisch 
in  regelmässigen  Perioden  hebt  und  senkt  und  zwar  um  Be- 
trage, die  daselbst  gelegentlich  mehr  als  Meterhöhe  erreichen 
können.  Diese  auch  für  den  Wasserabfluss  aus  dem  See,  der 
in  Genf  grosse  Turbinenwerke  speist,  wichtige  Erscheinung 
nennt  man  nach  einer  Lokalbezeichnung  »Seiches*,  ein  Name, 
der  fQr  analoge  Phänomene  an  anderen  Seen  allgemein  ange- 
nommen wurde. 

Eine  einfache  V'ennelirung  oder  Verminderung  der  ge- 
sammten  VVassermasse  in  Folge  periodisch  gesteigerten  oder 
geschwächten  Wasserzufiusses  konnte  diese  Seiches  nicht  er- 
zeugen; denn  ihre  Periode  betragt  am  Genfer  See  73  Minuten 
und  es  war  von  Tomherein  unwahrscheinlich,  dass  innerhalb 
so  kura^r  Zeitintervalle  sich  die  Wasserführung  der  Speise- 
wSsser  um  so  erhebliche  Beträge  andern  sollte;  vor  allem  wäre 
die  vollständig  regelmässige  Wiederkehr  des  Anwachsens  und 

*J  Die  vorliegende  Untersuchung  wurde  ermöglicht  durch  eine  von 
dem  Prasidiiim  der  kgl.  bajeriachen  Akademie  der  WistmuKhafben  ge- 
währte  Geldonterstfitsung  aus  den  Renten  der  Sffl  neben  er  Bürger- 
Stiftung  für  das  Jahr  1900. 
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Sinkens  des  Seespiegels  nach  je  73  Minuten  vollständig  uuver- 
ständlicb  jß^eblioben.  F.  A.  Forel.  der  sich  zuerst  einteilender 
mit  dem  Seiche.sproblem  beschäftigte,  fand  vielmelir.  dass  die 
gesammte  Wafisermasse  des  Sees  bei  fast  unveränderter  Ge- 
sammtmenge  regelmässige  Pendelschwingungen  ausführt, 
derart,  dass  diese  Wassermasse  periodisch  bald  gegen  das  west- 
liche, Genfer  Seeende  andrängt  und  dort  den  Wasserapiegel 
hebt,  bald  gegen  das  Ostende,  also  gegen  den  Rhoneeinfluss 
zurückflutet,  und  zwar  innerhalb  73  Minuten  dasselbe  Spid 
fast  das  ganze  Jahr  unausgesetzt  wiederholend;  denn  feinere 
Beobachtuiigsinstrumente  Hessen  bald  erkennen,  dass  das  Seiches- 
phänomen beinahe  niemals  eriisclit,  sondern  /m  jeder  Tages- 
und Jahreszeit  vorhanden  ist,  wenn  so  grosse  Seespiegel- 
schwankungen, wie  die  oben  genannten,  auch  nur  ausnahm»' 
weise  zu  Stande  kommen.  Um  näher  in  die  feineren  Einzel- 
heiten dieser  überraschenden  Erscheinung  einzudringen,  com- 
struirte  Forel  einen  selbstregistrirenden  Pegel,  sein  «lamni- 
meter",  welches  tod  Plantamour  und  namentlieh  Ton  Ed. 
Sarasin  verbessert  wurde.  Letzterer  richtete  das  Instrument 
so  ein,  dass  es  verhältnismässig  leicht  transportabel  wurde  und 
der  Reihe  nach  an  verschiedenen  Punkten  des  Seeufers  auf- 
gestellt werden  konnte („Limnimetre  enregistreur  transportable"). 
Als  er  seinen  Apparat  in  La  Tour  de  Feilz  bei  Vevey  in  der 
Nähe  des  Ostendes  des  Sees  schreiben  Hess,  während  gleich- 
zeitig der  Apparat  ron  Plantamour  in  S^heron  bei  Genf, 
also  am  Weetende,  der  von  Forel  in  Morges  nahe  der  Mitte 
des  langgestreckten  Seebeckens  arbeitete,  wurde  durch  den 
Vergleich  der  mit  genauen  Zeitmarken  versehenen  Registrir- 
Curven  unzweifelhaft  festgestellt,  was  Forel  })ereits  früher 
wahrscheinlich  gemacht  hatte,  dass  man  in  den  Seiches  eine 
stehende  Pendelschwingung  vor  sich  habe.  Wenn  der  See- 
spiegel bei  Vevej  sich  hob,  senkte  er  sich  in  der  gleichen  Zeit 
bei  Genf  und  umgekehrt.  Dagegen  blieben  die  Amplituden 
der  Seespiegelschwankung  bei  Morges  fast  die  ganze  Zeit  über 
nahezu  gleich  Null.  Hier  in  der  Nahe  ging  also  eine  sog. 
„  Knotenlinie "  quer  über  den  See.   Solche  Schwingungen  mit 
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einem  Knoten  in  der  Mitte,  sog.  Schwingungsbäuchen  an  den 
Buden,  nennt  man  ,uni nodale"  Schwingungen.  Sie  ent- 
sprechen Yollkommen  den  Schwingungszuständen  bei  den  steben- 
den  Seilwellen  oder  den  Schwingungen  in  der  Mitte  festge» 
klemniter  Stäbe,  oder  den  durch  einen  Steg  zur  Bildung  eines 
Knotens  gezwungenen  Saitenschwingungen  in  der  Akustik. 
Ausser  dieser  imiriodalen  (irund-  und  Haiiptschwingung  wurde 
noch  eine  Übe  i  . Schwingung  von  der  kürzeren  Periode  von 
35  Minuten  entdeckt,  die  sich  der  ersteren  überlagert. 
Diese  veranlasste  ein  gleichzeitiges  Ansteigen  der  Wassermassen 
an  den  beiden  Enden  des  Sees,  ein  Herabgehen  des  Spiegels 
nahe  der  Mitte  in  der  einen  Phase  der  stehenden  Schwingung, 
dagegen  ein  Sinken  an  den  Enden,  ein  Anschwellen  der  Wasser- 
masse in  der  Mitte  der  Längserstreckung  des  Sees  in  der  ent- 
gegengesetzten Phase  der  Schwingung.  Hier  müssen  sich  zu 
beiden  Seiten  der  Mitte  zwei  Zonen  finden,  in  denen  der  See- 
spiegel relativ  rulüg  ist.  Ks  ist  dies  daher  eine  zweiknotige, 
.hinodale^  Schwingung. 

"Wie  man  sieht  stellen  die  Schwingung^zeiten  beider  Systeme 
nicht  in  einem  einfachen  harmonischen  Verhältnisse  zu  einander. 
Zu  Zeiten,  in  denen  beide  Schwingungen  deutlich  ausgeprägt 
sind,  tritt  nun  ein  eigentümliches  Ineinandergreifen  der  YOn 
ihnen  an  einem  Orte  erzeugten  periodischen  Bewegungen  ein, 
wie  wir  es  bei  der  Durchkreuzung  zweier  Wellensysteme  zu 
studiren  Gfelegenheit  haben.  Man  nennt  diese  Erscheinung 
in  der  Wellenlehre  Interferenz;  bei  den  Seichesschwingungen 
hat  Forel  für  diesen  Fall  des  Ineinandergreifen.s  von  (irund- 
und  Oberschwingung  die  Bezeichnung:  dikrote  Schwing- 
ungsform eingeführt. 

Durch  die  Arbeiten  der  genannten  Forscher  sind  die 
Schwingungsrerhältnisse  am  Genfer  See  im  Laufe  der  Jahre 
▼ollkommen  klar  gestellt  worden.  Doch  muss  es  bezüglich 
der  Erklärung  des  Seichesphänomens  im  höchsten  Grade  er- 
wünscht erscheinen,  vorerst  auch  andere  Seen  genau  auf  diese 
Ersclieinung  liin  zu  ntudiren.  Denn  von  der  trülier  wohl  ge- 
legentlich geäusserten  Vermutung,  dass  diese  periodischen  See- 
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spiegelschwaiikungen  der  Biimcuseen  durch  dieselben  allge- 
meinen kosmischen  Kräfte  der  Mond-  und  Sonneiianziehung 
veranlasst  würdeUi  wie  die  Gezeiten  der  oceanischen  Waaser- 
ansammlungen, kam  man  bald  zurück.  Auch  das  Heranziehen 
Ton  Erdbeben,  sei  es  lokaler,  sei  es  entfernter,  und  in  ihren 
Wirkungen  sich  weit  verbreitender  seismischer  Störungen  als 
Ursache  der  Seiches  musste  als  aussichtslos  fallen  gelassen 
werden.  Vielmehr  hat  man  im  Laufe  der  Zeit  immer  mehr  die 
Ueberzeujcrung  gewoiintii,  dass  es  meteorologische  Faktoren  sind, 
Windveiliältnisse,  ungleiche  Luftflruckverteilung,  welche  die 
hier  in  Uedf  stellenden  Poiidelsehwingungen  anregen.  Sind 
dieselben  einmal  geweckt,  so  vollziehen  sie  sich  mu  h  (besetzen, 
welche  durch  die  Grösse,  Gestalt  und  das  Tiefenreiief  des  be- 
treffenden Seeheckens  ein  für  alle  Mal  eindeutig  bestimmt  sind. 
Die  limnimetrische  Forschung  hat  daher  für  jeden  See  auch 
nach  dieser  Richtung  hin  eine  individuelle  Bedeutung  und  erst 
wenn  viele  in  ihrer  Ausgestaltung,  Lage,  geographischen  Be- 
ziehung zur  Umgebung  möglichst  verschiedene  Binnenseen 
genau  auf  Seiches  hin  untersucht  sind,  lassen  sich  allgetneiuere 
Gesichtspunkte  erwarten.  Darum  unterniilnn  es  schon  Ed. 
Sarasin  selbst  mit  seinem  transportablen  Limnimeter  die  Öee- 
spiegelstellungen  auch  anderer  Schweizer  Seen  genau  zu  regi- 
strieren. Züricher  und  Neuchateier  See  lieferten  wenig  klare 
Schwingungsbilder;  unregelmassige  Gestaltung  des  Untergrundes 
Hess  hier  offenbar  regelmassige  Pendelschwingungen  der  Wasser- 
masse von  grosserer  Bauer  nicht  zu  Stande  kommen.  Da* 
gegen  zeigten  sich  in  dem  östlichen  Teile  des  VierwaldslStter 
Sees  ausöcrord entlich  regelmässig  verlaufende  Seiches,  die  in 
dem  bei  Fluelen  stationirten  Instrumente  klare  und  regel- 
mässige Aufzeicliuungen  ergaben.  Auch  der  Bodensee  zeigt 
das  Phänomen.  Ausserhalb  des  Schweizergebietes  sind  Seiches- 
forschungen in  Oesterreich,  England  und  Amerika  im  Gange.*) 


*J  ße>;üglich  der  Jütteratiir  vprwoise  ich  auf  i\m  mnfassende  iland- 
bueh  der  (^eopliynik  von  S  Günther,  2.  Aull.,  II.  Bd.,  1699.  Sechste 
Abteilung,  Kapitel  IV,  §  7,  p.  466  ff.    Die  Entwickelung  der  Seiches- 
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Auffallend  zurück  stand  in  dieser  Beziehung  seither  noch 
Deutschland;  ausser  am  Bodensee  hat  meines  Wissens  noch  an 
keinem  der  deutschen  Binnenseen  die  eigentliche  Seichesfor- 
schung eingesetzt.  Wenn  auch  der  Wasserstand  dir  Seen,  — 
wie  liier  in  Bayern  durch  das  ]r\  liijtechnische  Bureau  als  einer 
Abteilung  der  UbersUn  Baubehord»»  im  kgl.  Staatsministerium 
des  Innern,  —  einer  unausgesetzten  Controle  unterworfen,  und 
Ton  dieser  Behörde  in  dankenswertester  Weise  schätzbarstes 
Material  an  regelmässigen  Fegelahlesungen,  an  einigen  Orten 
sogar  mit  Hilfe  selbsb^gistrierender  Pegelapparate,  geliefert 
wird,  so  haben  diese  Bestimmungen  doch  ihrer  ganzen  Natur 
nach  einen  anderen  Zweck  yor  Äugen;  es  soll  in  erster  Linie 
der  al)solute  Seospiegelstand  unter  Auschluss  an  <^enuu  mit  dem 
Netze  der  Landesvernies.sujig  in  Beziehung  gesetzte  Fixpunkte 
in  der  Umgebung  für  jeden  Tag  festgesetzt  und  die  Wasser- 
führung im  Allgemeinen  unter  Controle  gehalten  werden.  Die 
Seichesmessungen  dagegen  haben  zunächst  nur  Relativbestim« 
mungen  des  Spiegelstandes  zum  2iiele,  sollen  dagegen  vor 
allem  den  schnellen,  sich  innerhalb  weniger  Minuten 
vollziehenden  kleinen  Seespiegelschwankungen  mög- 
lichst bis  in  alle  Einzelheiten  hinein  folgen.  Ange- 
sichts des  herrlichen  Seenmateriales,  wt  lches  die  Natur  gerade 
unserem  Bajernlande  zur  Verfügung  gestellt  hat,  niusste  es 
daher  im  höchsten  Grade  erwünscht  erscheinen,  diese  Messungen 
auch  hier  in  Angriff  zu  nehmen  und  zwar  womöglich  mit 
Hil&mitteln,  welche  den  bei  den  Schweizer  Seen  angewendeten 
in  jeder  Hinsicht  entsprechend  sind,  damit  die  erhaltenen  Re- 
sultate möglichst  direkt  mit  denen  der  Schweizer  Seenfor- 
scEung  vergleichbar  werden.  Es  ist  daher  als  überaus  dankens- 
wert zu  begrüssen,  dass  das  Hohe  Präsidium  der  kgl.  bayeri- 
sclieu  Akademie  der  Wissenschalten  zu  München  bereitwilligst 

forschunf?  findet  man  in  Forels  Monographie  „Le  lac  Leman".  Bd.  It, 
p.  39 — 213,  Lausanne  1ÖU5.  Leber  die  auf  schweizerischcUi  Llel'it  (m  ire- 
macbten  Fortschritte  giebt  der  dem  intei nationalen  Congresa  für  Taris 
1890  von  den  Herren  F.  A,  Forel  und  Ed.  Sarasin  erstattete  Bericht 
eine  treffliche  Uebenieht 
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die  Mittel  zur  Anschaffung  zweier  Limnim^tre  enregistreur 
transportable,  System  Sarasin,  zur  Verfügung  stellte,  und  ich 
möchte  nicht  verfehlen  auch  öffentlich  meinen  ergebensten  Dank 

f&r  diese  Förderung  auszusprechen. 

Die  Apparate  wurden  bei  der  Society  ^enevoise  pour  la 
coiKstruction  d'instruinents  de  physique  bestellt.  Herr  Ed. 
Sarasin  hatte  sich  in  liebenswürdigster  Weise  bereit  erklärt 
die  Anfertigung  und  Justierung  der  Instrumente  selbst  zu 
Überwachen  und  alle  seine  bei  seiner  langjährigen  Thätigkeit 
auf  diesem  Gebiete  gesammelten  reichen  Erfahrungen  den  neuen 
beiden  Apparaten  zu  Gute  kämmen  zu  lassen.  Auch  ihm 
möchte  ich  f&r  seine  rastlosen  Bemtthungen  und  zahlreichen 
Katschläge  und  Winke  bei  dieser  Untersuchung  meinen  herz- 
hchsten  Dank  aussprechen. 

Hervorzuheben  ist  noch  der  Umstand,  duss  zu  gleielier 
Zeit  ein  gleicher  Apparnf  auch  von  der  itahenischen  Regierung 
bestellt  wurde  und  von  Italien  aus  mit  diesem  die  Erforschung 
der  sttdalpinen  Seen  in  Angriff  genommen  werden  wird;  es  ist 
klar,  dass  gleichzeitige  Untersuchungen  der  sfld-  und  nord- 
alpinen Seen  mit  Instrumenten,  die  an  Empfindlichkeit^  Con* 
struction,  Handhabung  u.  s.  w.  einander  vollkommen  gleichen 
und  direkt  vergleiriiljare  Angaben  liefern,  interessante  Auf- 
schlüsse Uber  den  etwaigen  Einflnss  woitgreifender  meteoro- 
logischer Faktoren,  wie  2,  B.  Föhnbewegungen  u.  dergl.,  auf 
die  Seicheserregungen  in  Aussicht  stellen.  Ein  Zusammen- 
gehen mit  dem  italienischen  Forscher  auf  diesem  Gebiete  ist 
in  Aussicht  genommen. 

Einer  der  Apparate  traf  im  Juli  dieses  Jahres  hier  ein 
und  wurde  zunächst  einer  weitgehenden  Prüfung  unterworfen, 
die  ihn  nach  einigen  kleinen  Abänderungen  als  ausserordent- 
lich zuverlässiges  Instrument  erwies. 

Eine  austührliche  Beschreibung  des  Instrumentes  unterlasse 
ich  an  dieser  Stelle  und  verweise  auf  die  kurzen  Angaben,  die 
Herr  Sarasin  Über  sein  älteres  Modell  macht. ^)   Ich  möchte 


0  Ed.  Sarasin ,  Arch.  des  scienc.  phys.  et  nat.  (9).  S.  Nr.  12.  Dec  1679. 
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bezüglich  unseres  Apparates  nur  noch  folgendes  bemerken: 
Der  aus  Zinkblech  gefertigte,  als  Schwimmer  dienende  Hohl- 
körper hat  26  cm  Durchmesser  und  14  cm  Höhe,  also  7,4  Liter 

Deplacement  bei  völligem  Eintauchen,  einem  Auftriebe  von 
7,4  kg  entsprechend.  Beim  Heben  und  Senken  des  Wasser- 
spiegels wild  er  ulso  mit  grosser  Siclierheit  mitgeiioniiiien. 
Der  Schwimmer  ist  unten  an  einer  btahistange  befestigt,  welche 
oben  durch  eine  Führung  hindurchgeht.  Seitlich  an  derselben 
ist  ein  nach  oben  gehendes  Kupferbaad  befestigt,  welches  über 
eine  mit  Rand  versehene  Messingscheibe  geht  und  am  anderen 
Ende  durch  ein  Bleigewicht  gespannt  ist.  Beim  Auf-  und 
Abgehen  des  Schwimmers  wird  dadurch  die  Messingscheibe 
mitgenommen  und  die  Vertikalbewegung  des  Secspiegels  in 
eine  l)rehl)ewegung  umgesetzt.  Diese  wird  durch  eine  mit  zwei 
üniversalgeleiiken  versehene  Stange  in  das  Innere  des  eigent- 
lichen Kegistrierapparates  übertragen.  Die  Stange  dreht  eine 
mit  Zähnen  Tersehene  Scheibe,  in  welche  eine  darüber  liegende 
und  durch  eine  Eweite  Messingscheibe  horizontal  getrrjgene 
Zahnstange  eingreift,  die  den  in  einer  Httlse  vertikal  beweg- 
lichen Schreibstift  führt.  Wenn  der  Seespiegel  auf  und  nieder- 
schwankt, wird  der  Stift  um  gleiche  Betrage  hoxiiontal  hin 
und  her  gef&hrt.  Dabei  gleitet  er  quer  Uber  einen  Papier- 
streifen ohne  Ende  von  25  cm  Breite,  der  von  einem  Wnlzen- 
paare,  das  von  einem  sehr  kräftigen  Genfer  Federuhru  erke 
betrieben  wird,  seiner  Länge  nnch  unter  dem  Stifte  durchge- 
zogen wird.  Der  Stift  schreibt  in  dieser  Weise  Curven  auf, 
deren  Ordinaten  die  Seespiegelschwankungen  selbst  sind,  (ileich- 
zeitig  zeichnet  ein  zweiter  an  einem  ruhenden  Arm  in  einer 
vertikalen  Httlse  leicht  auf  und  ab  beweglicher  Schreibstift 
eine  der  Langskante  des  Fapierstreifens  parallel  verlaufende 
gerade  Linie,  welche  zur  Markierung  des  mittleren  Pegelstandes 
dient.  Durch  das  Uhiwerk  wird  der  Arm  nach  jeder  Stunde 
ein  wenig  abgelenkt;  auf  der  (leradeii  entsteht  dadurch  eine 
Zeitniarke.  Diese  Zeitniarkierungen  gestatten  den  zu  jedem 
Spiegelstand  gehörigen  Moment  zu  bestimmen;  jedesmal  beim 
Aufziehen  des  Werkes,  was  nur  alle  zwei  Tage  zu  geschehen 
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braucht,  wird  ausserdem  zur  Controle  die  Zeit  an  die  gerade 
unter  den  Schreibstiften  befindlichen  Stellen  des  Papierstreifens 
geschrieben. 

Da  die  Streifenbreite  nur  25  cm  betrfigt,  der  Seespiegel 
im  Laufe  der  Jahreszeiten  im  allgemeinen  aber  um  grössere 

lieträ^a'  sinkt  oder  steigt,  so  niuss  von  Zeit  zu  Zeit  das  lü- 
struiiu  nt  wieder  neu  eingeHtellt  werden.  Dies  geschieht  da- 
durch, dass  man  die  Verbindung  der  den  Schwimmer  unten 
tragenden  Stahlstange  mit  der  J^'übruDg  derselben  löst  und  die 
Stange  weiter  durch  die  Führung,  an  der  das  Kupferband  be- 
festigt ist,  nach  unten  durchschiebt  oder  nach  oben  emporzieht 
und  dann  Stange  und  Ffihrung  wieder  mit  einander  in  einer 
solchen  gegenseitigen  Stellung  yerschraubt,  dass  der  Schreib- 
stift etwa  in  der  Mitte  des  Papierstreifens  spielt.  — 

Als  erstes  Objekt  für  die  bayerischen  Seichea-Untei-such- 
ungen  wurde  der  Starnberger  See  in's  Auge  gefasst.  Er 
empüelilt  sich  in  erster  Linie  durch  seine  einfnche  Gestalt. 
Als  langgestreckte  schniale  Kinne  von  1^,6  km  Länge  und 
4,7  km  maximaler  Breite,  erstreckt  er  sich  mit  seiner  Längs- 
achse ziemlich  genau  von  Süden  nach  Norden  mit  einer 
schwachen  Krümmung,  deren  concaye  Seite  nach  Osten  gekehrt 
ist.  Seine  TiefeuTerhältnisse  sind  von  Dr.  Alois  Qeistbeck') 
genauer  festgestellt  worden.  Bei  mittlerem  Stande  liegt  der 
Seespiegel  586  m  über  dem  Meere;  er  bedeckt  ein  Areal  von 
55,9  Quadratkilometer.  Seine  Maximaltiefe  wurde  von  Geist- 
beck zu  III  ni  be.^tinimt,  die  mittlere  Tiefe  des  Gesamtbeckens 
zu  52  m  berechnet.  Der  See  tasst  2  912  000  000  Cubikmeter 
Wasser  und  sein  Tiefenrelief  hat  einen  mittleren  Böschungs- 
winkel von  9,5  Grad,  nach  der  von  Herrn  Professor  Finster- 
walder  eingeführten  präcisen  Bestimmung  dieses  für  die 
Oroplastik  so  wichtigen  Begriffes.*)  Wenn  die  Geistbeek 'sehen 

^)  Alois  Geistbeck,  Die  Seen  der  Deutschen  Alpen.  Herau^e- 
geben  von  dem  Verein  für  Erdkunde  zu  Leipzig.  18Ö5. 

^  S.  Finsterwal  der,  Ueber  dea  xnittlereik  Böschimgswinkel  und 
du  wahre  Areal  einer  topographischen  Fl&che.  (SitKirngsber.  MOnchener 
Akademie.  Math^-phys.  Gl.  20.  1.  p.  189o).  Die  Zahlen  stammen  ans 
Penck,  Morphologie  der  Erdoberfläche,  Bd.  2.  p.  823.  Stnttgart  1894. 
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Messungsergebnisse  nach  den  neuesten  Forschungen  des  ver- 
dienten Limnologen  Prof.  W.  üle  in  Halle  auch  im  Einzelnen 
vielfach  der  Verbesserung  bedürfen,  so  stellen  sie  doch  das 

allgemeine  Tiefenrelief  des  Sees  für  unsere  Zwecke  genau  f^emig 
dar,  so  dass  wir  uns  nn  seine  Zahlen  halten  können,  bis  die 
üle'schen  genaueren  W  erte  in  extenso  publiciert  sein  werden. 
Danach  besteht  der  Starnberger  See  aus  einer  schmaleren  und 
tieferen  Nordrinne,  in  deren  Mitte  Tiefen  bis  zu  114  m  gelotet 
werden  und  einem  breiteren  und  flachen  SQdbecken.  Dort, 
wo  auch  schon  an  der  äusseren  Umrandung  des  Seespiegels 
selbst  am  Westufer  eine  Art  Abgrenzung  bemerkbar  wird,  in 
der  Verlängerung  des  zwischen  Unter-Zaismering  und  Bernried 
aiu  sog.  Karpfeuwinkel  hervortretenden  Üfervorsprungs,  lautt 
eine  sanft  ansteigende  Borlenschnelle  quer  unter  dem  See  nach 
dem  östlichen  Ufer  hinüber.  Dieselbe  trennt  das  Seebecken 
in  zwei  Teile,  deren  Längen  sich  ungefähr  wie  1  zu  2  ver- 
halten, so  dass  das  längere  nördliche  Becken  etwa  '/s  von 
der  Gesamtlänge  des  ganzen  Sees  umfasst. 

Die  Langsachse  des  Sees  liegt  angenähert  parallel  der 
Streichrichtung  der  die  nördliche  Kalkalpenkette  an  dieser 
Stelle  durchbrechenden  Querthäler,  der  Senke  des  Kesselberg- 
joches zwischen  Walchen-  und  KocheLsee  einerseits,  des  von 
Partenkirchen-Garmisch  über  Murnau  herabkonunenden  Loisach- 
thales  andererseits.  Es  konnte  von  vornherein  keinem  Zweifel 
unterliegen,  dass,  wenn  der  Starn beiger  See  überhaupt  das 
.Seichesphänomen  zeigt,  derselbe  längs  seiner  nord-südlichen 
Hauptachse  zu  Pendelschwingungen  von  einigermassen  nach- 
weisbarer Amplitude  err^  werden  wfirde. 

Forel  weist  auf  eine  Formel  hin,  die  schon  1828  von 
K.  Merlan^)  för  die  Periodendauer  der  stehenden  Pendel- 
schwingungen abgeleitot  wurde,  welche  Wassernia>sen  iti  flachen 
Gefassen  von  bebtimmten  einfachen  Profilen  voll  führen,  wenn 
sie  längs  eines  Schnittes  durch  diese  Gefaase  in  Bewegung  ge- 


erian,  Ueber  die  Bewegung  tropfbarer  FIfiasigkeiten  in 
Geföasen.  Basel  1828. 


ijiyiliz 


444      Siinmg  der  math,'fh!f$,  (^aae  tom  3,  Nooemher  1900, 


setzt  werden.  Bedeutet  l  die  Länge  der  Spiegel  Ii  nie  des  Pro- 
files, h  seine  mittlere  Tiefe,  so  ist  die  Dauer  einer  einfachen 
Schwingung 

wo  //  <Iie  Ik'SL'hleunigung  durch  die  Erdscliwere  (9.81  ni/sfc"^) 
bed»  iit(  t.  Eine  ganze  niis  Hin-  und  Hergang  bestehende 
Schwingung,  wie  wir  sie  hier  in  Deutschland  im  Gegensatz 
zur  französischen  Zählui bei  oscilhitorischen  Vorgängen  zu 
zählen  pflegen,  wird  also  in  der  Zeit 

ausgeführt. 

Geistheck  hat  auf  Tafel  VII  des  zu  seinem  Werke  ge- 
hörigen Atlas  das  Längenprofii  des  Starnberger  Sees  im  Mass- 
stab 1 : 50000  für  die  Horizontalerstreckungen,  1 : 10000  ftir 
die  Tiefen  constniiert.  Hieraus  Hess  sich  die  zu  erwartende 
Periode  fUr  die  LUngsschwingung  des  Sees,  die  zugleich  seine 
Haupt-  und  Grundschwingung  sein  musst«,  auf  Grund  der 
Me  l  i  ;i  M  Vchi'n  Foi  iuel  berechnen,  wenn  man  die  mittlere  Profil- 
tiefe Ii  nach  dem  Geist bcck  bchen  Diagramm  ermittelte.  Dazu 
wurde  in  folgender  Weise  verfahren: 

Das  Profil  wurde  auf  einen  starken  Carton  abgezeichnet, 
aber  mit  Verzehnfachung  aller  Tiefenwerte,  und  das  so  ver* 
grSsserte  Längsprofil  des  Sees  ausgeschnitten.  Aus  demselben 
Carton  wurde  ein  Rechteck  Yon  200  cm*  Fläche  geschnittcüi 
und  darauf  beide  Flächenstttcke  gewogen.  Als  Gewichte  er- 
gaben sich  7,395  bezw.  4,92,')  gr,  so  dass  die  Profilflache 
800,2  t  rn'^  uiiifasste,  was  mit  Rücksicht  auf  den  jAlassstab  der 
Zeichnung  einen  Mittelwert  für  die  Profiltiefe  von  75,7  m 
ergiebt. 

Wie  mau  bemerkt  ist  dieser  Wert  nicht  unerheblich 
grösser,  als  die  mittlere  Seetiefe.  Dies  ist  nicht  zu  Terwun- 
dern;  denn  unser  Wert  giebt  an,  wie  breit  ein  Flächenstreifen 
sein  muss,  welcher  bei  einer  Länge  gleich  der  Seelänge  tou 
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19,6  km  dieselbe  Fläche  wie  das  Längenprotil  des  Sees  hat;  der 
oben  angegebene  Mittelwert  von  52  ni  dagegen  stellt  die  Tiefe 
dar,  welche  ein  überall  gleich  tiefes  Becken  Ton  der  Grösse 
des  Sees  haben  mttsste,  das  dieselbe  Wassennasse  wie  dieser 
selbst  fasst;  namentlich  die  breiten  und  flachen  Partieen  des 
Sfldendes  yerkleinem  diesen  Tiefenwert  gegenüber  dem  von  uns 
bestimmten  mittleren  Tiefenwert  der  Längsrinne. 

In  unsere  Formel  haben  wir  die  Tiefe  des  Schnittes  ein- 
zuführen, längs  dessen  die  zu  untersuchende  Schwingung  statt- 
findet. Aus  dem  gefundenen  Wert  für  h  ergiebt  sich  T  zu 
rund  24  Minuten. 

Wie  wir  später  sehen  werden,  stimmt  der  so  berechnete 
Wert  so  genau  mit  dem  wirklich  für  diese  Scbwingiing  «jfofim- 
denen  Wert  (25  Minuten)  überein,  als  man  nur  t  rwartin  kann. 
Denn  einmal  ist  es  ja  von  vorn  herein  gar  nicht  siclier,  ob  der 
von  Geistbeck  grzeicLneto  Schnitt  wirklich  genau  mit  der 
Flüche  zusammenfällt,  längs  (1(  ren  sich  die  Wasserteilchen  bei 
der  longitudinalen  Grundschwingung  bewegen;  femer  aber 
hängt,  wie  nicht  anders  zu  erwarten,  die  Feriodendauer  von 
der  Gesamtwasserftthru ng  des  Sees  ab,  so  dass  bei  anderer 
Pegelstellung  etwas  andere  Schwingungsdauem  resultieren, 
(u  Haue  Uebereinstiiiniiung  kann  endlich  bei  der  Angenähert- 
heit  des  ganzen  Verfahrens  überliaupt  nicht  erwartet  werden. 

Daher  liefern  die  erhaltenen  Zahlen  inmierhin  eine  schöne 
Bestätigung  der  Forerschen  Theorie  des  Seicbesphänomens, 
welche  sich  auf  die  M er ia nasche  Formel  stützt. 

Bei  der  Auswahl  des  Punktes,  au  welcluni  das  fjuuiimeter 
zunächst  aufgestellt  werden  sollte,  war  der  (lesK  hUpunkt  leitend, 
dass  es  sich  ja  vor  der  Hand  in  erster  Linie  darum  handelte, 
den  Nachweis  zu  führen,  ob  ein  so  kleines  Seebecken,  wie  das 
in  Kede  stehende,  überhaupt  im  Stande  sei,  Seiches  von 
merklichem  Betrage  zu  zeigen.  Aus  diesem  Grunde  musste 
dem  Nordende  für  die  Aufstellung  der  Torzug  gegeben  werden. 
Denn  wenn  die  Wassermaasen  im  See  von  Norden  nach  Süden 
und  umgekehrt  hin-  und  herschwanken,  so  musste  sich  die 
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Flui  in  dem  engeren,  tiefem  Starnberger  Nordende  höher  zu- 
sammen stauen,  als  in  dem  breiteren  und  flacheren  Seeshaupter 
Südende.  In  Starnberg  selbst  oder  in  der  unmittelbaren  Nach- 
barschaft den  Apparat  zu  montieren,  empfahl  sich  nicht,  weil 
er  hier  erheblichen  Störungen  durch  Badende,  Rudernde  und 
vor  allem  durch  den  starken  Damp^hiffVerkehr  ausgesetzt 
gewesen  wäre.  Ihn  am  Nordende  selbst,  am  Ausfluss  der 
Würm  oder  bei  Percha  aufzustellen,  schien  gleichfalls  nicht 
gUnstijOf,  da  der  See  hier  in  eine  sehr  seichte,  von  Schilf  dicht 
bewachsene  Untiefe  ausläuft  und  es  nicht  unwahrscheinlich  ist, 
dass  die  periodischen  Bewegungen  des  Tiefenwassears  sehr  stark 
gedämpft  werden,  wenn  sie  auf  solches  Flachterrain  auslaufen. 
Am  geeignetsten  erschien  ein  Platz  am  Nordostufer  unterhalb 
des  Dorfes  Kempfenhausen,  dort,  wo  das  steilere  Hdhenufer 
wieder  dicht  an  den  See  herantritt  und  schon  in  geringer 
Entfernung  vom  Ufer  beträchtliche  Tiefen  sich  finden. 

Auch  legen  hier  die  Dampfer  nicht  an,  sondern  sie  fuliren 
weit  vom  Ufer  entfernt  direkt  von  Stiu  nlx  r^r  nacli  Herg  liin- 
über,  so  <lass  die  (hirch  sie  verursacliten  Wasserbewegungen, 
wie  direkte  Vorveröuche  zeigten,  nur  wenig  merklich  sind. 

Hier  steht  ein  neugebautes,  sehr  solid  fundiertes  Badehaus, 
dessen  Eigentümer,  Herr  Lehrer  Hartl maier  in  Wangen  bei 
Starnberg  in  freundlichster  Weise  gestattete,  dass  das  Limni- 
meter  an  der  Aussen^-Gallerie  seines  Badehauses  montiert  werde. 
Ein  56  m  langer  Steg  führt  vom  Ufer  zu  dieser  Gallerie  hinaus; 
am  Orte,  wo  der  Apparat  befesh^t  wurde,  fand  sich  im  Juli 
ül»er  '2  m  Wassertiefe.  Noch  war  es  uni\<f  den  Schwinmier  vor 
den  gewöhnliclien  Wellen  der  Wa&ser()i)erHäche  .so  zu  schützen, 
dass  er  gleichwohl  den  Bewegungen  der  gesaniniteii  Wasser- 
massen leicht  und  schnell  folgen  konnte.  Wir  haben  zu  dem 
Zwecke  eine  oben  offene  grosse  Holzkiste  zur  unteren  Hälfte 
im  Wasser  so  unterhalb  des  Schwimmers  befestigt,  dass  selbst 
hohe  Wellen  nicht  von  oben  her  in  das  Innere,  das  immer 
einen  ruhigen  Spiegel  zeigte,  hineinschlagen  konnten;  in  den 
Boden  der  Kiste  war  eine  Anzahl  2  cm  weiter  Löcher  gebohrt, 
durch  die  dm  lauere  mit  dem  See  communicierte.  Dadurch 
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war  der  in  das  Waaser  tauchende  Apparat  zugleich  gegen  das 
Anfahren  von  Booten  genflgend  geschfltzt. 

Herr  Ingenieur  und  Bezirkstechniker  fUr  das  kgl.  Bezirks- 
amt München  II,  Franz  H.  Haertinger,  hatte  die  Gttte,  den 
Yon  mir  gewählten  Aufstellungspunkt  einzunivellieren  und  an 
die  Höhencoten  der  Liiiidesvermessung  aiizusih Hessen.  Gk  ich- 
zeitig wurde  an  dem  Badehaus  selbst  ein  Punkt  genau  markiert, 
der  gegen  einen,  durch  einen  grossen,  am  Ufer  eingegrabenen 
Stein  versicherten  }lr)henpunkt  einnivelÜert  wurde.  Hierdurch 
war  es  möglich,  jederzeit  zu  kontrollieren,  ob  nicht  etwa 
eine  Senkung  des  Au&teUungsterrains  stattgefunden  hatte  und 
zweitens  war  ein  direktes  Beziehen  der  Limnimeterangahen  zu 
den  WUrmseepegelablesungen  dadurch  ermöglicht,  dass  der 
genannte  Punkt  gegen  den  Kullpunkt  dieses  Pegels  ein- 
üivelliert  wurde. 

Der  Apparat  bedurfte  namentlich  im  Anfange  einer  regel- 
mässigen Ueberwachung  und  da  das  Uhrwerk  alle  zwei  Tage 
aufgezogen  werden  mussto,  so  war  ausser  der  natürlich  öfter 
wiederholten,  von  München  aus  unternommenen  Kontrole,  die 
Inanspruchnahme  anderweitiger  freundlicher  Unterstützung  not- 
wendig. Der  genannten  Mühewaltung  haben  sich  Herr  und 
Frau  Kaufmann  Hartlraaier  aus  München,  sowie  Herr  stud. 
Seitz  aus  München  unterzogen;  ich  möchte  allen  Grenannten 
für  ihre  Mühe  auch  öfientlich  liicnlurcli  meinen  besten  Dank 
aussprechen,  sowie  vor  allem  Herrn  Lein  er  Hartlmaier 
auch  dafür,  dass  er  den  Apparat  noch  über  die  ursprünglich 
in  Aussicht  genommene  Zeit  auf  seinem  Besitze  beherbergt 
und  uns  die  Fortsetzung  der  Messungen  an  dem  genannten 
Orte,  der  sich  als  überaus  günstig  erwiesen  hat,  in  zuvor- 
kommendster Weise  gestattet  hat.  Endlich  gebührt  auch  dem 
kgl.  Bezirksamte  München  II,  sowie  den  Behörden,  Bürger- 
meistereien wie  Gendarmerien  Dank,  welche  das  Instrument 
unter  ihren  Schutz  nalimen. 

Der  Apparat  ist  seit  dem  7.  Juli  am  genannten  Orte  in 
Thätigkeit.  allerdings  nicht  ununterluoelien,  da  eine  grubst  l  e 
Reparatur  und  einige  kleine  Abänderungen  eine  Pause  zwischen 
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19.  Juli  und  1.  August  nötig  machten.  Vom  7.  — 19.  Juli 
arbeitete  er  mit  langsamem  Streifengang  (l^  =  2  cm),  da  Tor- 
erst  festgestellt  werden  sollte,  ob  das  Seichesphänomen  über- 
haupt vorhanden  ist. 

Schon  als  der  Apparat  zu  schreiben  begann,  zeichnete 
der  Schreibstift  unzweifelhafte  Seicheskurven,  reine  Sinus- 
schwingungen von  ca.  25  Minuten  Poriodendauer  und  mehreren 
Centimetern  Amplitude  auf,  d.  Ii.  am  Nordende  des  Starnberger 
Sees  hebt  sich  die  gesammte  Wuisüennasse  wsihrend  \2^/%  Mi- 
nuten um  einige  Centimeter  über  die  mittlere  Höhe,  um  in 
den  darauffolgenden  12'/2  Minuten  um  ebenso  viel  wieder  zn 
sinken.  Diese  periodische  Bewegung  stellt  sich  ebenso  gut  in 
der  Nacht  wie  am  Tage  und  zu  jeder  Stunde  ein,  sie  kann 
daher  nicht  etwa  von  den  Dampferbewegungen,  wechselndem 
Zu-  oder  Abfluss  oder  sonstigen  Störungen  henrfihren.  Selhst- 
Terstandlich  yerbindet  sich  diese  pendelnde  Bewegung,  die 
einer  Atembewepfung  des  Sees  gleicht,  mit  dem  St«  igt  ii  des 
Wassers  bei  liegt  ngüssen,  ebenso  wie  mit  dem  Sinken  bei 
anhaltender  Trockenheit,  dem  sie  sich  überlagert. 

Nachdem  der  Beweis  erbracht  war,  dass  auch  im 
Starnberger  See  das  Seichesphänomen  heimisch  ist 
und  sich  mit  dem  Terw6ndot(>n  Hilfsmittel  trefflich 
studieren  ISsst,  wurde  vom  1.  August  an  zu  rascher  Streifen- 
bewegung übergegangen  (P  »  6  cm,  1  mm  =  1  Minute),  wo- 
durch die  Zacken,  welche  der  Apparat  schrieb,  länger  aus- 
gezogen wurden,  so  dass  zahlreiche  interessante  Einzelheiten 
im  zeitlichen  Verlaufe  der  Erscheinung  zu  'la<j:(  traten. 

Im  Folgfiii].'!!  soll  nur  das  Htobachtungsmatei jal  diskutiert 
werden,  welches  in  den  ersten  beiden  Monaten  (7.  Juli  bi> 
10.  September)  am  Apparate  erhalten  wurde.  So  kurz  diese 
Zeitspanne  aucli  ist,  so  lassen  sich  doch  schon  die  wesent- 
lichsten Züge  des  Phänomens,  wie  es  unserem  See  eigentümlich 
ist,  unzweifelhaft  erkennen.  Späteren  Arbeiten  soll  die  Diskussion 
längerer  Beobachtungsreihen  Überlassen  bleiben,  welche  wichtige 
Ergänzungen  und  neue  Einzelheiten  in  Aussicht  stellen.  — 

Beim  Durchsehen  der  erhaltenen  HegistrierkurTen  ergiebt 
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sich  als  erstes  Resultat,  dass  der  Zustand  regelmässiger 
pendelnder  Bewegung  fUr  die  Oesamivassermaase  des  Stam- 
beider  Sees  die  Regel  bildet;  der  Zustand  vollkommener 
Ruhe  hat  in  der  genannten  Zeit  nur  während  weniger 
Stunden  angehalten ^  und  auch  hier  kann  man  fragen,  ob 
das  Fehlen  jeglicher  Bewcf^uiiix  in  der  erhiiltenen  Kurve  wirklich 
einem  al>.suluten  Fehlen  der  Scicbesbewegung  zuzuschreiben  ist, 
oder  nicht  vielmehr  einer  gewissen  vorüber^elienden  'I'riigheit 
des  Schwimmers,  die  ihn  verhinderte,  den  feinsten  Bewegungen 
der  Wassermasse  nachzugehen.  Die  Uberaus  zahlreichen  ]ierii)di- 
schen  Bewegungen,  die  bald  nur  eben  angedeutet  sind,  bald  See* 
Spiegelschwankungen  bis  su  8  cm  Niveaudifferenz  anzeigen, 
lassen  nun  unzweifelhaft  erkennen: 

I)  eine  Haupt-  oder  Grundschwingung  der  Wasser- 
massen. Die  Periode  derselben  stimmt  genau  genug  mit  der 
oben  nach  der  M er i  an-For ersehen  Formel  S.  445  zu  24  Minuten 
berechneten  überein,  dass  es  keinem  Zweife  l  unterliegen  kann, 
dass  wir  hier  die  longitudinale  Hauptschwin^ung  vor 
uns  haben,  an  der  die  Gewässer  des  Sees  als  Ganzes  Teil 
nehmen,  und  welche  dem  Längsschnitt  des  Beckens  entlang 
Ton  Korden  nach  Süden  hin  und  umgekehrt  erfolgt.  Da  es 
die  uninodale  Schwingung  in  dem  Seite  437  angegebenen 
Sinne  ist,  so  wird  der  Seespiegel  durch  dieselbe  am  Starn- 
berger Ende  gehoben  in  demselben  Augenblicke,  wo  er  sich 
am  Seeshaupter  Ende  senkt;  nach  halber  Schwingungsdauer 
findet  das  Umgekehrte  statt:  die  Wasserniassen  fluten  vom 
Kordrnde  zurück  und  stauen  sieh  nach  Süden  ininier  höher 
und  hr>her  an.  Dazvvischen  liegt,  etwa  in  der  Mitte  des  ^^ees, 
vielleicht  zwischen  Tutzing  und  Ammerland  eine  Zone,  wo  sich 
der  Seespiegel  unter  dem  Einflüsse  dieser  Schwingung  weder 
hebt  noch  senkt,  die  „Knotonlinie*^  der  Schwingung.  Daraus 
dttrfen  wir  freilich  nicht  schliessen,  dass  sich  hier  die  Wasser- 
massen selbst  etwa  in  Ruhe  befinden;  im  Gegenteil:  der  Trans- 
port so  gewaltiger  Wassermassen,  wie  sie  einem  Steigen  des 
Sees  an  emem  Ende  um  mehrere  Centimeter  entsprechen  und 
die  Umlagerung  dieser  Massen  in  der  Zeit  von  wenigen  Minuten, 
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miiss  sehr  starke  Ströniun^^en,  und  da  nach  der  Thoorio  die 
gesamte  VViissermasse  bis  zum  lioden  hin  in  diese  Pendeiung 
hineiagezogcn  wird,  vor  allem  starke  Unterst röuiungen  in 
dem  im  Vcrgleicli  zu  seiner  Länge  schmalen  Seebecken  hervor- 
rufen. Höchst  wahrscheinlich  hängt  hiermit  die  seit  langem 
bekannte  und  gefürchteie  Erscheinung  des  sog.  «Rinnens* 
unseres  Sees  zusammen«  das  heftige  StrOmen  der  Wassermassen 
und  das  Auftreten  grosser  Verschiedenheiten  in  der  Strömungs- 
geschwindigkeit der  übtn  iiiandcr  liegenden  iSchichtcii  selbst  bei 
ganz  ruhigem  Wetter.  dai>  üo  htltig  werden  kann^  d;iss  den 
Fischern  die  Xetze  fortgerissen  werden.  Aus  Zu-  und  Abtiuss 
am  Seebecken  lässt  sich  diese  Erscheinung  keineswegs  erklären, 
sie  dürfte  durch  das  Studium  der  Seiclies  so  vollkommen  auf- 
geklärt ^Verden  können,  dass  man  die  Periode  dieser  Miniatur» 
gezeiten  des  Sees  für  die  einzelnen  Monate  wird  voraus  be- 
rechnen können. 

Um  die  Periodend.iuer  der  Hauptschwinj^nin^^  mogrlichst 
genau  zu  bcstiiniiifü,  wurde  aus  den  häutig  auf  den  ^;tr<-ifVii 
noti»rt*'n  Zeitniarken  (S.  442)  zunächst  der  wahre  Streifen- 
gang  ermittelt.  £r  ergab  sich  bei  der  kleineu  üeber« 
Setzung  zu 

1  Millimeter  —  3,042  Zeitminuten, 

bei  der  grossen  und  dem  rascheren  Streifengange  zu 

1  Millimeter  =  1,019  Zeitmio utcn. 

Wurde  dann  die  Gesamtlänge  einer  bestimmten  Anzahl  von 
Wellenbergen  in  dem  Diagramm  gemessen,  so  ergab  sich  durch 
Division  durch  die  Anzahl  der  einzelnen  Spiegelschwankungen 

ein  Mittelwert  für  die  Periodendauer.  Aus  den  Aufzeichnungen 
wunlcn  vt  rscliiedenen  Zeiten  ent^|)recheud  Uru])ii('U  einer  gnis- 
sereu  oder  kleineren  Anzahl  deutlirli  ausprepräprter  nnfeinniider 
folgender  1  iauptschwingungen  herausgegnlieu  und  in  dieser 
Weise  zur  Ableitung  einer  mittleren  Schwingnngsdauer  für 
das  benutzte  Zeitintervall  verwendet.  In  der  folgenden  Tabelle 
ist  das  so  erhaltene  Zahlenmaterial  zusammengestellt.  In  der- 
selben bedeuten  die  Zahlen  der  letzten  Colonne  die  für  die 
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genannten  Zeiten  geltenden  Mittelwerte  der  Differenzen  aus  hdch- 
stem  und  tie£stem  Spiegelstande.  Sie  geben  also  ein  ungeföbm 
Maas  der  Amplituden  der  Pendelschwingungen,  wenn  dieselben 
auch  im  allgemeinen  für  ein  solches  Zeitinterrall,  welches  durch 
besonders  gut  ausgeprägte  Schwingungen  ausgezeichnet  ist, 
durchaus  nicht  für  jede  Schwin«^uiig  gleich  gross  sind.  (Die 
mitgeteilten  Werte  stellen  also  dus  Doppelte  von  dem  dar,  was 
der  Physiker  als  Aiii])litude  in  den  matiieinatischen  Austlruek 
für  die  ricinvingung  eiulüliren  würde.)  Die  Hori/.ontaistriche 
begrenzen  die  Beobachtungen  einer,  auf  je  einem  Streifen  ent- 
haltenen Beobachtungsreihe. 


Periodeuduuer  der  Hauptschwiugang. 


Zahl  der 

Mittlere 

Tag 

Dauer  I  in 

gemessenen 

Seespiegel- 

Minuten 

Schwingungen 

achwankung 

- —  -  — 
7.  Juli 

■-— .  —  - 

24,79 

10 

18  mm 

25,00 

9 

10 

9. 

24,82 

18 

12 

10. 

24,79 

16 

10 

10. 

25,04 

10 

10 

11.— 12. 

24,91 

44 

10 

18. 

24,61 

6 

7 

14. 

24,79 

12 

6 

17. 

24,94 

87 

U 

19. 

24,97 

12 

6 

2.  August 

26,06 

11 

20 

8. 

24,84 

10 

14 

ö. 

25,24 

4 

22 

6. 

24,96 

8 

8.-9. 

26,87 

10 

9.— 10. 

26,00 

60 

10.— 11. 

86,88 

8 

IS. 

26,04 

6 

14 

18-14. 

25,11 

43 

14  16. 

25,15 

109 

10 

18.-19. 

24,76 

20 

6 

19. 

24,96 

14 

10 

20.-21. 

26,04 

87 

22 
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Dauer  T  in 
Minuten 

'/fthl  der 
fffimeBienfin 
Soliwilimn  imh 

Mittlere 
Seemieffel- 

21.-23.  Aug. 

24,90 

68 

50  -30  mm 

24.-2G. 

25,09 

100 

40 

2G. 

25,32 

13 

20 

37. 

25,19 

10 

50 

0/ 

2.  September 

85.22 

20 

16 

26.04 

98 

80 

6. 

26,(» 

13 

28 

6.-7. 

25,08 

58 

18 

7. 

24.88 

12 

16 

Man  erkennt,  dass  die  Perioden dauer  T  zwar  sehr  nahe 

bei  dem  Werte  von  25  Minuten  liegt,  dass  sich  aber  zu  den 
verschieilt'iien  Zeiten  kleinere  Abweichungen  in  dem  einen  oder 
anderen  Sinne  beraerklich  machen.  Eine  Beziehung  zur  Am- 
plitude tritt  nicht  hervor;  es  gehören  die  längeren  Perioden- 
dauem  durchaus  nicht  zu  den  grösseren  Amplituden  und  um- 
gekehrt. Wir  constatieren  daher  Unabhängigkeit  der 
Schwingungsdauer  von  der  Amplitude.  In  dieser  Be» 
Ziehung  yerhält  sich  also  die  schwingende  Wassermasse  wie  ein 
mathematisches  oder  physisches  Pendel,  bei  dem  bei  kleinen 
Excursionen  die  Dauer  einer  Schwingung  ebenfalls  unabhängig 
von  der  Grösse  der  Excursiun  aus  der  Gleichgewichtslage  ist: 
Isoclirunismus  der  Pendelschwingungen. 

Dagegen  bemerkt  man  ganz  deutlich  einen  Gang  in  den 
Zahlen  fUr  T  in  so  fern,  als  die  Schwingungsdaner  in  den 
späteren  Beobachtungsreihen  grösser  wurde  als  sie  aus  den 
ersten  sich  ergeben  hatte.  Um  dies  noch  deutlicher  erkennen 
zu  lassen,  stelle  ich  hier  die  Mittelwerte  von  T  aus  den  vier 
Keihen  zugleich  mit  der  Anzahl  der  abgezahlten  Einzelschwing- 
ungen, aus  denen  dieselben  berechnet  wurden,  gesondert  uiiti-r- 
einander. 
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7.-11.  Juli  1900  T  =  24,89  (62) 

IL— 19.  Juli  24,S4  (III) 

L— 21.  August  25,07  (329) 

21.  August  — 10.  September  25,10  (444) 

Vom  Beginne  der  Beobachtungen  bis  zum  Ende  derselben 
hat  sich  also  die  Dauer  der  Grundschwingung  um  etwa 
0,2  Minuten  oder  12  Secunden  verlängert,  d.  h.  um  ca.  a  =  0,08 
der  Periodendauer  selbst,  wenn  wir  als  mittlere  Schwingungs- 
dauer 25  Minuten  annehmen.  In  dieser  Zeit  hat  aber  auch 
ein  fortdauerndes  Sinken  dee  Wasserspiegels  stattgefunden.  So 
war  am  21.  August  der  mittlere  Spiegel  schon  um  ca.  10  cm 
unter  den  anvisierten  Punkt  (S.  447)  gesunken,  Mitte  Sep- 
tember um  etwa  80  cm.  In  qualitativer  Beziehung  entspricht 
die  Verlängerung  von  T  der  Seichesforrael  S.  444;  denn  wenn 
der  Seespiegel  sinkt,  so  nimmt  h  ab  und  daher  bei  gleich- 
bleibender Seelänge  I  die  Seliw  inguugsdauer  T  zu.  Docli  ist 
in  quantitativer  Bezieiiung  diese  Verlängerung  von  T  durch 
die  Verminderung  von  h  allein  nicht  erklärlich,')  es  müssen 
noch  andere  weiter  aufzuklärende  Faktoren  in's  Spiel  treten. 

Als  Mittelwert  aus  allen  946  Einzelmessungen  ergiebt  sich 
fttr  die  Zeit  vom  7.  Juli  bis  10.  September  1900  fllr  den  Starn- 
berger .See  eine  Dauer  der  Hauptschwingung  von 

T  SS  24,98  Minuten  oder  24  Minuten  59  Secunden. 

Bei  der  zur  Beobachtungszeit  herrschenden  Wasserfllhrung 

verhielt  sicli  also  die  Wassermasse  des  .Starnberger  .Sees  wie  ein 
grosses,  sehr  laugsam  sehwingendcs  Pendel  von  1 4119  Secunden 
Schwingungsdauer;  dies  entspricht  einer  reducierten  Pendellänge 
von  559  km;  d.  h.  ein  einfaches  Fadenpeudel,  dessen  Länge  die 
Seelänge  um  das  28  fache  Übertritt,  würde  Über  dem  Starnberger 
See  aufgehängt  ebenso  langsam  schwingen  wie  die  in  diesem 
enthaltene  Wassermasse  selbst.  Da  wir  es  mit  einer  stehenden 


!)  L)a  n  —  A  T  /  T—  —  A  h  I  2h  iat,  so  würde,  wenn  die  Aenderung 
vt/ii  h  allein  maaflgebcnJ  wäre,  einem  a  =  0,08  eine  Abnahme  der  mitt- 
leren Tiefe  am  12  m  entsprechen,  was  augeusdheinlich  zvk  viel  iftt. 
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Pendelschwingung  zu  thun  haben,  wird  die  Seelänge  gerade 
von  einer  halben  Wellenlänge  ausgefüllt.  Die  Länge  der 
studierten  Welle  beträgt  also  ca.  39  km. 

Diese  Grundschwingung  fehlt  fast  nie.  Oft  ist  sie  in  un* 
unterbrochenem  Zuge  mehrere  Tage  lang  herrschend.  So  reihen 
sich  die  ihr  entsprechenden  Maxima  und  Minima  der  Spiegel- 
höhe vom  14.  August  Abends  7  Uhr  an  bis  zum  16.  August 
Xachniiitag.s  4  Uhr,  also  während  beinahe  48  Stuiult'ii  ohne 
Unterbrechung  aneinander,  über  100  einzelne  Perioden  voll 
zum  Ausdruck  bringend!  Selbst  wenn  der  Seespiegel  ganz 
ruhig  liegt  und  die  Limniraetercurve  fast  eine  gerade  Linie  dar- 
stellt, ist  die  Hauptperiode  durch  kleine  Zacken  angedeutet. 
Wenn  sie  aliein  und  ungestört  ausgebildet  ist  (vergl.  weiter 
unten),  so  ist  der  Gurrenverlauf  ein  rein  sinoidaler,  d.  h.  es 
tritt  nicht  etwa  ein  langsames  Ansteigen  und  dann  schnelleres 
Fallen  oder  umgekehrt  ein,  sondern  die  Schwingung  ist  rein 
harmonisch,  wie  man  sich  in  der  Akustik  ausdrücken  würde, 
die  enUprechende  Seichescurve  volikumineu  symmetrisch  nach 
beiden  Seiten  hin.  — 

Ausser  dieser  langsamen  Grundschwingung  tritt  aber  sehr 
häufig  noch 

II)  eine  Oberschwingung  von  kürzerer  Periode  auf, 
welche  als  eine  Teil-  oder  Partiakchwingung  aufgefasst  werden 
muss.   Die  Amplitude  dieser  Schwingung  ist  meist  kleiner  als 

die  der  Hauptschwingung.  Oft  ist  sie  o;ariz  allein  ausjrebildet 
und  dann  beherrscht  sie  aufjensclieiulich  da.s  jranzt*  Seebecken. 
Auch  hier  handelt  es  .sieh  nicht  um  ein  l-'L^^  ntliches  Auf- 
treten einzelner  Zacken;  ist  diese  Sei nvingungsform  einmal  zur 
Herrschaft  gelangt,  so  kann  sie  viele  Stunden  lang  ununter- 
brochen andauern;  so  wurde  sie  um  23.  August  von  früh  6  Lhr 
bis  abends  10  Uhr,  also  während  16  Stunden  ununterbrochen 
vom  Schwimmerstift  registriert.  Die  genauere  Periodendauer 
ersieht  man  aus  der  beifolgenden  Tabelle: 
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Dftuer 

ZbU  der 

Mittlere 

in  Minuten 

gemesBenan 

Seespiegel- 

Schwingungen 

Schwankung 

12.  JnH 

16,78 

80 

8  Wim 

6.  August 

15,42 

15 

14. 

15,87 

80 

20. 

15,90 

10 

8 

90. 

16,97 

6 

8 

ai. 

15»93 

B 

4 

23.  Ausübt 

15.83 

49 

20 

8.  September 

15,91 

21 

24 

9. 

16,60 

SO 

8 

Eine  Abhüiigigkeit  der  Scliwingiingsdauer  von  der  Aiiipli- 
tude  ist  auch  bei  dieser  Bcliwinguug  nicht  vorhanden.  Eine 
Zunahme  der  Schwingiingsdauer  mit  der  Zeit  ist  nicht 
bemerklich.  Als  Mittelwert  aus  den  219  Einzelmessungen, 
welche  zur  Ableitung  der  Periodendauer  verwendet  wurden, 
ergiebt  sich 

Tt  a  15,78  Minuten  oder  15  Minuten  47  Sekunden. 

Die  Dauer  ist  also  wesentlich  kürzer,  die  Schwingung 
selbst  daher  höher  in  der  Sprache  der  Tonlehre  als  die 
Gnindschwingung,  und  zwar  verhalten  sich  die  Schwingungs- 
sahlen  wie  1,00  zu  1,58.  Das  musikalisch  harmonische  Ver- 
hältnis von  Grundton  zu  Quinte  (C:G)  weist  ein  Schwingungs- 
zahlenyerhältnis  von  2:8  oder  1,00:1,50,  das  des  Grund- 
tones zur  Sext  (C  :  A)  von  3  :  5  oder  1,00  :  1,67  auf.  Unsere 
Oher.schvvingung  liegt  also  zwischen  den  Intervallen  der  Quinte 
und  Sext  und  würde  etwa  dem  musikalischen  sclion  «t-niger 
einfachen  Intervall  C  :  Gis  oder  C  :  As  der  übermässigen  Quinte 
oder  kleinen  Sext  entsprechen.  Wir  sehen,  dass  Grund- 
schwingung und  erste  Oberschwingung  des  Starn- 
berger Sees  nicht  in  einem  einfachen,  musikalisch 
reinen  IntervallenTerhaltnisse  zu  einander  stehen, 
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die  Oberscliwingung  ist  etwas  höher  als  die  Quinte, 
etwas  niedriger  als  die  i^ext. 

Wir  köimen  nicht  daran  zweüeln,  dass  wir  die  binodale 
Schwingung  S.  437  des  Sees  vor  uns  haben.  Dementsprechend 
wttrde  sich  der  Seespiegel  gleichzeitig  am  Nord-  und  am  Sttd- 
ende  heben,  in  der  Mitte  senken  und  umgekehrt,  wenn  diese 
Oberschwingung  den  See  beherrscht.  Dazwischen  würden  wir 
zwei  Knotenlinien  haben.  Der  Schwingungsdauer  von  947  Se- 
eunden  entspricht  eine  reducierte  Pendellilnge  yon  223  km  und 
eine  Wellenlänge  von  25  km ;  12,4:  km  würde  der  Abstami  der 
beiden  Kiiotenlinieii  von  einander  betrjigen  und  wir  kcinneu 
daher  dieHulben  einerseits  etwa  zwischen  Possenhofen  und  Lt-rmi, 
andererseits  zwischen  der  nach  Osten  vorspringenden  Halbinsel 
südlich  von  Bernried  und  Schallenkanini  auf  der  gegenfiber- 
liegenden  Uferhöhe  annehmen.  Wir  dürften  nicht  irren,  wenn 
wir  annehmen,  dass  die  S.  443  erwähnte  unter  dem  Seespiegel 
bei  Unter-Zaismering  querüber  laufende  Bodenschwelle,  welche 
das  Seebecken  gewissermassen  in  zwei  ungleich  lange  Rinnen 
unterteilt,  die  Ursache  für  die  erwähnte  Schwingungsunter- 
teilung des  ganzen  Sees  bilde.  Der  See  wird  dadurch  wie  eine 
schwingende  Saite  durch  *  inen  Steg  unterteilt  und  wir  hätten 
in  (Irr  Oberschwingung  von  der  Periode  —  15,8.  welches 
ungefähr  gleich  »/a  ^  L^=  25,0;  ^/a  T  =  16,7  Minut^Mi],  dem- 
nach die  Eigenschwingung  des  durch  den  unterseeischen  Rücken 
abgegrenzten  nördlichen  Beckens  vor  uns.  — 

Im  Allgemeinen  sind  nun  immer  beide  Schwingungen 
gleichzeitig  ausgebildet  und  dadurch  entsteht  mitunter  ein 
ziemlich  yerwickeltes  Currenbild.  Dasselbe  wird  indessen  leicht 
entziffert,  wenn  man  die  Perioden  der  beiden  zusammentretenden 
Schwingungssysteme  bereits  kennt  und  auf  sie  die  Gesetze  der 
phy.sik.ii  ischen  Interferenz  perio<lischer  Bewegungen  in 
AnwenduniT  hrini^t.  Dubei  »'ryfiebt  sich  zunächst  Foljyendes: 
Auch  bei  den  überaus  langsamen  Schwingungen,  denen  ^W•llen- 
längen  von  vielen  Kilonietern  entsprechen,  gilt  das  in  der 
Physik  der  Erklärung  der  Interferenzerecheinungcn  zu  Grunde 
gelegte  Princip  der  Coexistenz  der  Schwingungsbe- 
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wegungen:  Bei  dem  Ziisamiiion treten  behalten  die 
Jüinzelschwinguugeii  ihre  Perioden  bei;  die  resul- 
tierende Seespiegelschwankung  ist  einfach  gleich  dur 
Summe  der  von  jeder  einzelnen  Schwingung  herbei^ 
geführten  Spiegel?erlegung.  Gewöhnlich  ist  zunächst  die 
Grundschwingung  ausgebildet;  das  Hinzutreten  der  Oberschwing» 
ung  stört  dann  die  Dauer  der  Grundschwingung  nicht.  Aber 
freilich  werden  nun  je  nach  der  Ph&sendifferenz  in  der  Aus- 
bihiung,  iiiiL  der  die  beiden  harmüiiisehen  Schwingungen  zu- 
samnientrelfen  und  je  nacli  dem  Amplitudenverhältnisse  beider 
die  mannicht'achstpn  Abänderungen  der  Hauptcurve  resultieren. 
Sind  die  Aiiiplitudea  der  ÜberscUwingung  gegenüber  denjenigen 
der  Uauptschwingung  klein,  so  bemerkt  man  das  Auftreten 
der  ersteren  zunächst  nur  an  beginnenden  Asymmetrien  der 
HauptcuTTe;  dk  Maxima  folgen  sich  nicht  mehr  fiquidistant, 
in  regelmässiger  Folge  zeigen  sie  sich  in  ihrer  Höhe  vermindert 
und  an  anderen  Stellen  entsprechend  fiberhöht.  Wird  die 
Oberschwingung  kräftiger,  so  flacht  sie  die  Mazima  der  Haupt- 
curve ab  dort  wu  Maxiuia  der  er^ten  Curve  mit  Minimis  der 
anderen  zusanunt-ntreffen;  dort  wo  Maxitiia  auf  Maxinia  tretfen 
ist  die  resultierende  ( 'urvenhcihe  die  Sunnne  beider  Amplituden. 
Dazwischen  erscheinen  die  Curvenzacken  einseitig  ausgebaucht, 
ähnlich  wie  im  Profilbilde  einer  Bergkette»  wenn  einem  Haupt- 
gipfel ein  Nebengipfel  vorgelagert  ist.  Es  sind  dies  die 
«dikroten*  Schwingungen  Foreis  vgl.  S.  437.  Aber  immer 
vermag  man  in  der  grossen  Mannigfaltigkeit  von  Curvenbildem 
mit  Hilfe  des  Interferenzprincipes  die  beiden  einfachen  Schwing- 
ungen, deren  Betrachtung  wir  vorangestellt  haben,  wieder 
zuerkennen.  Man  kann  das  Verhältnis  ihrer  Schwingungsdauern 
natürlich  auch  aus  dem  Interferenzbilde,  also  aus  Aufzeichnungen, 
bei  denon  sie  beide  beteihj^d  sind,  ableiten.  Da  dieses  Verhältnis 
aber,  wie  wir  saheu,  kein  einfaches  harmonisches  ist,  so  ist 
dies  nicht  so  leicht.  Die  Aufgabe  ist  streng  nur  durchführbar 
durch  eine  sog.  harmonisclie  Analyse,  welche  den  periodischen 
Vorgang  dann  durch  eine  Fourier'sche  Beihe,  die  nach  Sinus 
und  Cosinus  der  ganzzahligen  Vielfachen  eines  bestimmten 

80* 
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Bogens  fortschreitet,  darstellen  lässt.  Diese  Entwickelung  liefert 
auch  die  Pliiiseiivcrscbiebung  und  das  AniplitudonverhriUnis 
der  mit  einander  interferierenden  periodischen  Bewegungen  und 
lässt  durch  die  höheren  Glieder  derselben  auch  erkennen,  ob 
eyentuell  noch  höhere  Oberschwingungen  bei  dem  Processe  be- 
teiligt sind.  Das  mathematisclie  Seminar  der  kgl.  technischen 
Hochschule  besitzt  einen  sog.  mechanischen  Analysator 
neuester  Construction,  der  die  angedeutete  nicht  ganz  unerheb- 
liche rechnerische  Arbeit  durch  einen  rein  mechanischen  In- 
tegrations-i*! ocuss  zu  ersetzen  gestattet.  Mit  demselben  sollen 
demnächst  Analvsen  besonders  charakteristisciier  (Jurvenstücke 
vorgenommen  werden.  — 

Zum  Schlüsse  nocli  einige  Bemerkungen  Uber  meteoro- 
logische Einflüsse  auf  die  Seicheserregungen:  Um  eventuelle 
Beziehungen  zu  plötzlichen  Luftdruckänderungen  genauer  ver- 
folgen zu  können,  wurde  in  dem  Badebaus,  auf  dessen  Aussen* 
gallerie  das  Limnimeter  montiert  war,  ein  selbstregistrierendes 
Aneroid-Barometer,  das  Herr  Baron  von  und  zu  Aufses 
giitiffst  zur  Verfügung  stellte,  in  Betrieb  gesetzt.  Wenn  das- 
selbe auch  ki'iiu'  sehr  gnjsse  Eni]ifindlichkeit  hatte,  so  zoigte 
es  doch  z.  B.  die  vor  einjm  Gewitter  eintretenden,  so  überaus 
charakteristischen,  als  sog.  ^Gewitternaseu"  bekannten  Luit- 
druckänderungen  deutlich  an. 

Dadurch  liess  sich  nun  konstatieren,  dass,  wenn  der  See 
fast  vollkommen  ruhig  war,  plötzlich  eintretende  Luftdruck- 
änderungen  das  Eintreten  kräftiger  Seichesbewegnngen  sehr 
häufig  im  Qefolge  hatten.  Ein  ganz  besonders  charakteristischer 
derartiger  Fall  ereignete  sieb  am  21.  August.  Am  21.  und  22. 
zeigen  die  Wetterkarten  ein  en^^lx-grenztes,  lokales  Luftdruck* 
maxinium  über  der  Miinchener  Gegend.  Der  Tag  wnr  schwül 
und  klar.  Phit/.lich,  gcgni  A))(_'nd  z^igt  das  Uegistrierbai ometer 
ein  allmähliches  Herubgehen ,  dann  ein  schnelleres  Ansteigen 
des  Druckes  an,  das  von  einigm  kleinen  Zacken  gefolgt  wird, 
verzeichnet  also  eine  typisch»'  ^Jewitternase.  Die  Limninieter- 
kurve  war  noch  am  Nachmittag  des  21.  August  sehr  ruhig; 
die  Hauptschwingung  war  schwach  angedeutet.  Plötzlich  10  Uhr 
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abends  fängt  der  Seespiegel  an  um  24  mm  zu  sinken,  ausser- 
ordentliche Spiogelschwankungen  um  das  mittlere  Niveau  setzen 
ein,  welche  schon  um  10*/»  Uhr  Amplituden  von  über  80  mm 
erreichen.  In  der  Nacht  entlud  sich  ein  heftiges  Gewitter. 
Die  Seiches  dauerten  noch  den  nächsten  ganzen  Tag  an  und 
klangen  erst  am  23.  aus.  Während  anfangs  nur  die  Haupt- 
sehwingung  Yorhanden  war,  trat  am  22.  früh  3^  die  Oher- 
schwin}j,uii(4  hinzu.  Es  folgte  eine  lange  Reihe  deutlich  mar- 
kiirtt  r  Interferenzen,  bis  am  23.  früh  6  Uhr  die  Oberschwing- 
uug  die  Oberliand  ffowann,  die  dann  allein  noch  bis  zum  Abend 
dies^  Tages  den  bee  beherrschte.  — 

Die  Oberschwingung  klingt  schneller  ab  als  die  Grand- 
Schwingung.  Die  Dämpfungen,  welche  die  Schwingungen  er- 
fahren, müssen  mit  den  Reibungskräften,  die  sich  den  Pendel- 
bewegungen entgegen  stellen,  auf's  innigste  zusammenhängen. 

Diese  wieder  sind  bedingt  ausser  durch  die  Ziilugkeit  des  sich 
bewegenden  Mediums  von  dem  Untcr^n-unde,  der  Gestalt,  des 
Sfebfckens  und  seiner  üesamttiäche.  Bei  einer  grossen  iieilie 
von  ::^chwingungen,  welche  augenscheinlich  einem  einmaligen 
Bewegungsimpulse  ihr  Entstehen  verdanken,  ist  auf  den  er- 
haltenen Gurvenstreifen  eine  deutliche  und  sehr  regelmässige 
Abnahme  der  aufeinanderfolgenden  Amplituden  zu  erkennen, 
so  dass  sich  hier  ein  Dämpfungsverhältnis  und  damit  ein 
logarithmisches  Decrement  wie  bei  einet  gedämpft  schwingenden 
Magnetnadel  für  die  Seichesschwingungen  bestimmen  liesse. 

Hierdurch  würde  eine  neue,  vielleicht  nicht  unwichtige 
charakteristische  Constante  für  eine  in  einem  ^eebecken  ange- 
sammelte Wassermasse  gewonnen.  Indessen  erachte  ich  es  noch 
für  yerfraht  auf  die  Art  und  die  Ursachen  der  Erregungen, 
welche  die  Seichesbewegungen  im  vorliegenden  Falle  auslösen, 
sowie  die  Gesetze,  nach  denen  dieselben  wieder  abklingen  und 
auf  die  Faktoren,  welche  ihre  allmähliche  Dämpfung  bedingen, 
schon  jetzt  näher  einzugelien. 

Dagegen  möchte  ich  als  bereits  festgestellte  Ergebnisse 
dieser  Untersuchung  die  folgenden  bezeichnen: 
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1)  Das  Seichesphänomen  ist  am  JStaruberger  See  in  un- 
zweifelhafter Weise  und  in  durchaus  ijpischer  Form  aus- 
geprägt. 

2)  Die  Schwingungen,  welche  die  gesamte  Wassennaase 
fast  ununterhrochen  ausführt,  sind  reine  d.  h.  einem  Sinus- 
gesetze  folgende,  harmonische  Pendelschwingungen  und  zwar 

stehende  Schwingungen  im  Sinne  der  Forerschen  Theorie. 

3)  Vorhanden  ist  zunächst  eine  Haupt-  oder  (irund- 
schwingung  von  rund  25  Minuten  voller  Periodendauer  (Hin- 
und  Hergang).  Es  ist  die  Längsschwingung  des  ganzen  Sees; 
sie  ist  einknotig,  uninodal  und  erzeugt  immer  entgegengesetzte 
Schwingungsphasen  an  den  beiden  Seeenden.  Die  Enotenlinie 
dürfte  etwa  bei  Tutzing  quer  über  den  See  laufen. 

4)  Die  aus  dem  Liingsprolii  mit  /ugniTidelpgun^  der 
Meriati'schen  Formel  berechnete  Sch\vinf4;un^sd:iuer  (24  Mi- 
nuten) stimmt  so  genau  mit  der  wirklich  gefundenen  übereiu, 
dass  die  ForeTsche  Theorie  durch  die  vorstehende  Unter- 
suchung eine  neue  Bestätigung  erhält. 

5)  Das  «Rinnen*  des  Starnberger  Sees,  welches  sich  be- 
sonders durch  eine  auffallend  starke  ünterstr($mung  in  beiden 

Richtungen  geltend  macht,  scheint  mit  dem  giossen  Deplace- 
ment erheblicher  Wassermasst  ii  bei  der  Seichesbewegung  iiu 
engsten  Zu»iimiiionhan<ye  zu  stehen. 

6)  Ausser  der  Gruudschwingung  ist  noch  eine  Oberschwing- 
ung von  etwas  weniger  als  2/3  Schwingungsdauer  der  Grund- 
schwingung vorhanden;  die  genaue  Periodendauer  betrigt 
15 '/i  Minuten.  Das  Intervall  beider  Schwingungen  ist  dem- 
nach kein  einfaches  harmonisches,  sondern  liegt  zwigehen 
Quinte  und  Sext. 

7)  Bei  beiden  Schwiiifjunt^pn  ist  die  Schwingungsdautr 
unal »hängig  von  der  Amplitude;  dttö  Gesetz  des  Isochrouimus 
der  Pendelschwingungen  gilt  also  auch  hier. 

8)  Beide  Schwingungssysteme  machen  sich  meist  gleich- 
zeitig geltend,  freilich  mit  sehr  wechselnden  Amplitudenver- 
hältnissen  und  den  mannigfachsten  Phasenverschiebungen.  Es 
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entstehen  ^dikrote  Schwingun^i  ii"  der  verschiedensten  Art. 
Sie  sind  aber  immer  in  ihre  beideu  Komponenten  auflösbar  und 
zeigen  dann,  dass  das  Prineip  der  Coexistenz  elementaFer 
Schwingungsbewegungen  auch  noch  bei  der  Interferenz  dieser 
39  bezw.  25  km  grossen  Wellenläugen  gilt. 

9)  Von  meteorologischen  KiiiHüssen.  welche  UTiniittell)ar 
kriifHijre  SeichcNNi  liwinguugeii  erregen  können,  sind  bisher  be- 
sundersi  plötzlich  eintretende  Lufbdruckänderungen  (z.  B.  Ge- 
wittemasen)  herrorgetreten. 


Es  wird  sowohl  in  freophysikalischer,  wie  rein  physikali- 
scher, geo^rnphischor,  ^eolon;isclirr.  nit-trorolot^'scher  und  viel- 
leicht auch  technischer  Hinsicht  von  W  ichtigkeit  sein,  die 
Seichesforschung  an  den  bayerischen  Seen  weiter  zu  führen. 
Zunächst  bietet  sich  am  Starnberger  See  selbst  noch  eine  Fülle 
weiterer  Fragen.  Vor  allem  wird  die  genauere  Fixierung  der 
Knotenlinien  und  damit  die  gesamte  Configuration  des  ganzen 
SchwinguDgsajstems  festzustellen  sein,  wozu  gleichzeitig  mit 
zwei  an  verschiedenen  Punkten  des  Sees  registrierenden  Limni- 
metem  gearbeitet  werden  muss. 

Ferner  sind  die  Beziehungen  der  absoluten  Spiegelstiinde 
selbst,  also  der  wirklichen  Wasserführung  zu  den  Seiches 
nSber  zu  studieren.  Weiter  wird  ein  Studium  darUber,  wie 
sich  verschiedene  meteorologische  Erscheinungen  in  der  Er- 
legung der  Wassermasse  zu  Pendelschwingungen  wiederspiegeln, 
sehr  fruchtbar  sein.  Dass  es  in  hygienischer  Hinsicht  fttr  das 
organische  Leben  im  und  am  See  von  grösster  Wichtigkeit  ist, 
dass  die  gesamte  Wassermasse  nicht  stagniert,  sondern  bis  zum 
Grunde  hin  in  fortwährender  lebemiigcr  J^ewcgung  erhalten 
wird,  ist  ein  neuer  Gesichtspunkt,  welclier  die  PficliesCorscliung 
von  ganz  anderer  Seite  her  enipliehlt.  Beobachtungen  über  die 
im  See  auftretenden,  oft  sehr  heftigen  Strömungen  und  Unter- 
str5mungen  werden,  wenn  sie  mit  den  regelmassig  erfoI;^<  tmIou 
Aufzeichnungen  des  Limnimeters  verglichen  werden,  über  die 
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Mechanik  dieser  Bewegungen  Neues  und  Interessantes  lehren. 
Endlich  kann  es  kaum  einem  Zweifel  unterliegen,  dass  sich 
die  Seichesbewegungen  bis  zu  einem  gewissen  Ghrade  in  den 
Ghrundwasserständen  der  umliegenden  OrtschaffcoUf  namentlich 
an  den  beiden  Enden  des  Sees,  sowie  in  den  Abflussmengen 
der  WUm  wiederspiegeln  werden.  Sollte  dies  der  Fall  sein, 
so  würde  den  Aufzeichnungen  des  Apparates  auch  ein  unmittel- 
bar praktisch-technisches  Interesse  beizumessen  sein. 
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Ueber  die  Gonvergenz  periodischer  Eettenbrilche» 

Von  AUk'ed  Frlngsheim. 

Allgemeine  Kriterien  zur  Beurtbeilung  der  Convergenz 
und  Divergenz  periodischer  KettenbrUche  mit  beliebigen 
complexen  Gliedern  sind  zuerst  von  Herrn  0.  Stolz  ange- 
geben worden.*)    Später  hat  Herr  G.  Landsberg^)  den  Fall, 

dass  sämintliche  Theilzähler  und  Theilnenner  reell  und 
rational  sind,  mit  Hülfe  einer  hesonderü  einfachen  und  sinn- 
reichen Methode  behandelt,  weiche  zugleich  auch  den  Zu- 
sammenhang zwischen  dem  betreffenden  Kettenbruche  und  einem 
anderen,  durch  geeignete  Inversion  der  Periode  daraus  hervor- 
gehenden unmittelbar  erkennen  lässt  und  auf  diese  Weise  die 
Verallgemeinerung  eines  bekannten,  von  Galois')  zunächst' 
nur  für  sog.  regelmässige  Eettenbrfiche  bewiesenen  Satzes 
liefert  Da  Herr  Landsberg  seinen  Untersuchungen  eine 
etwas  andere  und  zwar,  wie  die  Durchftthmng  der  Rechnung 
killt,  weniger  zweckmässige  Ketteidjruchforni  zu  (irunde  legt,*) 
als  Herr  Stolz,  so  erscheint  die  Vergleichuug  der  beider- 


^)  Innsbmcker  B«r.  17.  Febr.  1886.  Die  Bewdae  der  daselbst  mit- 
getheilten  Sätze  findet  man  in  <]'ii  Vorlesungen  über  allg.  Arith- 
metik. Bd.  II  (1886),  p.  299  ä\  Ein  dort  noch  nicht  anjroführte«  Di- 
vergenz-Kriterium pi»'l)t  Stnlzr  Tnnsbr.  Ber.  1887/88,  p.  1.  2. 

2)  Journ.  für  Math.  ](){)  (1892),  p. 231—287.  Vgl  auch:  E. Netto» 
ebenda«.  Bd.  110  (1892).  p.  349. 

8)  (Vergönne  Annulos,  T.  19  (1828—1829),  p.  294. 

*)  S.  weiter  imien  p.  465,  Fusanote  2). 
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seitigen  Endresultate  einigermaassen  erschwert.  Ueberträgt 
man  aber  die  Landsberg 'sehe  Methode,  die  überdies  in  einigen 
Einzelheiten  eine  noch  etwas  elementarere  und  durchsichtigere 
Darstellung  gestattet,  auf  Kettenbrüche  mit  beliebigen  com- 
plexen  Gliedern  in  der  von  Herrn  Stolz  benützten  Form,  so 
kann  man  in  der  That  mit  den  denkbar  einfachsten  Hülfs- 
mitteln  zu  einer  äusserst  einfachen  und  übersichtlichen  Formu- 
lirung  der  Stolz 'sehen  Convergenz-  und  Divergenz-Kriterien 
gelangen.  Zugleich  ergiebt  sich  dann  auch  die  oben  erwähnte 
Verallgemeinerung  des  Galois'schen  Satzes  für  Kettenbrüche 
mit  ganz  beliebigen  Theilzählern  und  Theilnennem. 

Die  Durchführung  dieses  Gedankens  bildet  den  Inhalt  der 
folgenden  Mittheilung. 


§  1.    Nothwendige  und  hiDreichende  Bedingungen  für  die 
Convergenz  eines  rein  periodischen  Eettenbruches. 

Ich  bezeichne  den  Kettenbruch: 


durch  eins  der  Symbole: 

ff. 


( 


oder : 


seinen  auf  Grund  der  bekannten  Beziehungen: 


(l) 


^1  =  ^1  ^  +  «1  -^1  =  ^1 

Ay  =  hr  Ar-\  -\-  Oy  Ar-2      By  ==  hy  By-\        Oy  Br^2  (V>2) 

A 

formal  gebildeten  v**"  Näherungsbruch  mit  ^  oder  Ky  und 
setze : 
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gleithgiiltig,  ob  der  Kettonbruch  als  solcher  einen  be- 
stimmten Sinn  besitzt/)  sofern  nur       selbst  eine  bestimmte 
Zahl  Yorstellt,  d.  h.  B,  von  Null  verschieden  ist. 
Im  Falle  6^  =  0  schreibe  ich  statt: 


kürztet : 


Bedeuten  dann  o^,  6,  s  1,  2,  3, . . .)  irgendwelche  eom- 
plexe  Zahlen  (mit  Einschluss  der  reellen  und  für  die 

auch  der  Null,  während  durchweg:  |  j  >  0),  welche  den 
Bedingungen  genügen: 

\  «Arf^«  ™  =  1, 3,  a, . . .  in  infA 

\  hij,j^u  ^hf,    V//  =  1,  2, ...  I?  / 

so  soll  der  unendliche  Kettenbruch: 


als  ein  rein  periodischer')  und  zwar  mit  der  j»-gliedrigen 
Periode: 


>)  Vgl.  Stolz,  Allg.  Arithrn.  II,  p.  269. 
Darnach  gilt  der  Kettenbrach: 


anders  geschrieben: 

trhon  als  iinr»'in  periodisch.  Es  ist  dies  diejt  TUü'c  Form,  welche  Herr 
Laudttberg  /.um  AuaguiigMpuukte  st^iuer  Unter»ucuuiigen  gewählt  hat. 
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bezeichnet  w»rH'  n,  wobei  norh  an^^^-n'^rnmeii  wird,  il:L>>  p  Hip 
kleinste  Zahi  bedeutet,  für  welche  die  beiden  Beuehungeo 
(ä)      nit  and. 

Wenn  v.nn  der  Kettenbnicb  (4)  flberbanpt  eonyergirt, 
so  musB  sein  Werth  x  der  Belation  genOgen: 

sodass  also  x  eine  bestimmte  U  urzrl  dtr  i^uad ratischen 
Gleicliung  sein  muss: 

(I)  J,-,)«  — ^=0, 

sofern  nicht  etwa  gerade  i^^^i  =  0  ist.  In  diesem  Specialfalle 
reducirt  sich  diese  Gleichung  aof  eine  lineare,  und  sie  wird 
Qberdies  ganzlich  hinfällig,  wenn  auch  noch  Bf — Ap-t  =  0 
ist.    Wir  betrachten  zunächst  den  allgemeinen  Fall: 

L  1^,-1  ;>o. 

Die  beiden  Wurzeln  r  der  Gleichung  (I)  werden  daaü 
durch  den  Ausdruck  dargestellt: 

wo  D  die  Discriminante  Ton  (I)  bedeutet,  also: 

(7a)     D  =  Mp-,  -  i>V)»  +iA, 

oder  auch: 

(7b)  =  4P, 

wenn  man  beachtet,  dass: 

(8)  A,B,^i-A,^iJip^(-iy'''a^a^...a,=  -  n(—a;) 

und  sodiiun  die  Abkürzungen  einführt: 

(9)  A^i  +  lif  _  6',    //(-a.)  =  F. 

rsl 
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Um  die  Oonvergenz  oder  DiYergenz  Ton  ,  d.h. schliess- 
lich die  Beziehung  von  lim  Kp  zu  einer  der  beiden  Zahlen  x 


teätz Urteilt  II.  Ulli«  rsuchen  wir  allgemein  einen  Ausdruck  von 
der  Form  M  —  o;,  wo: 

also  zunächst: 

Da  aber  aus  Gl.  (I)  folgt: 

(11)  A,—JB,x  =  —  {Ap-i  —  Bf^i  x)  •  X, 
so  hat  man: 

(12)  )• 

Fttr  die  weitere  Untersuchung  ist  nun  zu  unterscheidenf 

ob  Gl.  (I)  zwei  verschiedene  Wurzeln  besitzt  oder  nicht, 
d.  h.  ob  1  -D  i  >  0  oder  I>  =  0. 


K  |i)|>0. 

Werden  alsdann  die  beiden  verseliiedonen  Wurzeln  von 
Gl.  (I)  mit  ajj,  x^  bezeichnet,  so  kann  man  dieselben  nach 
GL  (6)  dehniren  durch  die  Beziehungen: 

(18)  ,  iB,-iX,  =  A,.,-Ii,+  e.VD 


{ 


wo  1  />  den  Hauptwerth  der  belreüenden  (>imdratwur/.el  be- 
deutet und  £  =  -|"  1  oder  —  1  in  der  Weise  hxii't  werden  soll, 
dass  der  Kettenbruch,  falls  er  überhaupt  convergirt,  ge- 
rade den  Grenzwerth  x^  besitzt.  Setzt  man  dann  in  61.  (12) 
x  =  Xy  bezw.  x^x^  80  folgt  durch  Division  der  resultirenden 
Gleichungen: 
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(14)  f=^*!  =  Jlf4— - 

^    '  H —  h  — 

WO  * 

Mau  liuL  uuii  iür  in  Folge  der  i'criodicität  der  b,: 

d.  h.  es  wird:  H  —  A».  iür:  h  =  A'»,„p  und  daher  nach  Gl.  {Ii): 

Substituirt  man  liier  der  Reihe  nach  v  —  p  ju^  2p-\-fj^ 
.  .  .  ?.p  -\-  /(  (wo  yu  eine  beliebige  Zahl  ans  der  Reihe  1,2,.  .  .J?), 
SO  folgt  durch  Multiplication  der  resultircnden  Beziehungen: 

(18)      f  =  M'^  ■         *i  =  M'  ■ 

—  X,  —  a:,  —  iJ^  «, 

d.  h. 

11  Vi   K  X,  (yt,,  —  -g^  j:,)  —       •     (^,.  —  B,.  J.-,) 

=«.  +  ^'•(*.-*.)(4^_2f^^,)_jS(l-£i.«,)- 

Damit  also  lim  iLii^f/»  «     werde  (iür:     ^  1,  2, . . .  j>)  ist 


nothwendig  und  hinreicliend,  daas: 

(20)  Um^.(^-x,).^^_^^--^^^-0. 

Da  aber  (o;, — a:,)  yon  Null  verschieden  und  auch 

{A(^  —  -B^       zum  mindesten  nicht  für  jedes         1,  2, .  . .  j> 


»)  Wegen: 
kann  man  itf  auch  in  die  Fom  «etzen: 
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verschwinden  kaim^),  so  iiudefc  die  Beziehung  allemai  dann 
und  nur  dann  statt,  wenn: 

(a)  limüP^O  d.h.  |Jtr|<l, 


und  ausserdem  der  Nenner  des  Ausdruckes  (20)  für  i  =  oo 
nicht  Terschwindet,  d.  h.  wenn: 

(b)  \A^  —  Bf,XJ^\>0   fOr /x  =  l,2,...i>. 

Die  Bedingung  (a)  rerlangt  aber  genau  folgendes:  es  rnuss 
c     +  1  80  fixirt  werden,  dass  (s.  GL  (15)): 


(21) 


<1. 


und  dies  kann  otit-nbar  allemal  und  zwar  bei  vollkoiiimeii 
eindeutiger  Bestimmbarkeit  von  £  erzielt  werden,  sofern 
nicHt  gerade: 


M 


in  welchem  Falle  dann  f-  willkürlich  =  +  1  angenommen 
werden  kann.    Setzt  man  nun  etwa: 


(23) 


8 


80  geht  die  Bedingung  (22)  in  die  folgende  über: 

d.  h.  (a  —  f  )*  +     =  (a  +  €)»  +  ^, 

also  schliesslich: 

a  =  0 

oder,  wenn  man  allgemein  den  reellen  T heil  einer  complezen 
Zahl  »  mit  9t (jt)  bezeichnet: 


(24) 


9i 


0  Dies  gilt  offenbar  auch  int  Falle  p=h 
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Hiernach  ist  also  die  Bedingung  (a)  bei  geeigneter 
Normirung  von  e  stets  erfüllbar,  wenn: 

Dass  im  entgegengesetzten  Falle,  also  für  \  31  =  1  wirk- 
licli  Divergenz  stattfindet,  erkennt  man  unmittelbar  aus 
Gl.  (19),  wenn  man  berücksichtigt,  dass  für  Jf|«l  —  da 
die  Mögliehkeit  üf  =  1  hier  definitiT  ausgeschlossen  erecheitit^) 
—  stets  Jf  BS  —  1  oder  M  eine  nicht-reelle  Zahl  znit  dem  ab- 
soluten Betrage  1  sein  muss,  und  dass  daher  für  l»lt2,3,... 
eine  unbegrenzte  Folge  periodisch  uriederhehrender  oder 
durchweg  von  einaiuier  ver.schicMU'ner  Werthe  annimmt 
(letzteres,  wenn  M  keine  Einheitswurzei). 

Im  übrigen  L'isst  sich  die  Divergenz -Bedingung  (21) 
noch  in  folgender  Weise  umformen.   Da  dieselbe  genau  soTiel 


(A) 


')  Dean  aua  M  "  1  würde  folgen  D  ~  0,  was  unter  de»  weiterhin 
2u  behandelnden  Fall  gehört. 

Ut  3/ —  -  1,  d.  h.  5  =  0,  80  folgt  aus  Gl.  (19)  für  gerade  x: 
lim  =  Ä»P+*»  =  Ä/»  U««-l|2....|>). 

A=eo 

dagegen  für  ungerade  X: 

V  V  {X, r  ,)  •  Ku  —  2X4X^  ,  ,  _ 

— 2K,.  -lir+^j-  - 

Da  n&mlich  aUgemein: 

,         Ap-i  —  Bp 

and,  wegen  5    o,    H.  Ap-\  «  —  Bp,  apeciell  nch  eigiebt: 

ÜAp-i  2Bp 

60  findet  man  ia  der  That: 

2/^/4  — (xi-i-u^  Bp-.iÄ'f,-^Bp 
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S  5* 
besagt,  (iass       rein  imaginär  oder  Null,  also  wesent- 
lich negativ  oder  Null,  so  kann  man  sie  zunächst  durch 
die  folgende  ersetzen: 

J  =  (0<^<4-oo) 
oder,  wegen:  D « 5*  —  4  P,  auch: 

fif»«-~? — 4P. 

Da  hier  r-?—  =  i?  für  0  <  ö  <  00  jeden  Werth  des  In- 
1  +  ^ 

tervalles  0  <  tl^  <  1  annimmt,  vice  versa  —  so  gewinnt  man 
schliesslich  statt  der  Bedingung  (24)  die  folgende: 

(24»)  S»=4i?-P  (0<i^<l), 

anders  geschrieben: 

D  =  5»  — 4P  =  — 4(1  —  i^^j.P 

und,  wenn  man  noch  1     ^  =  17  setzt: 

(24'')  Z)  =  — 4i?-P  (0<^/<l). 

In  Bezug  auf  die  Oonyergenz -Bedingung  (b)  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  dieselbe  für  ft^p  —  1  und  f*=p  allemal 
eo  ipso  erf&Ut  ist.   Da  nämlich  (nach  Gl.  (11)  fQr  x^x^x 

(25)  Uli,  —  iJ^a?,     —  (^-1  —  Bf-\ •  jr„ 

so  würde  zunächst  aus: 

Äf^x  —  =  0 

jedesmal  folgen,  dass  auch: 

und  —  sofern  nur  >  0  angenommen  wird  —  auch  um- 
gekehrt.   Alsdann  hätte  man  aber: 

^^^  =  4^  (nämlich  =  ic,), 

I9QQL  SItniDsah.  d.  autlu-phy«.  Cl.  81 


Digitized  by  Google 


472       SiUumg  der  maih.-phjfi.  Clane  vom  3,  November  1900. 

was  in  Folge  der  Voraussetzung  '  |  >  0  unmöglich  ist. 
Scbliesst  man  also  ('eii  Fall  .r^  —  0  vorlüui'ig  aus,  so 
genügt  die  Existenz  der  Bedingung  (b)  schon  in  dem  folgenden 
Umfange : 

(B)        \A,-B^x^  >(i   fär  jtt=l,2,...(i>-2)» 

sodass  dieselbe  hiernach  überhaupt  erst  für  p  ^  3  in  Betracht 
kommt. 

Angenommen  nun,  man  habe  (falls    >  3)  f&r  ein  oder 

mehrere  specielle  ^  =  m: 

(26)  X-J5«iP,  =  0   d.h.jr,  =  «,. 

so  folgt  aus  Gl.  (19),  dass  allgemein : 

(27)  Kxp^„  —  x^,    also  auch:  lim  jSrip4.„  =  a:j, 

wüLreiid  für  alle  von  m  verschiedenen  ^  die  Beziehung  verbleibt: 

(28)  limK^^^^x^. 

Hat  also  irgend  einer  der  ersten  (p  —  2)  Nfiheningsbrflche 
den  Wert  x^^  so  gilt  das  gleiche  von  allen  denjenigen 
deren  Index  um  ein  Multiplum  Ton     grösser  ist,  während  die 

Folge  der  übrigen  nach  convergirt. 

Was  den  oben  zunächst  ausgeschlosseneu  Fall  x^  —  0  be- 
trifft, so  bemerke  man,  dass  derselbe  nach  Gl.  (25)  nur  dann 
eintreten  kann,  wenn: 

(29)  Äp^O, 

Nun  nimmt  aber  für  ^  0  die  Gleichung  (I)  die  fol- 
gpende  Form  an: 

(30)  J?p^i  x"  4-  (Bp  —  Äp^i)  x  =  0, 

und  zwar  hat  man  (wegen :  Ap^i  Bp  —  Äf.  Bp-i  «  —  4  P  ^  0) 
hierbei  stets: 

,  |>0,  \B,:>o 

und  auch: 

I JS^  -  Ap..^  I  >  0 
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(da  die  Annahme:  Up  —  Aj,  \  =  0  auf  den  Fall  einer  Doppel- 
wurzel x  =  {)  fahrt,  ako  unter  1^  gehört).  iSodann  wird: 

entweder:  ic  =  0,   oder:  JC  —  — 
und  daher 

(32)  entweder:  Äp-i  —  Bp-ix  =  Ap^i^ 

oder:  Ap.^i  —  Bp^i  x  =  Bp. 

Um  jetzt  die  Convergenz-Bedingung  (a),  nämlich: 

(deren  Herleitung  in  keiner  Weise  auf  der  Voraussetzung 
I  j  >  0  beruhte,  also  auili  iür  =  0  gütig  bleibt)  zu  er- 
füllen hat  man  also  zu  setzen: 


dagegen: 

(34)  X,  -  -  0.  wenn:  ■  %^  j  >  1 . 

I  I 

Im  ersten  Falle  convergirt  also  der  Eettenbruch  nach 
=s  0»  wenn  noch  die  Bedingung  (B)  in  dem  dort  bezeich- 
neten Umfange  besteht  (da  ja  hier  die  Nebenbedingung  ;      >  0 
erfüllt  ist).    Im  zweiten  Falle  ist  der  Kettenbruch  niemals 
couvergent,  da  ja,  wegen  -'Ij»  =  0,  x^  =  0,  stets: 

(35)  A,  —  BpX,^  0,  d.  h.  £p  »    «  0 

wird,  sodass  also  der  durch  Gl.  (27),  (2S)  charakterisirte  Di- 
▼ergenz-Fall  eintritt;  d.  h.  man  hat: 

(36)  hm  Kxp  =  Xg==Qf  im  übrigen:  lim  Kj^p^f,=  x^=  ' 

(sofern  nicht  gerade  eine  solche  Zahl  m  bedeutet,  ftir  die 
ebenfalls  noch  Am  —  Bm  a;,  ==  0  wird). 

Hiemach  ergiebt  sich  also  das  folgende  Qesammtresultat: 

81* 
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K    Ist:    17/,,  i|>0,    \D  >0,     Af,  >0, 

80  sind  die  Bedingungen  (A)  und  (B)  nothwennUg 
und  hinreichend  für  die  Convcrgenst  des  rein  peri- 

^1      ,  und  zwar  hat  man: 

wo  Yd  den  Hauptwerth  bedeutet  und  e  s  + 1 
▼  ermöge   der  Ungleichung  (21)   eindeutig  be- 


stimmt  ist. 

Im  Falle      =  0  hat  man^): 


,  wenn:    — '  -  i  <  1 , 


während  der  Kettenbruch  divergwi^ 


wenn: 


Dor  VoUständif^fkcit  Imlltcr  sei  noch  erwähnt,  da.ss  die 
L'on Velgen/,  des  Ketten bruches  nicht  alterirt  wird,  w^nn  unter 
den  Näherungsbrüchen  K,,  (a  =  1,  2, . . .  />)  einer  oder  mehrere 
durch  das  Verschwinden  des  Nenners  Bf,  sinnlos  werden. 
Angenommen  nämlich ,  es  sei  fUr  irgend  ein  bestinmutes  ft^n: 
ae  0  (in  welchem  Falle  dann  allemal:  |  il«  |  >  0),  so  folgt 
aus  Gl.  (19): 

(37)  = 

1)  Hei  spiel:  Für  den  unendlichen  Ketienbrnch  jnii  der  drei- 
gUedrigen  Periode: 

U  '       '  ^"  1/ 

)»t  man: 

Ai  =  Oih^       =  og  -|-  dl 
-4i  =  0       J^a  =  «1. 

A. 

Der  Kettenbruch  convergirt  also  nftdt  Nnll,  wenn  |^|^1> 
d.h.      i  —  I Oifrs |>0. 
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sodass  alle  ^p4.N  für  A  1  endlich  und  bestimmt  ausfallen 
und  lim  Kip^  =  o?,  wird. 

law 


Ist  D  =s  0,  so  hat  man; 

(38)  (Ap-i—Bpy^^iApBp-t  anders  geschrieben:  S*=4:P 

(also  siclier:  .S  0").  T)i<:'  beiden  Wurzeln  (1«^'  quadratischen 
Gleicliuug  ^1)  fallen  dann  in  die  eine  zusammen: 

und  CS  wird  daher: 

UG)     '         ~~  ^^^^  ^  ~        ~  i         ~         =  1  s 
sodass  GL  (12)  sich  zunächst  in  die  Form  setzen  lässt: 

Subtrahirt  miui  aui'  beiden  Seiten  {h  —  x),  so  wird : 

=  -  H  i*' «'  —  •     -»)•(*-  *)  (n«ch  Gl.  (41)) 

(42)  =  —     ^-^^     '{H—x)'  (Ä  —  a;)  (nach  Gl.  (40)). 

Hieraus  tiiidf  t  man  wieder  für:  h  =  K^-p^  also:  H=Ky^ 
die  llecursionsformel : 

(43)  -        -  -  (Ä,  -  X)  (Kr-p  -  x), 

aus  welcher  zunächst  hervorgeht,  dass  fUr:  K^-p  —  X'^O  auch: 
K,  —  x^O  (n&mlich:  K,  =  K^-p)  wird  und  umgekehrt. 

Ist  also  Ky-p  —  X  von  XuU  verscliieden,  so  gilt  das 
gleiche  von       —  a?,  und  man  kann  also  in  dieaem  Falle 
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Gl.  (43)  durch  Division  mit  {Kr  —  x)  •  (iCr-p  —  in  die  Jj'orm 
setzen : 

sodass  sicli  durch  Substitution  von  v  =  p-{-  ju,2p  /i,  ...Xp-^-u 
und  Addition  der  betreffenden  Gleicliuugen  ergiebt: 

(45)  ~  ^  =  +  X 

also  schliesslich: 

und: 

(47)  lim  Ki^ft^x, 


Ist  andererseits  für  irgend  ein  ^  —  m:  Km  ■=  so  folgt 
auf  Grund  der  oben  gemachten  Bemerkung,  dass  auch:  Kp+^^x^ 
sodann:  K^p^m  ^  x  u.  s.  f.,  d.  h.  man  hat  in  diesem  Falle: 

(48)  lim  K,.p^n,  —  K).^>^,n  —  x. 

iss« 

Wird  ferner  liii  irgend  ein  fi  —  n:  A'„  sinnlos,  ako  Bt,  =  0 
(wobei  dann  sicher  [      1  ^  0)i  so  folgt  aus  Gl.  (46): 

(49)  Kip^ti  =  X  -\-  y-^,  also  ebenfalls:  lim  Kip^H  —  x. 

Betrachtet   man  schliesslich   noch  den   speciellen  Fall: 
=  0  (wobei  dann :  |  Ap^\  j  >  0,    Bp  >  0),  so  wird  hier 
nach  Gl.  (38)  auch:  Äp^\  —  Bp=^0  (also:  S  =  2  Bp),  d.  h.  die 
quadratische  Gleichung  (I)  reducirt  sich  auf  die  folgende: 

(50)  Bp-,  a;»  =  0 

mit  der  Doppelwurzel  x^^O.  Die  zuvor  angestellten  Betrach- 
tungen behalten  dann  durchweg  ihre  Gültigkeit,  man  hat 
lediglich  in  GL  (42)  —  (49)  x  ^  0  zu  setzen  und  findet  in 
jedem  der  betreffenden  Fälle: 

(51)  ]imKj^^  =  0. 

k—<io 
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Hiernacli  ergiebt  sich  also  der  Satz: 
P.   Ist:       |7Vi|>0,  i)=sO 

^  in  jedem  Falle  gegen  den 


so 

Werth: 


und  man  hat  speciell: 

a;  =  0,  falls:  ^==0. 


Eü  bleibt  jetzt  noch  der  Fall  zu  beti  achteu : 

Aus:  Ap  Bp  -1  —  Ap^i  Bp=i  —  P,  wo:  |  P ,  >  0,  folgt  dann, 
dass  allemal: 

(52)  |vi,,_,l>0,  iJip^>0. 

Der  Werth  x  des  Kettenbruches,  falls  derselbe  Oberhaupt 
convergirt,  hätte  hier  der  Relation  zu  genügen: 

(53)  ^""^'^J^'— 

sodass  an  die  Stelle  der  quadratischen  Gleichung  (I)  die 
folgende  lineare  tritt: 

(ü)  (Bp-Ap^,)x-Ap==0. 

FUr  die  weitere  Untersuchung  sind  nun  folgende  Unterf&lle 
SU  unterscheiden: 

II*    \Ap\>0,  {ßp  -  Ap.i\>0. 

Man  hat  also: 

(54)  iP=  tt  "  d.  h.  endlich  und  von  NuD  Terschieden. 
Da  sodann,  wegen  Bp^\  »0,  die  Beziehung  besteht: 
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(57)      Kx^^^—x  =  3^*{Kf,^x)  (a*  =  1,2,...|>). 


Hieraus  erkennt  man,  dass  der  Kettenbruch  sicher  diver- 
girt ,  wenn  |  |  >  1  (wobei  der  Fall  M  =  1,  d.  h.  Bf^Ap^\ »  0 
auf  Grund  der  VorauflsetKung  Yorlaufig  noch  ausgeschlossen  er- 
scheint). Aher  auch  im  Falle  |Jlf|<l  findet  Divergenz 
statt.   Hier  wird  swar: 

(58)  lim  Kji;^^  «8  Or, 

sobald  fi  einen  solchen  Index  bedeutet,  für  welchen  JT^  eine 
bestimmte  Zahl  vorstellt.  Dagegen  wird  Ki.^j^.,  für  jedes  l 
gleichzeitig  mit  Kft  sinnlos,  und  da  dies,  wegen  Bp-\  =  0, 
für  Iii  =  p —  1  sicher  (eventuell  auch  noch  für  andere  Werthe 

von  /i)  der  Fall  ist,  so  ciiihiilt  tlic  Folge  der  Näherungsbrüche 
Ki,p^u  allemal  unbegrenzt  viele  sinnlose'),  sodass  also 
der  unendliche  Kettenbruch  als  divergent  bezeichnet  werden 
muss*). 


1)  Dies  wurde  von  Herrn  Landsberg  (a.  a.  0.  p.  987)  fiberseheD, 
■odsN  er  in  dem  betreffenden  Falle  Convergenz  dedneirt. 

*)  Beispiel:  Der  Kettmbmch  mit  der  Sgliedrigoi  Periode: 


so  folgt: 


d.  h. 

(56)  H-x^M'(h  -x),  wo:M  =  ^ 


und  hieraus,  analog  wie  im  Falle  I'*: 


Man  hat: 
und  allgemein: 


/iaA+'i  =  (>   (X  =  1,  2,3, . . 
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ü".   |^,|>0,  iiB,-^,.,|«0. 

Da  hier  Ap-i  =  JJp,  so  lässt  sich  Gl.  (54)  in  die  Form 
setzen ; 

(59)  H^^^^^^^h  +  ^ 
sodass  sich  ergiebt: 

(60)  K,^+^  =  K^  +  X.^. 

m 

d.  h.  der  Eettenbruch  diTergirt  nach  oo  (mit  dem  Yoraeiclieti 

4 


von  . 


II«.   -4p  «0. 

Man  hat  hier  aus  Gl.  (54): 

uud  daher: 

(62)  jEirt^-(^y.jr,. 

A  -\ 

Der  Ketten  bruch  ist  also,  wie  auch  1  ™^     beschaffen  sein 

I  ^9 

möge,  schon  aus  dem  Grunde  divergent,  weil  die  Reihe  der 

Näherungsbrüche  unendlich  viele  sinnlose  (nämlich  für 
^  =^  j>  —  1)  enthält. 


Da  hiemach  der  Kettenbruch  im  Falle  .fi^^i  ^  0  allemal 
divergirif  so  kann  man  schliesslich  die  gefundenen  Ergeb- 
nisse in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Für   die  Convergem   des   rein  periodischen 
Kettenbruches  mit  der  p-gliedrigen  Periode 


ist  nothwencUg,  dass: 
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[1]  iJ5|,-il>0.  0 

Diese  fiedingung  ist  auch  hmrächend,  wenn: 
2>  =£  (Ap^i  —  BpY  +  4  Ap  Bp^x  a=  0  und  man  bat: 


[: 


Ist  dagegen  i»0,  so  ist  weiter  natiuemiUg,  dass: 


[2] 


9e(^|>0  (wo:  S=^^,  +  2W.  «) 


Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  lässt  sich  € 

(wo  f  =  +  1  und  y D  den  Hauptwerth  der  Quadrat- 
wurzel bedeutet)  eindeutig  so  fixiren,  dass: 

sodass  also: 

^  ^Ap-y  —  Bp^-e^VD  ^      Ap^x  —  Bp  —  t'Vi) 
2Bp-^  2Äp_, 

eindeutig  hestimmte  Zahlen  vorstellen.  Im  Falle 
j  ily  I  >  0  couvergirt  alsdann  der  Kettenbruch 
gegen  den  Werth  x^,  sofern  |><C2,  während  für 
j7>8  noch  die  folgende  Bedingung  als  mthwendig 
und  hmrdehi>nä  hinzutreten  muss: 

|3J      \Af,  —  B^x^[>i}    (/i  =  l,2,...(|»-2)). 

Ist  p  ~  l,  ao  hat  oian  nach  üblicher  Weise  zu  setzen: 

sodass  also  rlio  fragliche  Bedingung  hier  stets  eo  ipso  erfüllt  ist.  Im 
übrigen  hat  mau  in  diesem  Falle: 

*)  Die  Bedingung  [2]  lässt  sich  mit  Bflcksicht  auf  GL  (24>K  (241») 
auch  folgendermaasaen  fomuiHren: 

Es  darf  keine  Relation  beitehen  von  der  Form: 

5»  =  4*P  (0<*<1) 

oder  ander«  geschrieben: 

D^-^AfiP  {0<t]<\). 
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In  dem  besonderen  Falle  Ap  —  0  lässt  sich  die 
Bedingung  [2]  durch  die  folgende  ersetzen: 


[2'] 


■fr 


<1 


und  man  hat  alsdauii  —  U  hIö  Grenzwerth  des 
Kettenbruches. 

Sind  S  und  D  reell,  was  offenbar  insbesondere  stets  der 
Fall  ist,  wenn  die  Oy,     durchweg  reell  sind,  so  besteht  oflen- 

bar  die  Divergenz-Bedingung  (24):  ^  ^j^^^  =  0  im  Falle 

D>0  ausschliesslich  dann,  wenn  8=^0;  dagegen  im  Falle 
D<0  für  jedes  S. 

Da  andererseits  im  Falle  i^>0,  |<5?|>0  von  den  beiden 
Werthen  des  Ausdruckes 

S-{-  e-  Yd    (wo  jetzt:  VI)  >  0) 

derjenige  der  numerisch  grössere  ist,  bei  welchem  «  gleiches 

Vorzeichen  mit  S  besitzt,  also:  £     -^,7  gesetzt  werden  kann, 

I 

so  gewinnt  man  hier  die  folgende  einfachere  Formulirung: 

Sind  D  redl  (eventuell  auch  NuU),  so  ist  für 
die  Convngcnz  des  fraglichen  Kettenbruches  noth- 

wendig: 

\Bp^i\>i)    .*S':>0  i>>0. 

Diese  Bedingungen  sind  auch  hinreichend  im 
Falle  J9  =  0»)  und  für  |»<2  auch  im  Falle  D>0, 
und  man  hat: 


Oy 


^)  Die  Bedingung  j  &' ,  >  0  ist  in  diesem  Falle  atets  eo  ipso  er 
fallt:  %,  61.  (88)»  p.  476. 
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Im  Falle  i»^3  ist  jedoch  noch  erforderlich, 

d  &8S! 

\A^'-B^x^\>^   (M^Il'-Cp  — 2)), 

wo: 


§  2.  Der  einem  rein  periodischen  Kettenbmche 

conjugirte  Kettenbruch. 

Bedeutet  K  einen  unendlichen  rein  periodischen  Ketten* 

bruch  mit  der  i)-gUedrigen  Periode        •  ♦  ^^^^  ^^"^ 

K  conjugirt  derjenige  unrein  periodische  Kettenbruch  K* 
bezeichnet  werden,  welcher  besteht  aus  dem  An&ngsgliede  hp 
und  einem  rein  periodischen  Kettenbruche  mit  der  Periode 


Fflr  den  Fall  =  1,  in  welchem  diese  Detinition  keinen 
Sinn  besitzt,  hat  man  zu  setzen: 


(64) 


K'=:{h^\  ^,  ^',...)  d.h.  =^b^  +  K. 


Wenn  nun  in  dem  zuletzt  bezeichneten  Falle  der  Ketten- 
bruch K  Überhaupt  conTergirt,  so  hat  man^): 

I  K=x^—l{b^-\-€^ybl^4a^),v(eun:^-\-4a^l>{^, 
X  bezw.  iC    :p     i  &„  wenn :  6?  -|-  4    = 0, 

und  daher: 


^^^^  f         K'^-i(b,-B^Vbl-j-4a,)  d.h.  --aJ,, 

1  bezw.  AT'  =  —  ^6,  d.  h.  =B  —  JC, 

Vgl.  p.  480,  Fussnote  1). 


Digitized  by  Google 


A,  Pringthtim;  Oonvtrgetu  periodUcher  Kettenbrücke,  483 

I  m  nachzuweisen,  dass  ein  ganz  analoger  Zusammenhang 
zwisclien  K  und  K'  auch  für  ^  >  2  statttindet.  schicken  wir 
zunächst  die  folgende  HUlfsbetracbtung  voraus.    Setzt  mau; 

SO  folgt:  * 


und  umgekehrt. 
Substitairt  man: 

so  wird: 


und  zunächst: 


also: 


H 


(68^)        -  -^^-'^  (g»  f  1  - 

Angenommen,  es  bestehen  für  irgend  ein  bestimmtes  n 
allemal  gleichzeitig  die  beiden  Kelutionen: 


so  folgfc  durch  die  Substitution: 
zunächst : 


und: 
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also  schliesslich: 

Damit  ist  aber  die  Allgemcingültigkeit  der  Beziehungen 

(69)  erwiesen,  da  deren  Richtigkeit  für  »  »  2,  3  bereits  er- 
kannt wurde. 

Setzt  man  jetzt  in  Ol.  (09) 

(70)  »=j»>2,   H^—H\   Ep  =  b,  —  h\ 

so  ergeben  sich  als  allemal  gleichzeitig  bestehend  die  Be- 
ziehungen : 


(71) 


Zugleich  besteht  dann  aber,  falls  Z)  |  >  0,  zwischen  Ä' 
und  H'  die  folgende,  aus  Gl.  (10)  uud  (14)  für  -  H\ 

A  =  —  /*'  hervorgehende  lielatioQ : 

(72)  *  a=J/-77r-' — *    (  wo;  J[/==      — 1  • 

Bezeichnet  iiinn  jetzt  die  NähenintTsbrüche  des  oben  mit 
A"  bezeichneten  unrein  periodit^chen  Ketten bruches  mit 

A';  =  ^:  (»'==0.1,2.....), 
sodass  also  insbesondere: 


(73) 


Digitized  by  Google 


Primgahehm:  (Umoergem  perioäueher  KeHenbrüehe,  485 
so  hat  man  für  v 

(74) 

also,  wie  die  Vergleichung  mit  (71)  zeigt,  h' =  K'y  für; 
H'  =  K'r.p.    In  Folge  dessen  ergiebt  sich  aber  aus  Gl.  (72): 

(75)  f:^i  ^*^M'  ^:r'' 

und  hierauSf  analog  wie  in  §  1: 
also: 

(77)  ißM.— 

und  daher,  falls  \M\<1: 

(78)  lim  Äin-;,  =  —  a:, » 

sofern  noch  die  Bedingung  erltillt  ist: 

(79)  i  .4;  +  J?;^:,  I  >  0,  zunSchst  flir:  u  =  0,  1, ...  (/^  —  1). 

Es  litost  sich  aber  auch  hier  wiederum  zeigen,  dass  diese 
Bedingung  für  die  beiden  letzten  Werthe  a*=J'  —  2,  jj  —  1 
nicht  in  Betracht  gezogen  zu  werden  braucht. 

Um  dies  nachzuweisen,  hat  man  nur  A*^^  B'u  für  fj^^p — 2, 
p  —  1  durch  entsprechende  A,,y  B/t  auszudrücken,  was  auf 
folgende  Weise  geschehen  kann.   Setzt  man: 

^  ^ItpZi  h' ^~Bp' 

so  folgt  aus  Gl.  (71): 
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(81)  ?L.,..    «.^^C^  ). 

Andererseits  ergiebt  sieh  aus  GL  (80): 

(82)  Ä'=  ^pr-Bpq 

und  daher,  durch  Oombination  Ton  GL  (81),  (82),  für  r  =s  0 
bezw.  g  SB  0 : 


(83) 


(b  ;  ''■^  = 


Da  aber  au»  den  Üeziehungen: 

resultirt,  dass  Ap^  Ap^\  foruial  (d.  h.  für  ganz  beliebige  o«.,  6r) 
den  grössten  gemeinsamen  Theiler  a^,  dagegen  Bp  und 
Überhaupt  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  folgt  aus 
Gl.  (83): 

/oix  Ap-^z^  a-^-Ap      A',,-\  _  Bp 

^""^^  B'p.i    «-.^,_,'    Bp^,  lip^,' 

Da  femer  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  (I) 
(p.  466),  so  hat  man: 

(85)  {ßp  -h  Bp^i  a;,)  •  a;,  =     4-  Ap.i  , 
also  mit  Berücksichtigung  von  GL  (84): 

(86)  (^i_,  H-        a;,) .  X,  «  (^-a  +  jB;.,  a?,)  •  a, . 

Daraus  erkeunl  man  aber,  dass  die  Beziehung: 

allemal  die  folgende: 
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nach  sich  ziehen  würde  und,  sofern  nur  i>0,  auch  um- 
gekehrt: man  hatte  dann  also:  4^r— ^  =  ^,!-',  was  wiederum 

unmöglich  ist.  Da  andererseits  im  Falle  =  0  nach 
Gl.  (85)  auch  Ap  =  0  sein  muss,  so  ergiebt  sit  li,  wenn  man 
den  Fall  Ap  =  0  vorläufig  ausschliesst,  dass  die  Bedingung 
(79)  in  der  That  nur  IlUr  0,  1.  .  .  .  (/?  —  3)  gefordert  zu 
werden  braucht,  sodass  sie  also  überhaupt  nur  für  >  3  in 
Betracht  kommt. 

Was  sodann  den  vorläufig  ausgeschlessenen  Fall  Ap^  0 
betrifitf  so  hat  man  nach  Gl.  (33)  zu  setzen: 

„  Ap^i  —  Sp  A.p~\  1  , 

=  0,   -j  wenn:  ,  ~  jj-    <  1 , 

JSp^l  Up 


X.  «as       ' — ~ ,  a?^  =  0 ,  wenn: 


>1. 


und  somit: 

(87)  Ap  -f-       1  ^1  =  0,    d.  h.  A'p.2  1^  -^p-'i  x^  =  i), 

sodass  also  in  diesem  Falle  die  Bedingung  (79)  für  n  —p  — 2 
nicht  erfüllt  ist  und  der  Kettenbruch  K'  daher  divergirt. 

Dagegen  hat  man  nach  61.  (34): 

Ap-\ 

also  a?, >0:  der  Ketteiib nu Ii  K'  convergirt  also  in  diesem 
Falle  nach  — a;,  =  0.  s(»f('rn   nur  die  Bedingung  (79)  für 
=  0,  1,  . .  .  (i>  —  3)  erfüllt  ist.  — 

Ist  jetzt  D  =  0,  80  tritt  an  die  Stelle  iron  Gl.  (72),  die 
folgende,  aus  Gl.  (42)  durch  Substitution  von  lf=  —  IT, 

h  SB  —  h'  hervorgehende : 

(88)  Ä  -if-,-^r'(A'  +  :t)  (i/  -i-^)  (wo:  «  =  '^^'^_f^). 

sodass  für:  II  ^  K'y-pi  also:  h'  ==  Kl  (s.  Gl.  (71)),  sich  ergiebt: 

(89)  VC  -  A;  .p^~ N{Kl  +    •  {Ky-p-j-  x)  ^wo :  .V=  ^"^^"') 
liOOL  aitMngibw  d.  wtBA.'Vhf.  Ol.  82 


488       6Uzung  der  maih.-phys.  Classe  vom  3.  November  lUOO. 

und,  falls  |  Ky-p  +  o;  |  >  0  und  somit  auch  |  iC;  -f    ■  >  0 : 

Daraus  folgt  dann,  genau  wie  in  §  1,  P: 

und: 

(92)  lim  K'i^^t,  =  —  a:. 

Ab« 

Ist  aber  für  irgend  ein  ^  =  m:  K',n  ■\-  x  =  0.  so  folsrt 
aus  Gl.  (89),  dass  7fp+„4  ==  A'ii,  =  — und  allgemein: 
i^H-M      —  ^1  auch: 

(93)  lim  JriHH»  =  — a?. 

Dieses  Resultat  gilt  auch  wiederum  noch  in  dem  beson- 
deren Falle  Ap  =  0,  d.  h.  o;     0.    Die  vorstehenden  Ergebnisse 

lassen  sich  also  in  folgender  Weise  zusammenfassen : 

Ist  {2>|>0  und  convergirt  der  Kettenbruch 
K  nach  o;,,  so  convergirt  — K'  nach  £C|,  sofern 
fürp>3  noch  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

A],  -\-  B'^     I  >  0    (.u  ^  0,  1, .  . .  (i?  —  3)). 

Nur  im  Falle:  Ap  »  0,  j  Ap-i  \<  Bp\j  in  welchem 
ÜC^bO  wird,  ist  K'  c&vergmi;  während  ffir:  .4p  «0, 
\  Ap^i*>  l  Bp\  zwar  K  divergirt,  dagegen  K'  nach 
0  emvergirt. 

Ist  |D  s=  0  und  iii^-i[>0,  so  hat  mau: 

ä  =  -a:'  =  «  d.h.  =%^-^'. 
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Oetientliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Königlichen  Hoheit  des  Prinz- 
Regenten 

am  14.  Noveuiber  TJOO. 


Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  K.  A.  v.  Zittel,  er- 
öffnet die  Festsitsttog  mit  einer  Bede :  «Ziele  und  Aufgaben 
der  Akademien  im  20.  Jahrhundert",  welche  in  den 
Schriften  der  Akademie  erscheinen  wird. 

Soflann  verkündig^ten  die  Classensekretiire  die  Wahlen  und 
zwar  der  Sekrotär  der  II.  (Jlasse,  Herr  C.  v.  Voit,  die  der 
mathematisch-physikalischen  Olasse. 

Von  der  mathematisch-physikalischen  Glasse  wurden  ge- 
wählt und  Ton  Seiner  Königlichen  Hoheit  dem  Prinz -Re- 
genten bestätiget: 

1.  zum  ordentlichen  Mitgliede: 

Das  bisherige  ausserordentliche  Bfitglied  Dr.  Wilhelm 
Conrad  Röntgen,  k.  (Geheimer  Rath  und  Professor  der  Physik 

an  der  Universität  zu  München; 

II.  zum  ausserordentlichen  Mitgliede: 

Dr.  Siegmund  Günther,  Professor  der  Erdkunde  an  der 
technischen  Hochschule  zu  München; 

32* 
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m.  zu  correspondirenden  Mitgliedern: 

1.  Dr.  Otto  Btttsehli,  Professor  der  Zoologie  an  der  üni- 
▼ersität  zu  Heidelberg; 

2.  Dr.  Wilhelm  His,  k.  Geheimer  Rath  und  Professor  der 
Anatomie  an  der  Universität  zu  Leipzig; 

3.  Henri  Poincare,  Professor  der  mathematischen  Physik 
an  der  Facult^  des  scienoes  zu  Paris; 

4.  Dr.  Otto  Stolz,  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
▼ersitSt  zu  Innsbruck; 

5.  Dr.  Hugo  de  Vrie^,  Professor  der  Botanik  an  der  Uni- 
versität zu  Amsterdam. 

Hierauf  hielt  das  ausserordentliche  Mitglied  der  histori- 
schen Classe,  Professor  Dr.  Hans  Kiggauer,  die  Festrede: 
»Ueber  die  Entwicklung  der  Nuniisniatik  und  der 
numismatischen  Sammlungen  im  19.  Jahrhundert*', 
welche  ebenfalls  in  den  Schriften  der  Akademie  veröfieutlicht 
wird. 
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SitsuDg  ToiD  1.  Dezember  1900. 

1.  Herr  F.  Linoemann  macht  eine  Mittheilung:  „Zur 
Theorie  der  automorphen  Funkfcionen  II.* 

2.  Herr  H.  Ebeh.t  hält  einen  Vortrag:  ^lieber  die  Er- 
gebnisse zweier  zum  Zweck  der  Untersuchung  des 
elektrischen  ZersfcreuungsTermdgens  in  den  oberen 
Schichten  der  Atmosphäre  angestellten  Luftballon- 
fahrten.* 

3.  Herr  Seb.  Finsterwaldku  berichti't  über  eine  Unter- 
suchung: »lieber  die  innere  Struktur  der  Mittel- 
Moränen." 

4.  Herr  A.  Pjuküsheim  berichtet:  «lieber  einen  Funda* 
mentalsatz  aus  der  Theorie  der  doppelperiodischen 
Funktionen." 

5.  Herr  R.  Hertwio  legt  eine  Abhandlung  des  Privat- 
dozenten an  der  hiesigen  Universität  Dr.  Otto  Maas  vor : 
,üeber  Entstehung  und  Wachsthum  der  Kieselgebilde 
bei  iSpongien." 
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Zur  Theorie  der  automorphen  Functionen  IL 

Von  F.  LindemADB« 

{MtHfttuitf^  4.  Jammar.) 

Bei  Ab&aBimg  meines  Aufsatzes  Über  automorphe  Func- 
tionen (diese  Sitzungsberichte^  1899,  Bd.  ^9,  Heft  III)  war  mir 
eine  Stelle  in  einem  Au&atze  von  Ritter  Ober  automorphe 

Functionen  rom  Geschlechte  Null  (Math.  Annalen  Bd.  41, 
p.  56  ft".)  enigaiii4en,  auf  die  ich  inzwischen  in  dankenswerther 
^\\'isc'  aufmerksam  gemacht  bin.  Hier  weist  Ritter  nach, 
(hiss  die  Summo  der  Polygonseiten  (d.  i.  die  Summe  der  Um- 
fange aller  Fundamentalbereiche)  nicht  convergiren  kann, 
wenn  die  Gren/.])unkte  sich  längs  iigend  welcher  Curven  (wie 
z.  B.  am  Hauptkreise  bei  Gfruppen  mit  Hauptkreis)  häufen; 
dazu  bemerkt  er,  dass  für  diese  FäUe  die  Reihen  £  fi  (g)  nicht 
conveigiren  können.  Herr  CSöllege  Fricke  war  so  gUtig,  mir 
einen  Beweis  fGh*  diese  Bemerkung  mitzutheilen,  der  mit  Hülfe 
der  von  Poincare  bei  seinem  Beweise  benutzten  Ungleichungen 
leiclit  zü  führen  ist  (vgl.  unten  den  Schluss  der  vorliegenden 
Arbeit). 

Der  an  der  Spitze  meiner  Untersuchunq'f' n  stehende  Beweis 
bezieht  sich  nun  nicht  auf  die  Keihe  sondern  zu- 

nächst auf  die  Reihe  /T  (^) :  aus  ihr  hatte  ich  die  Convergenz 
der  Reihe  if  'i  i^)  —  fi  (^0))  durch  Integration  erschlossen, 
dabei  dann  allerdings  das  ergänzende  Glied  fi(js^  in  Folge 
eines  Irrthums  weiterhin  fortgelassen,  indem  ich  den  Werth 

^  mit  ^  verwechselte.   Dieses  Fortlassen  lässt  sich  aber  auf 

andere  Weise  rechtfertigen. 
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♦ 

Im  Folgenden  habe  ich  den  früheren  Beweis  tür  die  Con- 
vergenz  der  Keihen  Xif  H-^)  grösserer  AusfÜbrlichk*  it  und 
unter  HinzuftiguBg  mancher  Ergänzungen  wiederholt,  und  da- 
mit mein  früheres  Resultat  bestätigt  gefunden.  Am  Schlüsse 
habe  ich  yersucht,  den  hierin  liegenden  Widerspruch  mit  der 
Ritter'schen  Bemerkung  aufzuklären. 

Eine  Substitution  der  gegebenen  Gruppe  bezeicliuen  wir 
mit  fi{£)t  setzen  also 

(1) 

wobei  i  einen  von  0  bis  oo  laufenden  Index  bezeichnet.  Es  sei 
I£(jf)  eine  rationale  Function  von  dann  sei  die  Function 
B(js)  durch  die  Gleichung 

(2)  ö(^)  =  £W*W)l/U--)J- 

definirt,  wo  nach  Poiiuare  die  rechts  stehende  Keihe  fiir 
m>l  stets  absolut  convergirt  all«  in  ausgenommen  die  Pole 
der  Function  M{js)  und  die  Pole  der  Functionen 

T.et/.tpre  koniiiicn  nicht  in  Betracht,  wenn  es  sich  um  eine 
Gruppe  mit  Hau {«t l<r<^is  handelt,  denn  dann  liegen  sie  alle 
ausserhalb  dieses  Hauptkrcises.  Die  Poincarti'sche  Function  Q 
genügt  der  Gleichung 

(4)  e  (f,  (^))  =  e  w .  [f:  u)r*  =  e  w .  ^  ^  +  d^y». 

Unsere  Hauptaufgabe  soll  es  sein,  die  Heihe 

(5)  EAW  22(^7^ 

zu  untersuchen.  Aus  (4)  erhalten  wir  durch  logarithmisches 
DiÜerenziren: 
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Die  Untersuch luvj-  der  Reihe  (5)  können  wir  daher  auf 
die  Untersuchung  der  beiden  einzehien  Reihen 

zurückführen  und  haben  dann  den  \'ortheii,  dass  wir  sowohl 
über  die  Zahl  m,  als  über  die  in  &  {z)  yorkommende  rationale 
(oder  transscendeute)  Function  If  (s)  noch  in  besonders  gün- 
stiger Weise  yerfÜgen  dürfen.  Von  der  Zahl  m  hangt  auch 
die  Function  O  ab;  lassen  wir  also  m  vom  Sonunationsindez  i 
abhSngen,  so  können  auf  den  xechten  Seiten  der  Gleichungen 

(7)  keine  gemeinsamen  Factoren  vor  das  Summenzeichen  ge- 
setzt werden.  Wir  können  eine  solche  Abhängigkeit  zwischen 
den  Ziihlon  ;//  und  i  unbedeuklicli  einführen,  weil  die  Gleichung 
{h)  eiiiü  idcntitiit  ist. 

Nach  Poiucare  ist  die  Reihe 

(8)  s  n  (f )» 

stets  convergent,  al^  sicher  lim  fi  (C)     0.    Man  kann  dem- 

nach  eine  Zahl  j  so  bestimmen,  dass  für  alle  Werthe  von 

welche  grösser  als  j  oder  gleich  ./  sind,  die  Ungleichheit 

(9)  abs  fi  (0  <  1 

erfüllt  ist.  Da  die  Reihe  (8)  gleichmfissig  convergirt,  ist  die 
so  deiiuirte  Zanl  von  C  nicht  aliliiiiigig;  sie  kann  so  gewählt 
werden,  dasö  lür  alle  Punkte  C  eines  endlichen  Bereiches  die- 
selbe Zahl  j  genügt.  Der  Einfachheit  wegen  können  wir  uns 
hierbei  die  Substitutifjneu  so  geordnet  denken,  dass  dem  grös- 
seren absoluten  Betrage  Ton  fl  (^)  ein  kleinerer  Index  ent- 
spricht, ausserdem  aber  immer  f^{g)ssg  gesetzt  wird.  £s  ist 
nur  zu  beachten,  dass  es  vielleicht  unendlich  viele  Substitutionen 
geben  wird,  denen  derselbe  absolute  Betrag  von  /*«  {e)  zukommt. 
Jede  Substitution  fi  nemlich  hängt  von  vier  Constanten  a/, 
ab,  die  durch  die  Bedingung  a,  di  —  6,    »  1  an  einander  ge- 
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knüpft  sind,  und  die  ausserdem  diirch  die  Be<1iii«^iirigon  der 
Gruppe  beöchränkt  werden;  in  /,  komiiion  aber  nur  zwei  Con- 
stanten (<?,  und  di)  vor.  Dem  entsprechend  können  wir  jede 
Substitution  f,  auch  durch  zwei  Indices  A,  /i  chnnikterisiren, 
von  denen  sich  l  auf  die  Grösse  des  absoluten  Betrages  be- 
zieht, /i  aber  eine  irgendwie  festgelegte  Ordnung  bei  gleichem 
absoluten  Betrage  andeutet.   Es  wird  also 

(10)  i-t^'W]---i^'£[/'VW3". 

und  hier  ist 

(11)  S[/•v(-^)J"•=i^*[/;(^)]^ 

it 

wo  X  einen  bestiinnitcn  Index  i  bezoii-hnct  und  die  Anzahl 
derjenigen  Substitutionf^n  angibt,  denen  dieselben  AVerthe  der 
Constanten  r,  und  f/,  zukommen.  Da  die  Keihe  (8)  couvergirt, 
so  hat  die  rechte  Seite  von  (11)  für  jeden  Index  y.  einen  end- 
lichen Werth;  es  ist  also  auch  Nn  endlich  für  jeden  end- 
lichen Werth  von      und  es  wird 

Die  von  uns  verlanß:te  Anordnung  der  Glieder  der  Reihe 
wäre  hi^rnaeh  so  lier/.usteilen.  dass  man  zunächst  die  Doppel- 
reibe der  rechten  Seite  von  (10)  bildet  und  dann  diese  in  eine 
einfache  Reihe  verwandelt,  indem  man  die  auf  einander  fol- 
genden 8u))stitutionen  mit  einem  einzigen,  stets  wach- 
senden Index  i  numerirt. 

Jedenfalls  kann  man  hiemach  den  Indexe*  so  bestimmen,  dass 

(12)  abs       (C)  <  abs  /'i  (C)  <  1  für  k 
und 

(12»)  abs (0  <  abs /••  (C). 

Die  zur  Construction  der  in  (2)  gegebenen  f>- Function 
benöthigte  Function  H(js)  bestimmen  wir  durch  die  Gleichung: 

(13)  //  ( : )  =     -  /,  -  /,  (^)j*  ^--.ir-fj  {:)r  {'^  - «), 
wo  j  den  soeben  durch  (12)  definirten  Index  bedeutet,  und 
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mit  a  eine  von  C  abhängige  Grösse  bezeichnet  wird,  die  der 
Bedingung      (^)  »  0  entspricht.    Sei  also 

g  (z)  ^{z-f,  (0)  {z  -  /,  (0)  /,  (0), 

so  machen  wir: 

(U)  2g'{0'(C-a)  4.  g{C)  =  0, 

Hierbei  nuiss  angenommen  werden,  dass  ^' (C)  von  Null 
verschieden  sei.    Wäre  aber  g'  (C)  ==  0,  so  hätten  wir 

zu  setzen,  und  dann  der  Bedingung 

(15)   [2 (0  .(C-fi)+9  (C)]  (C  -  a)  +  (C  -  Äi;  (C)  =  0 

ZU  genügen.  Bestimmen  wir  die  Grösse  ß  auf  irgend  eine 
Weise  so,  dass  die  eckige  Klanimer  der  linken  Seit«  von  Null 
vt  rscliieden  ist.  so  kann  auch  n  rus  dieser  Gleichung  berechnet 
werden.  Ist  gleichzeitig  g  ~  0  und  </'  (C)  =  ^^  kann  in 
analoger  AVeise  Abhülfe  geschaffen  werden.  Durch  Differentiation 
der  Gleichung  (2)  erhalten  wir 


&  (js)  =  L  m  if  (/*  iß))  lyi  (^)J-'  /•;  (ir) 

(16) 

Setzen  wir  nun  js  =^  Ci  so  ist  sowohl  H{fk{C))  als  auch 
(0)  gleich  Null  für  k^  jt  ausgenommen  den  Werth  h  =  0. 
Es  wird  also 

(17)       e-  (c)  =^tmM{f,  (0)  [/'i  («]"-'  (0 

4-  i  ^/ 1/4(0)  i/i  (:)]-+'. 

Wie  gesagt,  denken  wir  uns  die  Zahl  m  von  der  Zahl  i 

abhängig,  und  zwar  so,  dass  m  mit  i  in's  Unendliche  wächst. 
Wir  wählen  m  =  i,  und  setzen  dem  entsprechend  den  Index  i 
an  daa  Zeichen  S;  es  ist  also; 
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(18) 


e,(0  =  JT(0  +  Eir(ft(c))  mm 


Diese  Function  B{0  ist  keine  Poincar^^sche  ^-Function, 
denn  das  Argument  ^  kommt  in  dem  Factor  H  (fk  (0)  ^ 

allgemeinen  Gliedes  nicht  nur  im  Argumente  sondern 
nach  (15)  auch  ausserdem  explicite  vor.  Die  Function  0,i^£) 
wird  nach  Poincare  für  eine  gewisse  endliche  Anzahl  von 
Punkten  (die  mit  t  wächst)  in  jedem  Bereiche  gleich  Null; 
unter  diesen  Punkten  ist  aber  C  nicht  enthalten,  denn 
wäre  C  für  alle  Werthe  von  i  ein  Nullpunkt  von  ^(^)«  so 
müsste  Si({)  auch  fttr  i=soo  gleich  Null  sein;  es  ist  aber 


und  H(C)  ist  im  Allgenieiii<»n  von  Null  verschieden.  Der  Fall 
1£(C)  =  0  soll  weiterhin  besprochen  werden. 

Vielleicht  konnte  es  fUr  ganz  specieUe  Lagen  von  C  vor- 
kommen, das8  für  jffiBs^  yerschwindet;  aber  jedenfalls 
kann  die  Zahl  solcher  Stellen  in  jedem  Bereiche  nur  eine 
endliche  sein,  denn  wäre  sie  fllr  alle  Werthe  unendlich  gross, 

so  mQsste  sie  auch  für  i  —  oo  unendlich  gross  bleiben ,  was 
nach  (19)  olfenbur  nicht  der  Fall  kL  Diese  Darlogunir  hatte 
irb  in  meiner  früheren  Arbeit  in  sehr  knapj)or  Form  ange- 
deutet, den  entsprechenden  Satz  dann  später  bei  der  Correctur 
geändert,  in  der  Meinung,  ihn  zu  verbessern;  thatsächlich 
war  abrr  dadurch  die  irrige  Bemerkung  hineingekommen,  dass 
die  Anzahl  der  Nullpunkte  der  Function  Bf  (C)  mit  wachsendem 
i  unendlich  gross  werde. 

Der  absolute  Betrag  der  Function  -^tj^  bleibt  hiemach 

KS) 

für  alle  Werthe  von  i  stets  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  Mi 


Wir  machen  nun  auch  in  der  durch  (7)  definirten  Reihe 
V  die  Substitution  m  ^  i,    =     dann  wird 


nach  (9)  und  (18) 

(19) 


lim  e,(C)=-HiC)r 


(20) 
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(abs  n«f  <  -ars  7  abs  (e;  (c)  •  n  (c» . 

Setzen  wir  noch 

p,=4/r(^»(C))|||-V:(0, 

60  sind  die  Keilien  Pi  und  welche  in  die  Gleichungen  (17) 
einzuführen  sind,  nach  den  Poincar^^schen  Sätzen  für  alle 
Werihe  von  i  convergent;  da  ferner  nach  der  oben  getroflenen 
Festsetzung  Uber  die  -Anordnung  der  Functionen  fi  (ß)  stets 

abs  f  't  iC)  <  abs  fj  (C)  für  k>J 
ist,  so  haboi  die  beiden  Zahlenreihen 

Öl»  ft+«»  

die  Eigenschaft,  dass  ihre  absoluten  Betrüge  mit  wachsendem  i 
stets  abnehmen,  sich  also  fUr  i  ^  od  endlichen  Grenzen  nähern.  Sei 

Fi  =  abs  Fi,    Q'i  =  abs  ft, 

so  wird 

(abs  F),=f 

^^^^      ^ ^  [  (/i  +  1  ®      W  (O)'"^'  ]  '^^^  / •  (^^)- 

Da  die  Heike  2^  (/j  (C)/"*"'  in  Folge  der  Forderung  (9) 

sicher  convergirt,  so  folgt,  dass  auch  die  Reihe  Fffir  ^ers^ 
sicher  convergent,  und  zwar  absolut  convergent  ist. 

Ausgenommen  sind  die  Punkte  C=  —      für  welche  die  Func* 

d 

tionen  /,'  (t)  unendlich  gross  werden,  welche  indessen  für  Func- 
tionen mit  Hauptkreiä  (weil  ausserhalb  desselben  liegend)  nicht 
in  Betracht  kommen.  Ausgenommen  sind  auch  zunächst  noch 
die  Nullpunkte  der  Function  -^(0- 


500       Sitzung  der  math.-phys,  Classe  com  1.  Dezember  1900. 

Etwas  umständlicher  gestalten  sich  die  entsprechenden 
Ueberlcgun^reu  für  die  Ifeihe  //,  welche  durch  die  erste  Gleich- 
ung (7)  detinirt  war.    Damit  die  Gleichung  (ö)  erfüllt,  d.  h. 

i 

sei,  muss  die  Function  6  in  27  ebenso,  wie  in  F  definiii  sein; 
es  muss  also  auch  jetet  m  =  i  gesetzt  werden.  Wir  haben 
für  ir=s  ( 

(22)  i7(o-L^  ^ii^>^-V;(f)^^. 

Die  in  Bt(e)  eingehende  Function  H{s)  müsste  wieder 
gemSss  Gleichung  (13)  und  der  Index  j  durch  die  Ungleichung 
(9)  bestimmt  werden.  Diese  Forderang  bereitet  hier  einige 
Schwierigkeiten,  denn  in  B't  (/*,  (C))  treten  die  Grössen  fl  (f,  (C)) 
an  Stelle  der  Grössen  fi,  (C)  auf.  Es  müsste  also  j  so  gewählt 
werden,  dass  für  A;>^',  die  Ungleichung 

(23)  absß(/i(t))<l 

ertüllt  ist,  und  dadurch  wird  j  vom  Index  i  abhängig.  Ks 
besteht  uemlich  die  Gleichung 

(24)  n(f.m='^^, 

wenn  fk,  (w)  =  fkij'i  (0)  gesetzt  wird.  Um  die  Ungleichung  (23) 
zu  befriedigen,  muss  also  j  so  gross  gewählt  werden,  dass 
fÜrjf?^/ 

(25)  abs  fki  iL)  <  abs  /;  (;)  und  abs  /"j+i,,      <  abs  f^t  (C) 

wird.  Für  endliche  Werthe  von  i  wird  man  dieser  Forderung 
durch  einen  endlichen  Werth  von  j  stets  genügen  können; 
mit  unendlich  wachsendem  t  wird  aber  auch  der  zu- 
gehörige Werth  von  ,/  uübejBrreuzt  zuneliiiu  u.  lu  Folge 
desisen  wiiclist  mit  j  auch  die  Anzahl  der  Factoren  von 
in's  rneiidliche;  und  N  (z)  wird  für  ./ =  oo  durch  ein  unend- 
liches ir'roduct  dargestellt,  das  nicht  nothwendig  convergent  ist. 
Kach  den  bekannten  Sätzen  von  Weierstrass  und  Mittag- 
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Leffler  über  eindeutige  analytische  Functionen  können  wir 
indessen  dies  Product  durch  Iliiizuttigün  von  Exponentialfunc- 
tionen  zu  den  einzelnen  Factoren  stets  convergent  machen. 
Wir  ersetzen  daher  die  Gleichung  (13)  durch  die  folgende 

(26)  n,{^)  =  [Gi{2)\'-{^  —  a^, 

wo  durch  Beisetzen  des  Index  i  daran  erinnert  werden  soll, 
dass  für  jede  Function  eine  andere  Function  Ht(£)  zu 

benutzen  ist.   Hierbei  sei 

(27)  -,;^,))  --(^  -Ä)  i'-fk^ 

wo  die  ganzen  Functionen  gn  (^)  in  bekannter  Weise  zu  bilden 

sind ;  und  zur  Büstimmung  von  a  diene  die  Gleichung : 

(28)  2  G't  (0 .    -  a,)  +  0. 

Ist  zufällig  G,  (s)  =  0,  so  sind  entsprechende  Ueberlegungen 
anzustellen,  wie  oben  im  Anschlüsse  an  die  Gleichung  (15). 
Nach  diesen  Festsetzungen  behält  i^^(C)  auch  für  i  =  oo 
einen  endlichen  Werth. 

Von  den  beiden  Zahlen  j,  welche  einerseits  durch  die 

Forderung  (9),  andererseits  durch  die  Forderung  (23)  bestimmt 
werden,  ist  jedesmal  die  grössere  auszuwählen ,  welche  dann 
beiden  Ungleichinigcn  i^fiiügt.  Es  ist  s(»(]ann  auch  in  V 
die  frühere  Function  durch  die  jetzige  i/,  (/)  zu 

ersetzen;  im  übrigen  sind  die  obigen  Ueberlegungen  zu  wieder- 
holen, wodurch  wieder  die  Convergenz  der  lieihe  (21)  erwiesen 
wird;  denn  die  Grössen  P.  und  Qi  bleiben  auch  jetzt  stets 
endlich,  wie  wir  sogleich  noch  sehen  werden. 

Dieselben  Ueberlegungen  genügen  jetzt  aber  auch 

für  die  Functiuii  i^^)-  ^Vit■  (Ictiiiircn  t.iiK'  Zuiil  j  (die  von  * 
abhängt  und  mit  i  in's  üneii<llicliu  wächst)  durch  die  Un- 
gleichung (23)  bezw.  (25),  (12)  und  (12''),  dann  die  Function 
Hi(z)  durch  (26),  (27)  und  (28);  ferner  setzen  wir 

(--)  =  L //,  (/*  i^))  [J  ki^)]\ 

k 


5U2 
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und  (li»'se  Gleiihiing  soll  jetzt  sowohl  tur  du-  llvlhe  als 
für  die  lieihe  V  gelten.  Lassen  wir  js  mit  C  zusammenfallen, 
80  wird 


(29) 

und  in  Folge  Ton  (28) 


Die  Function  Bi(i)  ist  im  Allgemeinen  Ton  Noll  ver- 
scbieden,  und  die  AnsEahl  der  Nullpunkte  ist  eine  endliche, 
80  lange  i  endlich  bleibt;  sie  wSehst  Tielleicht  in*s  Unendliche 

mit  wachsendem  i,  bleibt  aber  discret;  denn  wir  haben  hier 

lim  ©,({)-ir.(CX 

WO  nun  rorhts  nach  (27)  ein  convergentes  unendliches  Product 
steht.  £s  lassen  sich  hieran  dieselben  Ueb^l^gungen  an- 
knflpfen,  wie  oben  an  Gleichung  (19).  Es  gilt  somit  auch 
hier  die  Ungleichung  (20),  wenn  auch  für  M  jetzt  Tielleicht 
ein  anderer  Werth  gewählt  werden  muss.   Femer  ist 

(a  1 )       abs  II  (C)  <  itf  L  j  abs  [  (rK  ij]  (C))  H  (0'+']. 


Setzen  wir 


Ä  =  Li/.(/i(A(C))) 

-s,=s^;(A(/'.(ö)) 


n  (MO) 


so  sind  die  Reihen  7?,  und  Si  für  alle  Werthe  Ton  i  convergent. 
Da  nemlich  die  Functionen  Hf(A(/^(C)))  und  Hi{fu(fiiO)) 
gewisse  endliche  Werthe  nicht  überschreiten,  so  genOgt  es, 
die  Reihe 


/;  if.  (0) 


zu  untersuchen.    Wir  betrachten  zunächst  die  Reihe 
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r  _  y<  (Ol- 


welche  zu  obiger  Function  -P^  in  derselben  Beziehung  steht, 
wie  Ai  zu  Iii. 

Da  i  >  2  ist,  so  steht  rechts  eine  stets  absolut  convergente 
Reihe.  Ersetzen  wir  i  durch  i  +  lf  so  ist  es  möglich,  dass  j 
deniselben  Werth  behalt;  und  dann  wäre,  wenn  ej  den  absoluten 
Betrag  yon  f}  (C)  bezeichnet : 

^32)  abs  A  <  S  I    abs  L,^i  <  i; 

also  auch,  da  €k  ^  '• 

(33)  V,<A/, 

wenn  die  rechte  Seite  der  ersten  Ungleichung  {32)  kurz  mit 
Xi  bciieicLnet  wird. 

Wächst  aber  j  gleichzeitig  mit  i  (wie  es  im  Allgemeinen 
zu  erwarten  ist),  so  mfissen  wir  einen  andern  Weg  einschlagen. 

Es  ist 

abs  Li  <  S  abs      |  « 
und  die  rechte  Seite  ist  gleich 

denn  die  links  stehende  Reihe  ist  absolut  und  unbedingt  con- 
vergont,  also  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder,  und 
die  jetzt  rechts  stehende  Reihe  unterscheidet  sich  von  ihr  nur 

durch  eine  ünistellung  der  einzelnen  Glieder,  xsach  Gleichung 
(24)  ist  aber  diese  rechte  Seite  auch 

(3i)  =iLabs/^^^(;))r>. 

IsO 

Da  nun  die  Reihe 

S/'K^)'" 
t 

ItOa  Bltaugiih.d.iDaf]i.-yii7«.ei.  33 
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für  )n  !>  1  stets  couvurgirt.  wenn  .f  einen  Punkt  im  Imi<-rn  des 
Hauptkreises  bedeutet,  so  ist  auch  die  Reihe  (31)  für  jeden 
endlichen  Werth  von  j  convergent,  und  somit  bleiben  die 
Grossen  Li  endlich  bei  wachsendem  i,  so  lange  j  endlich  bleibt. 

Wird  aber  j  mit  i  unendlich  gross,  so  rttckt  der  Punkt 
/}(s)  dem  Rande  des  Hauptkreises  bei  wachsendem  i  beliebig 

nahe.    Demselben  luuule  nähern  sich  von  aussen  die  Punkte 

  bei  wachsendem  Index  i.  In  der  Reihe  (34)  kommen  daher 

Terme  vor,  die  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen;  und  dadurch 
wird  die  Convergenz  der  Reihe  (.'U)  für  Punkte  des  Handes 
gpRfrii  t  (  vgl.  Poinear^  a.  a.  0.  198).  Nun  ist  aber  nach  der 
Dehnition 

*=i-}-i  Vi  (0/  t 

eine  Summe,  in  der  alle  Tenne  wegen  der  litUmgung  {2-^} 
kleiner  als  Eins  sind;  die  8umme  enthält  in  Folge  der  über  ^* 
getroffenen  Festsetzungen  von  selbst  diejenigen  Terme  der 
Reihe  (34)  nicht,  welche  die  Convergenz  der  letztem  stdren. 
Folglich  behält  auch  in  diesem  Falle  die  Reihe  Li  einen  end- 
lichen Werth  auch  bei  unbegrenzt  wachsendem  Index  i;  und 
dasselbe  gilt  fttr  die  in  (21)  vorkommende  Function  Pfi  auch 
letztere  bleibt  fttr  alle  Werthe  ron  i  stets  endlich. 

Was  nun  die  Grössen  At  anbetriti't,  so  ist  nach  Analogie 
zu  (34) 

(35)  t  ifiifjif.my  \ 

wenn  der  Index  l  bei  der  Summation  so  gewählt  wird,  dass 
die  Gesammtheit  der  vorkouiiiieiuleu  Funktionen  fi(fj{s})  iden- 
iisrli  i>t  mit  der  Gesammtheit  der  Functionen  /it  (c),  die  ur- 
sj)niiiglich  in  .1,  auttreten.  Die  Grösse  .1,  entsteht  also  aus 
indem  man  C  durch  (C)  ersetzt;  auf  Ai  lassen  sich  daher  die« 
selben  Ueberlegungen  anwenden,  wie  sie  soeben  für  L,  durch- 
geführt wurden,  denn  nach  (23)  ist  der  Index  j  so  bestimmt, 
dass  auch  hier  die  absoluten  Beträge  aller  Glieder  auf  der 
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recKten  Seite  you  (35)  kleiner  als  Eins  sind,  so  dass  die  Con- 
Yergenz  nicht  gestdrt  wird,  wenn  der  Punkt  fj  (ft  (^))  mit  wacb- 
sendem  i  der  Peripherie  des  Hauptkreises  beliebig  nahe  kommt. 
Auch  die  Zahlen       und  damit  die  absoluten  Beträge 

Ii',  und  »S,-  der  Grössen  Ii,  und  »S,  bleiben  daher  stets 
unterhalb  endlicher  Grenzen. 

Somit  folgt  aus  (30)  und  (31): 

abs  i7(C)  <  if  S  [ä;  ab«  {/} {fi  (C))}'"^ 

4-  \  Sl  abs  {fj  {f.  (:))}•+']  abs  n 

Da  lim  f,  (C)  =  0  ist  für  i  =  oo ,  und  da  wegen  der  Un- 
gleichung {2S) 

abs  f;  (/;  (0)  <  1 

ist,  so  steht  auf  der  rechten  Seite  eine  convorgente  Reihe, 
denn  wenn  q)  den  grössten  Werth  bezeichnet,  der  unter  allen 
Werthen  fj  {fi  (C))  vorkommt,  so  ist  auch  9?  <  1  und  die 
Reihen 

(36)  und  ijy^'+i 

t 

sind  einzeln  convergent. 

Um  diese  Schlüsse  in  ihrer  Reihenfolge  genauer 
klar  zu  legen,  verfahre  man  in  folgender  Weise: 

Man  wähle  eine  positive  Orösse  (p  aus,  welche  kleiner 
als  1  ist,  und  wähle  v  so  gross,  dass  die  Reihe 

(37)  Ly^-' 

dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  e  werde.  Man  be- 
stimme femer  eine  Zahl     so  gross,  dass 

(38)  abs/aö<9' 

wird  für  i  ^  IKe  grOsste  dieser  beiden  Zahlen  v  und  /i 
werde  mit  n  bezeichnet.   Sodann  werde  ein  Index  j  (der  von 

i  abhängt)  so  bestiiuint,  duss  nach  (23)  und  \2h) 

83» 
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abs /i (/; (C))<  1  für  h>j, 
und  gleichzeitig    abs  /*i  (C)      <<p    »    Ä;  >  /. 

Mit  Hülfe  dieses  Werthes  von  j  werde  die  Function  Utis) 
und  darauf  definirt.   Es  ist  dann  zunScbst: 

abs  t  m  Ui  m-'  +  w  (f*  (0)}^']  fi 

Die  Factoren  Itt  und      j  bleiben  nach  Obigem  stets 

endlich,  sagen  wir  kleiner  als  H"\  es  ist  also: 

abs  tHCX  2  iS"  Jlf .  e, 

und  ebenso: 

abs  r(Cj<Jf.P".i;y;'-» 

N 

wenn  P"  den  grössten  Werth  bezeichnet,  den  die  Ausdrficke 

abs(Prf  +  i-'9).g<) 
annehmen  können.   Es  ist  demnach 

abs  (  Vn  (C)  —      (0)  <  Jtf  €  (P"  +  2  iS"). 

aläo  kleiner,  als  (  ine  mit  c  unendlich  klein  wcrdinde  Grös><\ 
wobei  Ut^  (^)  und  (0  die  Keste  der  Reihen  U  (C)  und 
K  (C)  bedeuten. 

Da  nun  /7(C)«        — (^(f)  ist,  so  conyergirt  auch 

die  Reihe  U/,"(v:)  absolut. 

Bei  dem  eingeschlagenen  Beweisgange  mussten  allerdings 
gewisse  Punkte  C  vorläufig  noch  ausgenommen  werden,  nem- 
lich  die  Nullpunkte  der  Functionen  Btii).  Diese  Nullpunkte 
können  in  zwei  Klassen  getheilt  werden:  solche,  die  aUen 
Functionen  gemeinsam  sind,  und  solche,  für  die  nur 
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einzelne  dieser  Functionen  versrhwinden.  Die  Pi*steren  müasen 
auch  als  Nullpunkte  der  Function  fe^»  (C)  =  Ih  (C)  auftreten. 

.  Letztere  kann  man  durch  Aenderung  der  Definition  der 
Function  &n  andere  Stellen  bringen;  in  der  That  ist 

diese  Definition  noch  in  hohem  Grade  willkürlich:  man  kann 
auf  der  rechten  Seite  von  (26)  noch  eine  beliebige  rationale 
Function  von  g  als  Factor  hinzufügen,  ohne  etwas  wesentliches 
an  der  ganzen  Betrachtung  zu  ändern.  Es  entspricht  dies 
Verfahren  ganz  demjenigen,  welches  oben  im  Anschlussr  an 
die  GI<'ichunf,'on  (Iti).  (17)  und  (18)  zur  Anwcndun«,'  kam. 
Die  Nullpunkte  einzelner  Functionen  O,  {C)  sind  daher  tür 
die  Convergenz  der  Keihe  2^  fi  Ü)  nicht  von  wesentlicher 
Bedeutung. 

Was  nun  die  Nullpunkte  und  Unendlichkeitspunkte  der 
Function  ifw  (C)  betrifft,  d.  h.  die  Nullpunkte  der  Function 

C  —  fk  (t)  oder  fk  (s),  so  können  sie  ebenfalls  nicht  ein  wesent- 
liches Hinderniss  der  Converj^tii/.  luldcn.  Wäre  neinlich  C 
z.  B.  zutUiiig  ein  Nullpunkt  der  (ileichung 


so  lassen  wir  bei  der  Definition  H,  (z)  den  Factor  ( 1  ~  t. 


fort.  Es  sind  dann  für  das  Glied  f;  (X)  der  Reihe  1.  / 7  (C)  die 

obigen  Werthe  für  B,  (C)  und  O',  (C)  nicht  anwendbar;  es  sind 
vit  liiiclir  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (17),  (29) 
und  (30)  für  i  =  v  die  Summen  von  —  1  (nicht  ./ -|-  1)  bis 
h  —  T^  zu  erstrecken.  Für  dies  eine  Glied  fl  (C)  sind  also  die 
benutzten  Umformungen  nicht  anwendbar,  sie  bleiben  es  aber 
für  alle  anderen  Glieder  der  Reihe.  Diese  anderen  Glieder 
bilden  auch  jetzt  eine  convergente  Reihe,  und  folglich  con* 
Tergirt  auch  hier  die  Reihe  ^ftiX)' 

Diese  Ausnahmt  punkte  stören  die  Definition  der  Hülfs- 
P'unctioii  Ilt  und  der  Zahl  sie  stören  aber  nicht  die 
Bestimmung  der  TaM.  n  «jeinäss  d^n  im  xVnschlusse  an  die 
Ungleichungen  (37)  und  (38)  getrollenuii  l?(»stimmungen. 

Die  Reihe  i^fi(C)  ist  daher  gleichmässig  conYergent. 


C-/;(C)«0  oder  ^(0=^0, 
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Sie  kann  demnach  gliedweise  integrirt  werden;  folglicb 
ist  auch  die  Reihe 

(38)  *«.c,)=£[/';(o-/'uc<»)] 

absolut  conyergent.  Ersetzen  wir  hier  C  durch  friO*  Co  durch 
fr(Co\  80  folgt: 

aodererseits  aus  (38): 

ft  (Co)  *       -  t  \f;       fi  (sg  j 

oder  nach  Umordnung  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite: 

(89)  rl^(c,) 

also  auch 

Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Keihe 

t  k 

ahsolut  convergirt.  ünd  damit  ist  dasjenige  Besnltat  ge- 
wonnen, welches  meiner  früheren  Arbeit  zu  Grunde  lag. 

Andererseits  hat  Ritter  gezeigt,  dass  die  iieihe 

divor<jirt,  wenn  ninn  mit  T^,  den  Umfang  desjenigen  Polygons 
bezeichnet,  das  aus  dem  i'undamental-Polygon  mit  dem  Lm- 
fange  Uq  durch  die  Substitution  fi(js)  hervorgeht.  Kun  ist 
für  ^i=-ft(e) 

£  l\  =  SX  abs(d-^0  <  U,  L  M,, 

i  i  i 

wenn  M,  den  grösston  Werth  von  abs  (^)  auf  dem  Umfange 
Ui  bedeutet,  ferner  nach  Puincare 
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wenn  K  eine  bestimmte,  von  i  unabhängige  Zahl,  mt  den  klein- 
sten Werth  von  abs  fi  (£f)  bezeichnet,  also 

Auch  die  Beihe  L  divergirt  daher,  und  um  so  mehr 
die  Summe  £  abs  f,  (^),  was  mit  obigem  Resultate  in  Wider- 
spruch zu  stehen  seheint. 

Indessen  ist  zu  beachten,  da^s  Ihtters  Beweis  für  die 
DiverjL^enz  der  f?eilu'  ^  auf  der  Annahme  einer  bestimmten 
Anordnung  der  i'ulygnnc  ( cuncentriscli  um  das  erste  Polygon) 
beruht,  und  ebenso  unser  Beweis  auf  der  Annahme  einer  be- 
stimmten anderen  Anordnung  (nach  den  Grössen  der  absoluten 
Beträge  von  f,  die  mit  der  liitter^schen  Anordnung  nicht 
nothwendig  übereinstimmt. 

In  beiden  Fällen  haben  wir  es  mit  einer  einfach  unend- 
lichen Reihe  zu  thun;  bei  der  Anordnung  nach  concentrischen 
Ringen  erscheinen  immer  gewisse  Gruppen  von  Gliedern  mit 
einander  verbunden,  so  dass  die  Keihe  der  absoluten  Beträge 
in  der  Form 

V^^  -j-        -f-  •  •  •  •  "i~  ^'la 

f  ^tt  +  %  +  —  +  ^f> 

erscheint.  Bei  der  von  uns  m  wählten  Anordnung  seien  die 
Glieder  mit  btzeichüet.  Bei  dem  Beweise  für  die  Gleich- 
wertliiirkcit  der  beiden  Heihen  Xj  und  ^  i),n  ^^iid  voraus- 
gesetzt, dass  sich  für  jeden  endlichen  Index  r  =  t?.  aucli  ein 
endlicher  Werth  t?^«,  so  angeben  lasse,  dass  in  der  Jsumme 

+  ^11  +  ♦  •  •  •  +  ^-Mi«  alle  Glieder  Uq,   vorkommen. 

Wenn  nun  die  eine  Reihe  divergiren,  die  andere  convergiren 
soll,  so  kann  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  sein.  Unsere  Reihe 
£  Up  ist  nach  der  Grosse  der  Glieder  geordnet;  es  müsste 
also  nicht  möglich  sein,  durch  eine  endliche  Anzahl  con- 
centrischer  Polygonringe,  welche  Has  erste  Polygon  successive 
umgeben,  alle  i*olygone  zu  unila-sscu,  in  denen  der  absolute 
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Werth  Difierentialquotienten  f'„  (~)  orreiclit  wird.  Diese 

UnmöglicLkeit  würde  z.B.  eintreten,  wenn  es  \u  beliebiger 
Nähe  des  umschliessenden  Hauptkreises  Punkte  gibt,  in  denen 
der  Werth  von/i(x^)  oberhalb  einer  angebbaren  Grösse  bleibt; 
dann  aber  würde  auch  die  Reihe  (8)  nicht  conTergiren  können. 

Dimlbe  Umndglichkeit  bietet  sich  aber  auch,  wenn  an 
N  Punkten  gmt  die  dem  Kande  beliebig  nahe  liegen,  die 
Functionen  /*«  (ßm)  sieh,  mit  wachsendem  n  verhalten  wie 
wo  N  eine  mit  n  in^s  Unendliche  wachsende  Zahl  bezeichnet; 
dann  behält  nemlicb  die  Summe  dieser  Glieder  einen  endliehen 
Werth,  und  wenn  diese  Glieder  in  dem  Reste  der  Reihe  V  v„m 
auftreten,  so  ist  natürlich  die  Convcr^ifenz  gestört,  während 
die  (Konvergenz  der  Iveilie  Xj ''»m  darunter  niclit  leidet. 

Etwas  derartiges  scheint  bei  unseren  Reihen  in  der  That 
vorzukommen.  Sei  nemlich  wieder  /*,>  {g)  —  /i  (fr  (j?))«  so  ist 

WO  mit  dy  der  Punkt  —  -j-  bezeichnet  ist.  Es  kann  i  so  ge- 
wählt werden,  dass  der  Punkt  d<  von  aussen  dem  Ilauptkreise 
beliebig  nahe  rückt;  dann  kann  v  so  bestimmt  werden,  dass 
sich  der  Punkt  derselben  Stelle  des  Hauptkreises  von 

innen  beliebig  nähert.  In  f'ip  (js)  wird  so  mit  passend  wachsendem 
i  und  V,  der  zweite  Factor  des  Nenners  beliebig  klein,  wahrend 
der  erste  endlieh  bleibt  und  die  Factoren  ef  und  e*  über  alle 
Grenzen  wachsen.  Der  Nenner  wird  also  von  der  Form  0  •  oo 
und  bleibt  ji  dcntiills  sehr  gross  im  \'erhältniss  zu  den  Werthen 
von  f'n  (i)  an  anderen  drni  Ilaupikreise  benachbarten  Stellen. 
Hierdurch  diutte  sich  der  scheinbar  vorhandene  Widerspruch 
lösen. 
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Messungen  der  elektrischen  Zerstreuung  im  Freiballon. 

Von  HeniaBB  Eberl. 

(Kingtlaujm  H.  JImhot.) 

Die  Herren  Elster  und  Geitel  haben  eine  Reihe  inter- 
essanter Beobachtungen  ühor  die  Elektricitätsverhiäte  wohl 
isolierter,  elektrisch  jL^^cladener  K/upor  in  der  Luft  ang-estellt,*) 
die  sich  nicht  einfacher  und  vollkommener  erklären  lassen  als 
durch  die  Annahme,  dass  in  der  freien  Atmosphäre  innner,  aber 
namentlich  an  klaren,  sonnigen  Tagen,  eine  gewisse  Menge  frei 
beweglicher,  elektrisch  geladener  kleinster  Teilchen  Torhanden 
ist,  welche  den  Kräften  elektrisierter  Körper  folgend  deren 
Ladungen  durch  ihre  Eigenladung  in  einer  bestimmten  Zeit  zu 
neutralisieren  yermögen.  Wenn  för  diese  Teilchen  die  Be- 
zeichnung „Jonen"  eingeführt  wird,  so  bleibt  vorläufig  die 
nähere  Beschaft'eiiheit  derselben  noch  völlig  unentschieden;  da- 
hingestellt vor  allem  bleilit,  ob  sie  identisch  mit  den  Jonen 
der  gewühuliclien  Elektrolyse  sind,  ob  sie  also  als  Teilproducte 
irgend  eines  der  Bestandteile  der  Atmosphäre  aufzufassen  sind, 


J.  Elster  und  H.  Geitel:  Ueber  einen  Apparat  xur  Messung 
Elektricitfttaxerstrettung  in  der  Loft;  Phjrsikal.  Zeitschrift  1,  S.  11,  1899. 
Ueber  die  JExistens  elektrischer  Jonen  in  der  Atmosphäre.  Terrestrial 
MagnetisDi  and  atmoapherie  electricity  4,  S.  213,  1899.  Ueber  Elektricitäts- 
zerstrenung  in  d.  r  Luft.  Ann.  der  Physik  2,  S.  425,  1900.  J.  Elster: 
Messungen  der  elektrischen  Zerstreuung  in  der  freien  atraosphiirischen 
Luft  an  freopraphisrh  weit  von  einander  cntf(M  nt  lio{rf'nd^>n  Orten,  Physikal. 
Zeitsckrift  2.  S.  113,  l'JOO.  H.  eitel:  UcImt  .lio  Klektridtiitszerstreuung 
in  abgeachloaseueu  Luftmengen,  Physikal.  Zeitschrift  2,  S.  116,  1900. 
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Oller  nicht  vielmehr  jenen  kleinen  elektrisch  geladenen  Teilchen, 
den  sog.  »Corpuskehi*'  oder  , Elektronen"  verwandt  sind,  welche 
in  röntgen isierten  Gasen,  oder  bei  der  Bequerelstrahlung  auf- 
zutreten scheinen.  Auch  aber  ihren  Ursprung  in  der  Atmo- 
sphäre und  die  Art  ihrer  Regeneration  wissen  wir  vorläufig 
nichts  näheres.  Zwar  wird  man  geneigt  sein,  an  einen  Zu- 
sammenhang mit  der  von  Lenard*)  entdeckten  Erscheinung 
zu  denken,  wonach  Durchstrahlung  mit  ultraviolettem  Lichte 
in  Luft  einen  Zustand  der  Jonisirnin^  herbeiführt;  es  bleibt 
IVf'ilidi  auch  hier  vorerst  noch  zu  cniiitteln,  ob  die  bei  dem 
^Leriardeüect"*  auttretenden  Jonen  identisch  mit  jenen  Partikel- 
chen sind,  welche  die  von  Elster  und  Geitel  gefundenen  Er- 
scheinungen in  der  freien  Atmosphäre  bedingen. 

Um  weiteren  Aufschluss  in  diesen  für  das  ganze  Problem 
der  atmosphärischen  Elektricität  so  wichtigen  Fragen  zu  er- 
halten, war  es  vor  allem  nötig  einen  Ueberblick  über  die 
räumliche  Verteilung  der  Jonen  in  dem  Luftocean  im  allge- 
meinen zu  j]fewinnen.  Elster  uiul  Geitel  fanden  schon  das 
bedc'utisaiiH'  Itrsultat,  dass  die  Zer.strt'uungsgcscliwindigkeit  mit 
der  Erhebung  in  der  Atmosphäre  zunimmt.  Die  Beobachtungen 
auf  Bergen  werden  aber  durch  die  negative  Eigeniadung  dea 
Erdkörpers  erheblich  gestört.  Die  Erhebungen  wirken  wie 
Spitzen  und  sammeln  um  sich  einen  Ueberschuss  an  positiv 
geladenen  Jonen  an,  so  dass  eine  unipolare  Leitfähigkeit 
der  angrenzenden  Luftmassen  eintritt;  die  Ladung  eines  negativ 
elektrisierten,  isolierten  Conductors  wird  schneller  neutralisiert» 
als  eine  gleich  grosso  entgegengciwtzten  Vorzeichens.  Es 
musste  daher  von  Interesse  sein,  die  Vcrliältnisse  im  freien 
Luftmccn  kennen  zu  Imu'n  nnd  hier  bietet  sich  der  Luftballon 
als  vortrell  liebes  Hiilsmittei  dar. 

leb  habe  von  München  aus  zwei  Fahrten  mit  dem  Frei- 
ballon flir  Zerstreuungsmessungen  in  höheren  Schichten  unter- 

M  Ph.  Lenard,  Ueber  Wirkungen  des  ultravioletten  Lichte«  auf 
gasförmige  Körper;  Ann.  d.  Phjs.  1,  S.  466,  und:  Ueber  die  Blektricitäts- 
Zerstreuung  in  ultraviolett  durchstrahlter  Luft;  Ann.  d.  Pbyt.  3,  t900. 
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noniiiien,  eine  Sommerfnhrt  und  eine  Winterfall rt,  also  bei 
möglichst  verschiedtiur  allgemeiner  Wetterlage  und  voraus- 
sichtlich  auch  verschiedenem  elektrischen  Zustande  der  Atnio- 
gphäre.  Bei  beiden  Fahrten  übernahm  Herr  Dr.  Hob  er  t 
Emden  die  BallonfÜhruDg;  die  Fahrten  fanden  mit  dem  Ton 
der  k.  bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften  dem  Mfinchener 
Verein  für  Luftschiffahrt  geschenkten  Eugelballon  «Akademie* 
von  1300  cbm  Inhalt  von  dem  Platze  der  k.  Milit&r-Luftsehiffer* 
Abteilung  aus  statt;  sowohl  bei  den  Vorarbeiten  wie  bei  den 
Auffahrten  selbst  hatte  ich  mich  des  regsten  Interesses  und  des 
Beistandes  der  Herren  (Jlii/.iiTe  der  genannten  Abteilung  zu 
erfreuen,  insbesondere  von  Seiten  des  Kommandeurs  der  Ab- 
teilung, des  Herrn  Hauptmann  Weber,  sowie  der  Herren  Ober- 
leutnants Casella  und  Dietel.  Allen  den  genannten  Herren 
spreche  ich  auch  an  dieser  Stelle  meinen  wärmsten  Dank  aus. 

Erste  Fahrt  am  30.  Juni  1900. 

Diese  Fahrt  war  mehr  eine  allgemeine  Orientierungsfahrt, 
bei  der  ausser  dem  luftelektrischen  Ai»j)arate  auch  magnetische 
Instrumente  iiütgenfmimen  wurden.  Der  Zerstreu unrjsajtpurut 
war  nach  Art  des  von  Elster  und  Geitel  beschriebenen  zu- 
sammengesets&t.  Es  wurde  besonderes  Augenmerk  darauf  ge- 
richtet, wie  sich  mit  diesem  Apparate  im  Ballon  arbeiten  lasse, 
welches  die  beste  Art  seiner  Aufstellung  sei,  ob  sich  eine 
Eigenladung  des  Ballons  bemerkbar  mache,  ob  femer  die 
gleiche  Genauigkeit  wie  bei  festem  Standorte  erreicht  werden 
könne,  und  ob  sich  endlich  die  Konstanten  des  Apparates  bei 
der  Fahrt  merklich  änderten. 

Vor  der  Fahrt  wurden  Mesbuugtn  hui  Aufstiegplatze  in 
der  Nälie  dos  Ballons  anirestellt. 

Dei  Aufstieg  erfolgte  bei  klarem  souiiigeu  Wetter  um 
gh  55ni  j-jr^  jj^^  massig  starkem  Auftrieb.  VasI  als  2V2  Sack 
Ballast  ausgegeben  wurden,  stiegen  wir  auf  1000  m  Meereshöhe, 
d.  i.  ca.  500  m  über  dem  Boden,  in  welcher  Höhe  der  Ballon 
ca.  eine  Stunde  lang,  fast  ruhig  über  der  nächsten  Umgebung 
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Münchens  btt  lu  ii'!,  erhalten  werden  konnte.  Zunächst  wiinlrü 
ausschliesslifli  magnetische  Me^äungeii  angestellt,  über  welche 
bei  anderer  Gelegenheit  berichtet  werden  soU. 

Gegen  10''  erreichten  wir  1600  m,  fielen  aber  stark,  da 
wir  in  den  Schatten  einer  Giinraluswolke  geriethen.  Nach 
Bremsung  des  FaUes  erhoben  wir  uns  schnell  auf  2000  m, 
gegen  1 1^  war  2600  erreicht  und  dann  erhielt  der  Ffihrer  den 
Ballon  längere  ^eit  in  Höhen  zwischen  2600  und  2900  m, 
was  für  die  Anstellung  der  Beobachtungen  sehr  günstig  war. 

Die  luftclektrischen  Zerstreuungsmessuncren  konnten  erst 
von  12''  an  in  AngriÜ"  <,o  nonimen  werJen.  als  der  Ballon  auf 
der  gröbsten  bei  di»  ser  Fahrt  erreichten  Höhe  von  2Ü2U  m  an- 
gelangt war;  er  trieb  dabei  langsam  über  £rding  nach  Wa  r t  e n- 
berg  zu,  am  Ostrande  des  Erdiuger  Mooses  im  Osten  der  Isar 
«wischen  München  und  Landshut  dahin.  Intensive,  brennende 
Sommersonne  lag  auf  dem  Ballon. 

Die  ZerstreuungsTersuche  wurden  daher  mit  Schutzdach 
ausgeführt,  unter  mehrmaligem  Zeichenwechsel.  Die  Montierung 
des  Instrumentes  war  nach  Vorversuchen  in  der  Wei.se  be- 
werkstf'lliirt  worden,  dass  an  dem  Füllansatz  des  Ballons  eine 
Schnur  bele.-^iigt  war,  an  der  unten  ein  runder  Holzileckel  in 
der  Mitte  befestigt  wurde.  Von  den  Kändern  desselben  gingen 
drei  Schnüre  herunter  zu  einem  Fussbrett,  auf  welches  das 
Instrument  gesetzt  wurde.  £s  hing  auf  diese  Weise  innerhalb 
der  Gondel,  etwa  in  Augenhdhe.  Das  Aufhängen  an  den  drei 
Schnüren  gab  dem  Ganzen  noch  nicht  die  gewünschte  Stabilität; 
bei  der  zweiten  Fahrt  wurden  daher  mit  grösserem  Vorteil 
feste  Verbindungen  durch  dünne  Messingstangen  zwischen  den 
beiden  Holzscheiben  angewendet  und  das  Instrument  auf  deiu 
unteren  Brette  festgeschraubt.  Die  Aufliängung  am  Füllansatze 
hat  sich  im  Ganzen  bewährt.  Nur  wenn  der  Ballon  viel  an 
Gas  verloren  hat  und  bei  starkem  Fallen  sich  seine  untere 
Hälfte  einbauscht,  ist  diese  Aufhängung  keine  ruhige  mehr. 
Lästig  ist  freilich,  dass  man  namentlich  im  Anfange  oft  die 
Schnur  verlängern  muss,  da  der  Ballon  sich  immer  mehr  auf- 
bläht und  der  FUllansatz  dadurch  in  die  Höhe  steigt.   Es  soll 
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daher  bei  einer  dritten,  bereits  geplanten  Fahrt  der  Versuch 
gemacht  werden,  aussen  am  Korbrande  ein  Tischchen  zu  be- 
festigen, auf  dem  der  Apparat  dann  aufgestellt  werden  soll. 
Durch  die  Aufetellung  ausserhalb  der  Gondel  hoffe  ich  eine 

noch  stabilere  Muiitierung  zu  n/telrti.  Aussmleni  stört  duini 
der  Apparat  das  freie  Hantieren  in  der  Gondel  nicht  mehr. 

Schon  als  die  Messungen  begannen,  hatten  sich  an  den 
▼erschiedensten  Punkten  gewaltige  Oumuluswolicen  Ton  der 
Hochebene  aus  erhoben,  die  mit  ihren  Köpfen  bis  in  unsere 
Höhe  heraufreichten.  Es  ist  klar,  dass  in  diesen  direkt  vom 
Boden  aufsteigenden  Luftmassen  nicht  wesentlich  andere  Jonen- 
meng-en  erwartet  werden  konnten,  wie  am  lioden  seihst.  Ausser- 
dem hatte  aber  durch  die  Vertikal.ströinun^''en  eine  sehr  in- 
tensive Miscliun;^;  der  verschiedenen  Lut'tarten  stattgefunden. 
Es  kann  daher  nicht  Wunder  nehmen,  dass  bei  diesem  hihilen 
Zustande  der  Atmosphäre  die  Leitfähigkeit  der  Luft  in 
der  Höhe  nicht  mehr  unipolar,  sondern  innerhalb  der 
Fehlergrenzen  für  beide  Vorzeichen  gleich  gross  war. 

l)ieses  Beispiel  lehrt  recht  aup-nlallig.  dass  es  unmöglich 
ist,  ein  für  alle  Witterungslagen  jiassendes  (icsrtz  über  die 
Verteilung  der  Luftelektricität  mit  der  Höhe  auftinden  zu 
wollen.  Die  Atmosphäre  ist  kein  ruhendes  und  kein  einheit- 
lirhrs  Gebilde.  Luftschichten  der  verschiedensten  Herkunft  und 
Beschaffenheit  lagern  sich  fibereinander;  auf-  und  absteigende 
Luftstrdme  ändern  die  Eigenschaften  der  in  derselben  Höhe 
nebeneinander  liegenden  Luftmassen.  Dementsprechend  muss 
der  jeweilige  elektrische  Zustand,  den  wir  in  der  Höhe  an- 
treffen, ein  sehr  verschiedener  sein. 

Bei  unserer  Fahrt  drangen  wir  auch  verschiedene  Male 
in  die  Köpfe  von  Cumulussäulen  selbst  ein;  daselbst  befand  sich 
der  Wasserdampf  der  Luft  am  Kondensationspunkt,  wie  auch 
das  Assmann^sche  Aspirationspsychrometer  bestätigte.  In  diesem 
Falle  war  das  Zerstreuungsvermögen  nur  noch  ^/s  bis  ^Z«  von 
dem  normalen,  ganz  in  TTebereinstimmung  mit  dem  von  Elster 
und  Geitel  angestellten  Versuche^  dem  zu  Folge  die  Jonen 
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in  ihrer  Beweglichkeit  lahm  gelegt  werden,  sowie  sie  sich  als 
Eondensationskerne  mit  grosseren  Massen  von  kondensiertem 
Wasser  beladen.  Die  Neutralisation  einer  bestimmten  Ladung 
auf  dem  Zerstreuungskörper  muss  eben  um  so  schneller  er- 
folgen, einmal  je  mehr  Jonen  Yon  entgt  gengosetztem  Zeichen 
(Iberliaupt  }in)  ("ubikineter  Luft  vorhanden  siiul,  und  zweitens, 
je  leichter  sie  beweglich  sind. 

Um  P  20""  mussten  wir  uns  zur  Landung  fertig  machen, 
da  der  Ballon  rapid  sank  und  kein  weiterer  Ballast  mehr  ge- 
opfert werden  durfte.  Die  Landnng  erfolgte  1^  48''*  bei  Rub- 
mannsdorf,  ca.  12  km  ostnorddstlich  von  Landsbut.  Un- 
mittelbar nach  derselben  wurden  am  Landungsplatze  nocb 
mehrere  Messungen  angestellt;  es  zeigte  sich,  dass  die  Kon- 
stanten des  Apparates  und  vor  Allem  der  Isolationszustand  des 
Instrumentes  kt'inei  lci  Veränderungen  eiiuhreu  hatt«-n.  Ziemlich 
grosse  Jjetriig»'  der  Zerstreuung  wurden  beobailitet,  die  mit- 
tägliche .Tuiiisonne  hatte  die  Atmosphäre  kräftig  durchstrahlt. 
Das  erhaltene  Zalilenmaterial  lässt  das  Grösser-  oder  Kleiner- 
werden oder  das  Konstantbleibeu  der  Zerstreuung  sehr  deutlich 
erkennen;  aber  die  Zahlen  selbst  sind  mit  den  später  gewon- 
nenen nicht  direkt  yergleichbar,  weil  das  bei  der  ersten  Fahrt 
benutzte  Elektroskop  nicht  genCIgend  isolierte,  so  dass  das 
Eorrektionsglied  einen  grosseren  Betrag  erhielt,  als  dass  man 
noch  das  vollkommene  Zutreffen  der  bei  seiner  Ableitung  ge- 
macliteii  \  oraussetzungen  für  gewährleistet  halten  konnte.  Das 
Elektroskop  war  leider  nicht  von  Herrn  ().  Günther  in  Brauu- 
schweig,  den  die  Herren  Elster  und  (t eitel  empfehlen,  und 
dessen  Elektroskope  wundervoll  isolieren,  sondern  von  einer 
anderen  Firma  bezogen  worden,  deren  Fabrikat  nicht  ange- 
nähert mit  den  Originalapparaten  von  Herrn  Günther  kon- 
kurrieren kann.  Aus  diesem  Grunde  Terzichte  ich  auf  eine 
detaillierte  Mitteilung  des  bei  dieser  ersten  Fahrt  erhaltenen 
Zahlenmateriales. 
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Zweite  Fahrt  am  10.  November  1900. 

Nachdem  die  eiste  Fahrt  gezeigt  hatte,  daas  man  mit  der 
neuen  Metbode  aehr  wohl  luftelektrische  Messungen  im  Frei- 
ballon anstellen  kann,  dass  die  Instrumente  sich  durch  die 
Fahrt  seihst  nicht  ändern,  und  nachdem  eine  Reihe  Ton  Er- 
fahrungen gesammelt  uml  die  Vorversuche  als  abgeschlossen 
anzusehen  waren,  wurde  die  zweite  Fahrt  zu  dem  ganz  spe- 
ziellen Z\\eeke  der  Messun«?  der  Zerstreuungsküet'fi- 
cienten  in  verschiedenen  H(>hen  unternommen.  Ausser 
den  zur  Bestimmung  der  meteorologischen  Daten  nöthigen 
Instrumenten  (Fahr-Aneroid,  Bohner'sches  Aneroid,  Assmann- 
sches  Aspirationspsychrometer,  welche  Herr  Dr.  Emden  regel- 
mSssig  ablas)  wurde  nur  noch  ein  Glasapparat  zur  Entnahme 
einer  Luftprohe  in  der  Höhe  und  der  mit  neuem  Elektroskop 
Ton  0.  Gant  her  ausgerüstete  Zerstreuungsapparat  mitge- 
nommen. 

Um  von  vornherein  auf  eine  niliig  gesrhiehtete  Atmo- 
sphäre oline  wesentlifhe  Vertikal.strirungen  rechnen  zu  können, 
wurde  eine  Wintertabrt  liir  diesen  Zweck  in  Aussicht  genommen. 

Die  allgemeine  WitteruDgsdage  vor  und  an  dem  Falirt- 
tagc  war,  der  k.  bayerischen  meteorologischen  Zentralstation 
zu  Folge,  etwa  die  nachstehende:  Am  B.  November  hatte  sich 
ein  tiefes  Depressionszentrum,  welches  am  Torhergehenden  Tage 
über  den  britischen  Inseln  gelegen  hatte,  nach  Xorden  ver- 
schoben, wahrend  über  Zentral-Europa  von  Osten  her  hoher 
l)ruek  an  Kaum  gewann.  Das  Maxinnun  mit  mehr  als  770  mm 
Druck  lag  an  der  unteren  Donau  und  über  ♦Sii'lwesit-Husslanfl. 
Auf  der  bayerischen  ilochebeiie  lag  am  Morgen  Nebel,  der 
sich  aber  gegen  10  Uhr  Vormittags  über  München  lichtete 
und  hellem,  sonnigem  Wetter  Platz  machte;  von  den  Höhen- 
stationen, namentlich  von  dei-  Zugspitze  her,  war  klarer  Himmel 
signalisiert  worden.  Am  9.  November  hatte  sich  das  nördliche 
Minimum  weiter  nordöstlich  verschoben,  das  barometrische 
Maximum  hatte  sich  über  dem  Südosten  des  Erdteiles  erhalten; 
von  ihm  aus  erstreckte  sich  eine  Zone  relativ  hohen  Druckes 
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westwärts  durch  den  Kontmtnt  bis  zum  Biseavasee.  In  München 
stieg  äiis  Barometer  fortwälirend,  das  Wetter  war  heiter  und 
mild.  Die  meteorologischen  Bedingungen  schienen  daher  fQr 
die  Fahrt  günstig  zu  liegen;  ein  weiteies  Aufschieben  derselben 
erschien  nicht  ratsam,  weil  das  Heranziehen  eines  neuen  Mini* 
mums  Yom  Ocean  her  signalisiert  war,  und  ein  zweites  De- 
pressionsgebiet sich  mittlerweile  über  dem  Mittelmeerbecken 
auszubilden  begann.  Daher  wurde  die  Fahrt  ftr  den  folgenden 
Tag,  den  10.  November,  festgesetzt.  Dir*  an  die  allgemeine 
Witterungslage  geknüpften  Erwartungen  haben  sich  im  all- 
gemeinen bestätigt.  Die  Fahrt  fand  innerhalb  eines  Rückens 
relativ  hohen  Luftdruckes  statt,  zwischen  der  nördlichen  De» 
pression,  welche  sich  am  P  iije  der  Fahrt  in  Folge  eines  Zu- 
zuges vom  Ocean  her  erheblich  vertiefte,  und  dem  südlich  von 
den  Alpen  sich  entwickelnden  Minimum. 

Schon  an  den  Tagen  vor  der  Auffahrt  waren  die  luft- 
elektrischen Verhältnisse  genauer  verfolgt  worden;  es  hatten 
sich  Zerstreuungskoefficienten  von  ca.  0,S — 0,6  für  die  posi- 
tiven Ladungen,  von  0,6  —  0,9  ^/o  für  die  negativen  uut  dem 
Dache  des  Polvteehnikums  ergeben,  freilich  mit  uielit  j^eringen 
Schwankungen  mit  der  Tageszeit  und  der  Luftklarheit.  Am 
9.  November  wurden  die  folgenden  Werte  von  Herrn  Ingenieur 
Lutz  erhalten: 

München,  9.  November  1900. 
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liier  bezeichnet,  wie  bei  Kister  und  Geitel.  F  die  an 
dem  Zerstreuungskörper  in  der  Zeiteinheit  (15  Minuten)  neu- 
tralisierte Elektricitätsmenge,  mittels  des  Coulomb'schen  Zer* 
streuungsgesetzes  auf  den  Fall  bezogen ,  dass  der  Körper 
dauernd  auf  dem  Potentialniveau  von  1  Volt  erhalten  würde 
(die  Verluste  durch  TlnvoUkommenheit  der  Isolation  sind  schon 
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iii  Abreclinung  ^/ebnicht).  Aus  diesen  E  werden  die  Grössen  a 
durch  Diviöiüii  durch  15  •  0.4848  •  (1  —  n)  erlialteii,  wo  n  das 
Verhältnis  der  Capacität  des  Elektroskopes  ailein  zu  der 
Capacität  des  aus  diesem  und  dem  Zerstreuungskörper  be- 
stehenden System  ist;  bei  dem  benutzten  Instrumente  war 
n9  0,5>  und  der  genannte  Difisor  Bdt26. 

Diese  Zahlen  a  geben  die  in  der  Minute  am  Zerstreuungs- 
körper neutralisierte  Elektricitätsmenge,  ausgedrückt  in  Pro- 
zenten der  ursprünglichen  Ladung,  unabhängig  ron  der  Orftese 
dieses  Körpers  und  gleichgiltig,  bis  zu  welchen  Spaimungen 
er  jEj'eladeii  \viird(\  letzteres  freih'ch  genau  nur  so  l;Ln«/f\  als 
das  Coulunib  iiche  Zerstreuuugbgesetz  ffilt.  vergl.  weiter  unten. 
Diese  Zahlen  sind  also  direkt  mit  den  an  anderen  Apparaten 
erhaltenen  vergleichbar. 

Endlich  ist  f  a^. 

Man  siehtf  dass  am  Morgen  bei  leichtem  Nebel  und 
schwachem  Wind  aus  NO.  sehr  geringe  Zerstreuungen  und  ein 
Ueberwiegen  der  —  Zerstreuung,  wie  es  der  normale  Fall  bei 

exponirten  Punkten  an  der  negativ  geladenen  Erdoberfläche  ist, 
statttiind.  Gegen  Mittag  wurde  bei  fortschreitendtm  Klar- 
werden der  Luft  die  -f"  Zerstreiiiiiig  ^nriss»  r,  die  Kiitludungs- 
geschwindigkeit  für  die  —  Ludung  ging  zurück,  so  dass 
j  <  1  wurde. 

£s  herrschte  fast  vollkommene  Windstille.  Am  Nach- 
mittag erhob  sich  wieder  schwacher  NO.-Wind,  die  4"  Zer- 
streuung war  noch  grösser  im  Vergleich  zur  negativen. 

Am  Fahrttage  selbst  war  früh  um  6^  der  Himmel  noch 
völlig  klar;  gegen  7^  bildete  sich  aber  plötzlich  ein  dichter 
Nebel,  von  dem  freilich  zu  vermuthen  war,  dass  er  nur  eine 
wenig  mächtige,  dem  Buden  unmittelbar  anliegende  Schicht  hilde. 

Es  wurde  zunächst  auf  dem  Exerzierjilatze  der  Luftschiller- 
Abteilung  trotz  des  eingetretenen  dichten  Nt  ltels  eine  Zer- 
streuungsmessunpf  für  -■-  Ladung  angestellt.  Sie  ergab  sich 
zwischen  7»»  47«'  und  8»»  4">  zu  nur  Je+ «  0,93  (a+ =  0,29%) 
ganz  entsprechend  der  schon  früher  festgestellten  Thatsache, 
dass  im  Nebel  die  Zerstreuung  stark  herabgesetzt  wird.  Bei 
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dieser  Messung  bedeckte  sicli  das  Elektroskop  sowie  der  Zer- 
streuungskörper schliesslich  mit  einem  dichten  'riiiiiiiiberzuüre: 
doch  hat  sich  die  Konstrukuuji  des  Elektroskopes  trelilich  be- 
währt, indem  die  Isolation  selbst  unter  so  ungünstigen  Beding- 
ungen nicht  litt. 

Ich  hielt  es  für  wünschenswert,  wetiigsteiis  einen  orien- 
tierenden Versuch  bei  dieser  Gelegenheit  darttber  amBUsteUen, 
wie  der  herangeführte  Ballon  auf  den  Zerstreuungskdrper  wirkt. 
Ich  stellte  daher  den  Zerstreuungsapparat  auf  einen  Wagen 
ca.  l  m  über  dem  Boden  an  einer  Stelle  auf,  an  der  der  Ballon 
auf  sein  ein  Wege  vom  Ballonhuus  bis  zur  Gondel  dicht  vor- 
über geleitet  werden  konnte.  Natürhch  war  es  dazu  nTitig, 
das  Schutzdach  abzunehmen.  Als  aber  der  Zerstreuung^skürper 
4"  geladen  wurde,  sank  der  Blättchenausschlag  trotz  des  aller- 
dings schwachen  Windes  und  der  fortschreitenden  Betauung 
nicht,  sondern  nahm  im  Gegenteil  zu,  in  yier  Minuten  einem 
Ansteigen  des  Potentiales  von  220  auf  228  entsprechend.  Also 
wurde  entweder  freie  positive  Ladung  aus  dem  Nebel  auf  den 
Zerstreuungskörper  Obertragen,  oder  aber  das  Instrument  war 
starken  Influenzwirkungen  von  oben  her  ausgesetzt.  Das 
Elektroskop  wurde  also  negativ  bis  zu  -—  222  Volt  geladen. 
Ein  Ueberschieben  des  Daclies  verminderte  den  Ausschlag, 
weil  die  Kapazität  des  Systems  dadurch  vermehrt  wurde,  ebenso 
das  Annähern  von  grösseren  mit  dem  Boden  verbundenen 
leitenden  Massen.  Als  der  Ballon  vorübergefUhrt  wurde, 
spreizten  die  geladenen  Blättchen  weiter  auseinander  und 
schlugen  in  dem  Momente,  als  die  Ballonkugel  dem  Zerstreu- 
ungskdrper am  nächsten  gekommen  war,  gegen  die  Schuti- 
platten,  so  dass  das  Elektroskop  sich  vollständig  entlud.  Hier- 
nach würde  sich  der  Ballon  wie  ein  negativ  geladener  Körper 
verhalten.  Die  Beobachtung  bedarf  indessen  der  Bestätigung 
bei  günstigeren  atmosjjhärischeu  Bedingungen.  Bekannt  ist  ja, 
dass  andere  Beobachter,  z.  B.  Tuma^j,  der  mit  drei  Tropten- 

1)  J.  Tnma,  Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmospbärisehen  Eldttricität 
IlL  Luftelektridt&tamessungen  im  Luftballon.  SitK.-Bor.  d.  Wiener  Akad. 
matb^^phys.  CI.,  Abteil.  IIa,  p.  2S7,  1899. 
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coliectoren  in  vei-schiedener  Höhe  und  zwei  Elektroskopen,  einem 
Vorschlage  Börnsteins*)  folgend,  arbeitete,  keine  Ballou- 
ladung  nachweisen  konnte.  Sollte  der  BalioQ  im  vorliegenden 
Falle  wirklich  negativ  goladen  gewesen  sein,  so  müssen  wir  an- 
nebmeii,  dass  sich  seine  Ladung  sehr  hald  zerstreut  haben  wird, 
namentlich  unter  Bedingungen  wie  bei  unserer  Fahrt,  bei  der 
der  Ballon  in  wenigen  Minuten  in  die  intensivste  Bestrahlung 
durch  die  Sonne  geriet.  Immerhin  erschien  es  sicherer,  auch 
im  Ballon  mit  dem  Schutzdach  zu  arbeiten,  wodurch  zugleich 
die  Anonlnung  vollkommen  derjenigen  analog  wurde,  welche 
bei  den  Beobaelitungeii  auf  der  Krde  Verwendung  fand.  Frei- 
lich erhält  man  dann  bei  der  rtdativen  Kulie  der  unniittelbar 
Ulligebenden  Luftmassen  gegen  den  Ballon  und  Alles,  was 
dieser  mit  sich  fuhrt,  kleinere  Werthe  für  die  Zerstreuung, 
vergl.  weiter  unten. 

Um  8^  19™  erfolgte  der  Aufstieg  mit  starkem  Auftrieb; 
in  kürzester  Zeit  hatten  wir  die  Nehelschicht  durchstossen  und 
befanden  uns  schon  in  700  m  MeereshOhe  (200  m  über  dem 
Boden)  in  glänzendstem  Sonnenlichte  unter  tiefblauem  Himmel, 
an  dem  nur  einige  zarte  Cirruswolkeii  standen.  Die  ganze 
Hocliebt  ne  war  mit  einem  dichten,  wogenden,  öill)er*^l;inzenden 
>«eljelrneere  überdeckt,  aus  dem  sich  auf  der  einen  Seite  die 
gewaltige,  schneebedeckte  Kette  der  Alpen  in  ihrer  ganzen  Kr- 
streckung  in  überraschender  Deutlichkeit  heraushob;  auf  der 
anderen  Seite  brandete  das  Nebelmeer  gegen  die  schwarzen 
Rücken  des  bayerischen  Waldes  und  Bohmerwaldes. 

Wir  haben  uns  bei  der  Fahrt  am  10.  November  im  Ganzen 
innerhalb  dreier  yerschiedener  Luftschichten  bewegt,  welche  sich 
sowohl  durch  ihren  Wasserdampfgehalt,  als  auch  durch  ihre 
Strönunigsrielitung  und  Strümungsgeschwindigkeit  deutlich  von 
einander  unterschieden.  Die  in  derselben  angestellten  Mes- 
siii^gen  u  erden  daher  zweckmässig  auch  gesondert  von  einander 
behandelt. 


1)  B.  Born  stein.  Elektrische  BeobachtungeA  bei  Loftfahrten  unter 
Sinflast  der  BftUonladimg.  Wied.  Aan.  68,  p.  680,  1897. 
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1.  Lut'tsohicht:  vom  Boden  bis  ca.  1200 — 1300  m. 

Die  Luftschicht t  in  die  wir  nach  dem  Passieren  der 
Nebelschicht  eindrangen,  war  der  Bodenschicht  noch  am  ähn- 
lichsten beschaffen. 

Leider  wurde  an  diesem  Tage  die  Nebelschicht  am  Boden 
nicht  durch  die  einfallende,  in  unserer  Höhe  brennende  Sonnen* 
Strahlung  aufgelöst.  Daher  sind  die  zur  gleichen  Zeit  am 
Boden  angestellten  Beobachtungen  nicht  mit  den  Ballonbeob- 
achtungen direkt  vergleichbar,  Herr  Direktor  Dr.  Erk  hatte 
die  LiebeiisNvürdi^jfkeit.  an  der  HRtt  oroloixischeu  Zentralstation 
stündliche  Bestimmungen  des  Barometerstandes,  der  Temperatur, 
der  relativen  Feuchtigkeit,  des  Duustdruckes,  der  Niedf  ?  <<  lilags- 
menge,  der  AVindrichtung  und  -stärke,  sowie  der  Bewölkung 
von  früh  7  ^  bis  abends  8  ^  am  Fahrttage  anstellen  zu  lassen.  Herr 
Ingenieur  C.  Lutz  hat  für  diesen  Tag  gleichzeitig  den  Zer- 
streuungskoelficienten  auf  der  Attika  des  Mittelbaues  der  tech- 
nischen Hochschule  abwechselnd  für  beide  Yorzeichen  mit  einem 
mit  dem  im  Ballon  benutzten  genau  verglichenen  Instumente 
angestellt.  Ich  glaub«'  iiidc?>s(  n  auf  die  Mitteilung  dieses  au 
sich  w  t'i  tvoilen  Beobaclituii^suiiitcrialfs  an  dieser  Stelle  ver- 
ziciiten  zu  sollen,  da  die  Bedinguii;^^eii  unterhalb  und  uberhalb 
der  Nebelschicht  viel  zu  ungleich  waren,  um  irgend  welche 
Schlüsse  zu  gestatten.  Es  sei  nur  bemerkt,  da.ss  der  Barometer- 
stand während  der  Dauer  unserer  Fahrt  in  München  fortwäh- 
rend im  Sinken  begriffen  war  und  der  Feuchtigkeitsgehalt  der 
Luft  nahe  am  Sättigungspunkte  sich  erhielt;  der  Zug  der 
Nebelmassen  wurde  um  11'*  als  aus  Osten  kommend  notiert. 

Diese  erste  Schicht  pas.sierten  wir  rasch,  da  uns  haupt- 
sächlich an  (1(1  Durchforschung  der  htiiieren  Schichten  lag; 
Zerstreu ung8niessiin*ien  wiudt  ?!  in  ihr  nicht  angestellt,  da  der 
Apparat  zunächst  montiert,  die  Orientierung  im  Terrain  vor- 
genommen und  die  Fahrtrichtung  festgestellt  werden  mussteo. 

2.  Luftschicht:  von  1240  — 3000  m. 

Wir  stiegen  rasch  an  und  kamen  um  8^  30°*  schon  in 
einer  Höhe  von  1240  m  offenbar  in  eine  anders  geartete 
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Luftschicht,  wie  die  ÄDgaben  der  Temperaturf  der  relativen 
Feuchtigkeit',  und  namentlich  das  aus  ihnen  nachher  berech- 
nete Mischungsverhältnis  zwischen  trockener  Luft  und 

Wasserdampf  deutlich  zu  erkenurn  ^ehcn.  Herr  Dr.  HiiHleu, 
der  (las  aus  ca.  f)0  zusaimueugehörigcn  AbleöUugeii  der  beiden 
Theriiionn^ter,  des  Psychrometers  und  des  Aneroides  bestehende, 
reiche  metereologische  Beobachtungsnmtorial  einer  eingehenden 
Diskussion  unterworfen  hat,  wird  das  Gesagte  an  einer  anderen 
Stelle  demnächst  noch  näher  begründen. 

Unter  dem  MischungsTerh^tnis  ist  hier  das  Gewicht  des 
Wasserdampfes  in  Kilogrammen,  welches  auf  1  kg  der  den«- 
selben  enthaltenden  trockenen  Luft  kommt,  verstanden.  Diese 
Zahl  gibt  eine  den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  besser  als 
die  relative  Feuchtigkeit  oder  der  Dunstdruck  charakterisie- 
rende Grösse  an,  da  sie  sieb  bei  allen  Zustandsanderungeii 
nicht  wie  jene  Zalilm  mit  ändert,  solange  keine  Kondensation 
eintritt.  In  dieser  neuen  Luftschicht,  welche  durch  angenähert 
adiabatische  Temperaturabnahme  mit  der  Hölie  und  ein  kon- 
stantes Mischungsverhältnis  von  0,0024  kg  Wasserdampf  pro 
Kilogramm  trockener  Luft  ausgezeichnet  war,  erhielten  wir 
uns  bis  11  ^  langsam  bis  zu  3000  m  ansteigend.  Aus  Ge- 
räuschen (z.  B.  Pfeifen  von  Lokomotiven)  sowie  durch  Ein- 
visieren  gegen  das  Gebirge  hin  konnten  wir  trotz  des  dichten 
Bodennebels  mit  Sicherheit  konstatieren,  dass  wir  uns  in  einer 
fast  ruhenden  Luftschiclit  befanden,  die  uns  nur  ganz  laugsam 
nach  i),>ien  weiter  führte. 

Um  zunächst  testzustellen,  welch»  n  Einliuss  das  Schutz- 
dach auf  die  Entladungsgoschwindigkeit  liut,  wurde  8*'47"*  bis 
gh      m  1800  m  Höhe  zunächst  ohne  Schutzdach  gemessen 

und  £f  9,95  gefunden.  Unmittelbar  darauf  von  8**  56"^  bis 
9^*  11™  wurde  in  nur  wenig  grösserer  Höhe  von  ca.  1950  m  mit 
Schutzdach  E^  =  ZJ9  beobachtet,  wobei  natürlich  alles  auf 
die  Zeiteinheit  von  15"^  umgerechnet  ist. 

Man  sieht  also,  dass  das  Schutzdach,  welches  den  freien 
Lnft/ntritt  beeinträchtigt,  freilich  die  Zerstreuungsgeschwindig- 
keit stark  herabsetzt.  Immerhiu  werden  selbst  im  Ballon  Werte 
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erhalten,  welche  sehr  gut  messbar  sind.  Absolut  ruhig  ist  die 
Luft  ja  auch  am  Ballon  nicht,  da  bei  jeder  Vertikalbewegung 
mehr  oder  weniger  starker  Vertikalwind  sich  entwickelt,  welcher 
die  mit  den  Jonen  beladene  Luft  mit  hinreichender  RelatiT- 

geschwindigkeit  an  dem  Zeretreuungskörper  voröberfÖhrt.  Da 
mit  Schutzdach  genügend  grosse  Zcrstreuutigswerte  auch  im 
Ballon  erhalten  werden,  möchte  ich  nicht  raten,  «^ich  darauf 
zu  verlassen,  dass  das  den  innerhalb  der  Gondel  liimgenden 
Apparat  umgebende  Tau-  und  Sthckwerk  denselben  genügend 
vor  elektrostatischen  Einwirkungen  schützt. 

Das  Arbeiten  mit  Schutzdach  bewahrt  zugleich  vor  licht- 
elektrischen Einflüssen  bei  der  in  der  Höhe  viel  intemuTeren 
Sonnenstrahlung. 


Zeit 

Höbe 

Temperatur 

Relative 
Feuchtigkeit 

Misehuttgi- 
TM'hftltois 

eil  56» 

—  lim 

SS  0  0 

0,0024 

9h  löoi 

—  9h  26"* 

2100, 

H-  2.7«  , 

88  0/0 

0,0024 

9h  28m 

—  9b  48» 

2875  , 

+  1,7«. 

440/0 

0»0024 

9b  46» 

—  lOb  00» 

2420. 

47  »/o 

0,0084 

10h  16» 

— lOh  88» 

S890. 

55«>/o 

0,00»  1 

—  101»  58» 

2966  . 

-  . 

66<»/« 

0.0022  1 

Dagegen  inöchto  ich  bei  der  nächsten  Fahrt  den  Versuch 
machen,  ilie  ZerstroiiiiiitrsgeschwiiKligkeit  durch  einen  weit- 
maschigen gleichnamig  gehidenen  Fangkütig  aus  Draht  zu 
steigern,  entsprechend  dem  bekannten  Versuche  ron  Elster 
und  Geitel.  Dieser  Käfig  würde  den  namentlich  bei  Hoch- 
fahrten, bei  denen  man  die  Luftschichten  schnell  wechselt, 
nicht  zu  unterschätzenden  Torteil  gewahren,  dass  man  in 
kurzer  Zeit  yiele  Einzelmessungen  anstellen  kann. 

Um  8^  56"^,  also  37  Minuten  nach  dem  Verlassen  des 
Erdbodens,  begannen  die  eigentlichen  Messungen  der  Klik- 
tricitätszerstreuune  in  d<  r  faift:  wir  konnten  annehintn.  dass 
iu  dieser  Zeit  sich  eventuell  vorhanden  gewesene  Ladungen 


Digitized  by  Google 


A  Eberi:  EUktrii^  Zentnumng  im  IVeibatton,  525 


am  Ballon  und  dem  Korbe  genfigend  zerstreut  hatten,  und  das 
aus  den  folgenden  Zahlen  ersiehtliche  üeberwiegeii  der  nega^ 
tiven  Zeretreuungsgesehvindigkeit  auch  für  das  freie  Luftmeer 

in  unserer  Höhe  gelte.  Da  während  der  Fahrt  das  Netzwerk 
keine  Verschiebungen  gegen  die  Ballonhülle  erleidet,  ist  auch 
das  Auftreten  von  reibuogselektrischeu  Spannungen  nicht  wahr- 
scheinlich. 

Die  folgenden  Zahlen  wurden  in  der  his  ca.  3000  m 
reichenden  Luftschicht  mit  dem  nahezu  constanten  Mischunga« 
verbältnis  0,0024  erhalten: 

In  dieser  Tabelle  ist  die  angegebene  Hdhe  der  Mittelwert 
aus  den  Einzelhöbenwerten,  welche  zu  den  Zeiten  gehören, 
innerhalb  derer  die  Ladungszerstreuung  stattfand.  Diesen  Mittel- 


S|)aunungen 

Spanntinps- 
abnübine  i)io 
15  Minuten 

214  — 196 
192—171 
222—187 
S21— 198 

936— soe 

196 

18  Volt 
29  , 
35  , 
98  , 

19  . 
26  . 

E+  =  3,79 
E-  =  6,84 
E^  =  7,44 
1?4.  =  6,86 
«  8,81 
=  6,88 

a-f=  l,160o 
«-  =  2,100/0 
rt-  =  2,290/0 
a+  =  1,790/0 
a+«  i,i7«/o 
a-  =  l,68»/o 

}  f«l,8l 
}  «  =  1,28 
}  fl  -  1,40 

höhen  entsprechend  sindTpnijicratur.jn-ozentiialeFeuclitigkeit  und 
Mischungsverhältnis  aus  Kurven  entnommen,  welche  die  be- 
treffende Grösse  als  Funktion  der  Höhe  darstellen.  Die  ange- 
gebenen Spannungen  sind  die  am  Anfange  und  am  Ende  der 
Beobachtungszeit  aus  der  Aichkurre  entnommenen  Yoltzahlen; 
die  Spannungsabnahme  ist  der  Differenz  dieser  Zahlen  gleich, 
wenn  die  Beobacbtuogszeit  15  Minuten  betrug;  sonst  ist  sie 
auf  diese  Zeit  reduziert  unter  der  allerdings  nicht  ganz  zu- 
treffenden Aiin.iknie,  dass  die  Spannung  mit  der  Zeit  propor- 
tional abnimmt. 

Entsprechend  der  gleichförmigen  BeschaflVnheit  der  Luft- 
schicht liegen  die  a- Werte  ziemlich  nahe  bei  einander.  Neben 
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die  Yorniittagswerte,  die  an  klaren  Tagen  am  Boden  Tor  und 
nacb  der  Fahrt  erhalten  wurden  (vgl.  z.  B.  die  S.  518  ange- 
fahrten Zahlen),  gehalten,  zeigen  sie  Folgendes:  Die  Zerstreu- 
ungsgeschwindigkeit  ist  in  der  Höhe  von  1800  bis 
3000  m  unzweifelhaft  grösser  als  am  Boden.  Dabei  er- 
gibt sich  etwa  dasselbe  Verhältnis  für  die  Kntladungsgeschwin- 
digkeiten  der  beiden  Elektricitätsarten  wie  unten,  eine  negative 
Ladung  wird  etwa  1,5  mal  schneller  enthuh-n  wie  eine  j)06itiYe. 
Bis  zu  diesen  Höhen  hinauf  niuss  also  am  genannten  Tage  ein 
Ueberwiegen  der  Anzahl  der  freien  Jonen  angenommen 
werden.  Da  diese  sich  langsamer  bewegen  als  die  —  Jonen, 
so  muss  thatsachlich  das  Verhältnis  der  Anzahl  der  -f-  Jonen 
gegenüber  der  Zahl  der  —  Jonen  im  Cubikmeter  noch  grösser 
als  1,5  gewesen  sein. 

Wir  haben  also  die  auch  schon  auf  Gnmd  anderer  Er- 
scheinungen vermutete'),  jiositiv  geladene  Schiebt,  der  ein  ab- 
nehmendes negatives  Potentialgefälle  ents[)rechen  würde,  in 
einer  Erstreckung  bis  zu  3000  m  Höhe  durch  Kinfangen  der 
Jonen  selbst  nachgewiesen. 

Da  uns  das  für  diese  Höhenschicht  erlangte  Zahlenmaterial 
zunächst  ausreichend  erschien,  fassten  wir  um  10^  53^  den 
Entschluss,  höher  hinauf  zu  gehen.  Der  Führer  gab  eine 
grössere  Menge  von  Ballast  aus,  mit  der  er  bis  dahin  sehr 
sorgsam  Haus  gehalten  hatte.  Da  wir  darauf  gefasst  sein 
mussten,  bei  der  erfolgenden  schnellen  Erbebung  Luftschichten 
von  rasch  wechselndem  Verhalten  zu  durelnjueren,  uIm)  Mess- 
werte zu  erhalten,  welchen  keine  genau  vergleichbare  Be- 
deutung zu/uscliit  iben  war,  benutzte  ich  die  Zeit,  um  noch- 
mals ohne  Schutzdach  zu  messen.  Ich  erhielt  für  negative 
Ladung  die  enorme  Zerstreuung  E  =  19,24.  Ob  sich  trotz  der 
Schwärzung  des  messingenen  Zerstreuungskörpers  unter  dem 
Einflüsse  der  intensiven  Sonnenstrahlung  hier  doch  vielleicht 
noch  lichtelektrische  Einflüsse  mit  geltend  gemacht  haben,  wage 
ich  nicht  zu  entscheiden. 

1)  Vorgl.  z.  13.  Sv.  Arrhenius,  Ueber  die  Ursache  der  Nordlichter, 
Physikal.  Zeitschrift  1,  S.  103,  1900. 
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•  3.  Luftscliiclit:  über  aOOO  m. 

Um  11**  machte  Herr  Dr.  Emden  auf  Grund  seiner  Ab- 
lesungen die  Bemerkung,  wir  seien  in  andere  meteorrjlogisclie 
Bedingungen  eingetreten.  Diese  Vermutung  haben  die  redu- 
zierten Beobachtungen  bestätigt;  wir  traten  um  diese  Zeit 
oberhalb  3000  m  in  eine  viel  stärker  bewegte  Luftschicht  ein, 
die  uns  nach  Korden  abtrieb.  Aus  den  unten  folgenden  Zahlen 
ist  ersichtlich,  dass  sie  sich  yor  Allem  durch  grössere  Trocken- 
heit auszeichnete.  Denn  das  Mischungsverhältnis  sank  beim 
Eintreten  in  die  neue  Schicht  plötzlich  von  0,0022  auf 
0,001 1  kg,  welchen  Wert  es  in  dieser  dritten  Schicht  constant 
beibeliielt.  Dnniit  steht  im  pjinklangc,  dass  auch  daa  Zerstreu- 
ungsvei mögen  erheblich  gesteigert  war,  und  zwar  für  beide 
Vorzeichen. 

Die  nachstehenden  Zahlen  lehren  Folgendes: 

In  der  über  30U0  ja  angetroffenen,  der  Diirch- 
strahlunfj^  stärker  ausp^esptzten  trockeneren,  liölieron 
8chicht  war  das  Leitvermiigen  der  Luft  erheblich  ge- 
steigert und  erreichte  Werte,  welche  die  zur  gleichen 
Jahreszeit  an  klaren  Tnrren  erreichten  Maximal- 
entladungsgeschwindigkeiten  am  Boden  um  das  Drei- 
bis  Vierfache  Übertrafen.  Dabei  war  das  Verhältnis 
der  Zerstreuungskoeffizienten  für  beide  Jonenarten 
nahezu  das  gleiche  [q  Mittel  »  1,02)  geworden. 

In  dieser  Schicht  wurden  die  Messungen  nicht  mehr  durch 
das  unipolare  Verhalten  des  Krdketrpers  beeinflusst.  Die  Jonen- 
zahl ist  nach  diesen  Ergebnissen  in  dieser  grösseren  Hdhe  also 
unverkennbar  erheblich  grösser  als  unten.  Die  grössere  Ent- 
ladungsgcschwindigkeit  kann  freilich  auch  durch  eine  grössere 
Beweglichkeit  der  Jonen  in  der  dünneren  Luft  zum  Teil 
wenigstens  mitbedingt  sein. 

Zwischen  12''  30»"  und  12^'  oO«"  erreichten  wir  diu  Maximal- 
höhe von  8^70  m.  Vm  1''  waren  wir  wieder  auf  3000  m  cfo- 
fallen,  traten  in  die  mittlere  Luftschicht  ein  und  senkten  uns 
schnell  gegen  das  Thal  des  Hegen  hinab. 
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Zeit 


Hobe 


Temperatur 


Relative 
Feuchtigkeit 


Miscbungs- 
verbftltnii 


llh  7m  —  lll^  22» 
llh  28» --Iii*  48» 
12h  lOm  _  |2h  25m 

1211  85»  —  12b  60» 


SiOOm 
8705  . 
8710, 
8770, 


-  8,0'»  C. 

-8.0«, 

-8.0». 


40 '^/o 

40  «/O 

42<»/o 


0,0014 
0,0014 
0,0014 
0,0014 


Während  wir  rasch  fielen,  wnrde  Ton  12*  58" — 1*  9*" 

noch  die  Kntladiinnrsgeschwiudigkcit  für  -f-  Ladung  zwischen 
den  Höhen  8200  und  1000  m  geiuessen  und  trotz  der  starken 
Vertikalbewegung  nur  =  8,1)9  erhalten,  in  Uebereinstim- 
inung  mit  den  geringeren  Zerstreuungswerten,  welche  auch  beim 
Aufstiege  in  den  unteren  Luftschichten  erhalten  wurden. 

Die  Landung  erfolgte  um  1*  25™  bei  der  Nösslinger  Mühle, 
nahe  dem  Dorfe  Noasling  bei  Viechtach  in  Niederbajrem,  auf 
einer  bewaldeten  Höhe  von  ca.  700  m  Heereshöhe,  angesichts 

des  Böhmer  Wald-Gebirges. 

Unmittelbar  nach  der  Landung  wurden  wiedei-uni  Mes- 
sungen auf  einer  Waldwiese  am  Landungsorte  angestellt.  Aus 
Gründen,  welche  ich  noch  nicht  recht  au&uklilren  vermochte, 
ergaben  sich  auffallend  grosse  Entladungsgeschwindigkeiten. 
Eine  von  10*  4*" — 10*  15*"  im  Ballon  angestellte  Isolations- 
probe mit  Schutzdach,  aber  ohne  ZerstreuungskOrper  hatte 
bereits  gezeigt,  dass  das  Instrument  nicht  etwa  durch  die  Be- 
tauuiig  am  Morgen  ^^clittcn  hatte. 

Um  zu  prüten,  ob  sich  auch  bei  der  weiteren  Fahrt,  bei 
der  Landung,  und  deui  sich  daran  anschliessenden  sehr  mühe- 
vollen Transport  durch  das  unwegsame  Waldgebirge  das  In- 
strument unverändert  erhalten  habe,  wurde  noch  in  der  auf 
die  Fahrt  unmittelbar  folgenden  Nacht  eine  Isolationsbestim- 
muug  vorgenommen  und  der  Apparat  zu  diesem  Zweck  Abends 
10*  IS"  positiv  geladen.  Der  Ausschlag  war  9,50  Skalenteüe, 
einer  Spannung  von  225  Vult  entsprechend.    Am  andern 
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Spannungen 

Spannungs- 
abnahme  pro 
15  Minuten 

216  — 17U 
214—174 
208-169 
211—169 

47  Volt 
40  , 
39  , 
42  . 

i;+..=  8,14 
E  8,97 
E-  =  9,00 
E-^  =  9,62 

rt+  =  2,600/0 
rt-  =  2,75  "/o 
a_  =  2,760  0 
a+  =  2,960/0 

1  q  «  1,10 
}  3  =  0^98 

Morgen  früh  um  4''  7"'  war  der  Ausschlag  der  Blättchoii  nur 
um  einen  Skalenteil  zurückgegangen,  was  einem  Verluste  von 
nur  7  Volt  Spannung  (von  225  anf  2\^)  in  der  zwiscben- 
liegenden  Zeit  von  fast  6  Stundeii  entapricht;  der  Mektrctskop- 
deckel  war  dabei  geacblossen. 

Jene  grossen  Werte  am  Landungsplatze  konnten  also  nicht 
Isolationsfehlem  zugeschrieben  werden,  sondern  hatten  offenbar 
in  rein  lokalen  Ursachen  iliren  Grund. 

Nach  der  Rückkehr  nach  München  wurde  zur  Prüfung  der 
Konstaaten  geschritten,  deren  Endergebnis  war,  dass  durch  die 
Fahrt  an  dem  benutzten  Instrumente  keinerlei,  die  Messungen 
merklich  beeinflussende  Aenderung  eingetreten  war. 

Eines  bemerkenswerten  ümstandes  soll  hier  noch  gedacht 
werden,  der  sich  bei  allen  Messungen,  sowohl  den  am  Boden, 

wie  den  im  Ballon  angestellten,  zeigte: 

Um  bei  den  Beobachtungen  selbst  eine  Kontrolle  zu  haben, 
wurden  die  Klektroskopausschläge  ausser  am  Anfange  und  am 
Ende  der  Zerstreuungszeit  noch  in  einem  dazwischen  Iii  nden 
Momente,  meist  genau  in  der  Mitte  beider  Zeiten,  also  1^1%  Mi- 
nuten nach  Beginn  der  Beobachtung  notiert.  Dabei  hat  sich 
in  der  Überwiegenden  Zahl  von  Fällen  das  Resultat  ergeben, 
dass,  wenn  man  die  Zerstreuungskoeffizienten  aus  der  Span- 
nungsabnahme während  der  ersten  7^2  Minuten  und  während 
der  zweiten  gleich  langen  Zeit  berechnet.  iii.Ui  nicht  dieselben 
Zahhm  erhält.  Die  zweiten  Zahlen  ssind  bis  uul'  wenige  Aus- 
nahuicu  stets  grösser  uls  di^  erbten,  d.  b.  der  Klektricitütäverluiit, 
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in  Prozenten  der  jedesmaligen  Anfangsladung  berechnet,  wächsi, 
wenn  diese  selbst  abnimmt.  Dagegen  zeigt  die  gleichen  Zeit- 
intervallen  entsprecbende  direkte  Spannungsabnabme  bei  Weitem 
nicht  so  grosse  Verschiedenheiten,  wenn  sie  auch  nicht  voll- 
kommen  konstant  ist.  Dieses  Verhalten  ist  unterdessen  von 
Geitt'l  auch  an  eingeschlossener  Luft  beobachtet  norden.  Dies 
weist  aui'  die  Thatsache  hin,  dass  in  gh'ichen  Zeiten  immer 
bestimmte  Mengen  freier  Jonen  gel)ildet  werden.  Aus  der  Luft 
bei  der  Neutralisation  der  Ladung  eines  isolierten  Konduktors 
entnommene  Jonen  werden  immer  nur  in  dem  Masse  regene- 
riert» diiss  der  Luft  ein  durch  Druck  und  Temperatur  be- 
stimmter Gehalt  an  freien  Jonen  zukommt.  Im  Freien  kann 
die  Erscheinung  natOrlich  nicht  so  rein  zum  Ausdruck  kommen, 
wie  bei  eingeschlossener  Luft.  Dass  sie  aber  doch  so  deuth'ch 
ausgesprochen  ist,  dfirfle  immerhin  bemerkenswert  sein. 

Ich  möchte  noch  anfuhren.  (la>s  Leiiard  bei  .seinen  Ver- 
suchen an  der  durili  Htstrahluiig  mit  ultraviolettem  Lichte 
elektrisch  h/itend  geiiiaehten  Luft  etwas  Aehnliches  hoobaclitet 
hat;')  die  in  derselben  entladene  Elektricitätsmenge  wächst 
zwar  mit  der  Spannung  des  geladenen  Konduktors,  aber  lang- 
samer wie  diese,  so  dass  bei  niedrigeren  Potentialen  relativ 
grössere  Elektricitatsmengen  neutralisiert  werden,  als  dem 
Coulom bischen  Zerstreuungsgesetze  entsprechen  würde.  Man 
nähert  sich  mit  steigenden  Spannungen  gewissermassen  einer 
Art  Sättin^ungsgreuze,  der  Strom  der  herzueilenden  entladen- 
den Jonen  kann  nicht  über  eine  gewisse  Grenze  gesteigert 
werden. 

Man  hat  hier  gurr/  iilmliclie  Erscheinungen,  wie  sie  J.  J. 
Thomson  und  K  Kutherford  in  rüntgenisierter  Luit  nacli- 
weisen.*) 

Ph.  Lenard,  Uober  die  ElektricitäUzcrstreinmg  in  ultraviolett 
durchstrahlter  Luft.    Ann.  d.  Phy8.  3,  S.  304,  1900. 

,Die  Enthuhui}^  der  Klektrirität  durch  Gn^e*  von  .T.  .1.  Thomson, 
deutacb  von  V,  Ewers.  1900.  Leipzig,  J.  A.  Üarth.      21  ff. 
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Resultate: 

1.  Luftelektrische  Messungen  nach  der  neuen  von  Elster 
und  Geitel  ausgearbeitoten  Methode  sind  im  Freiballon  mit 
genügender  Sicherheit  und  mit  verhältnismässig  geringer  Mflbe 
neben  den  aonet  Üblichen  meteorologiechen  Beobachtungen  aus- 
fahrbar. 

2.  Bei  der  grossen  Wichtigkeit  der  Zerstreuungsmessungen 
gerade  in  den  höheren  Schichten  der  Atmosphäre  sowie  hei  den 

ganz  neuen  Gesichtspunkten,  welche  der  Nachweis  iVeicr  Jonen 
in  der  Atmosphiire  in  die  «^an/.«'  Lehre  von  der  atnio.sphänschen 
Eh'kiricität  modtracht  hat,  ist  es  driiiij^end  erwünscht,  dnss  die 
Bestimmungen  der  relativen  Jonenzahlen  mit  in  das  Programm 
einer  grösseren  Anzahl  von  wissenschaftlichen  Luftfahrten  auf- 
genommen werden. 

3.  Mit  zunehmender  Höhe  ergibt  sich  auch  unabhängig 
▼on  der  unipolaren  Einwirkung  des  Erdkörpers,  wie  er  sich 
besonders  hei  Bergbeobachtungen  störend  bemerklich  macht, 
eine  unzweifelhafte  Zunahme  der  Zerstreuun-^rsgeschwindigkeit. 

4.  Die  unteren  Luftschichten  kr>nnen  sich  l)is  hiiiaui  m 
oUÜO  m  Höhe  qualitativ  insoiern  den  dem  Boden  unmittelbar 
anliegenden  ähnlich  verhalten,  als  auch  in  ihnen  im  freien  Luft- 
räume die  —  Ladungen  schneller  als  die  -f-  zerstreut  werden. 

5.  In  grösseren  Höhen  scheint  sich  mit  der  Zunahme  der 
absoluten  Jonenzahl  diese  unipolare  Leitfähigkeit  mehr  und 
mehr  dahin  auszugleichen,  dass  beide  Ladungsfurten  etwa  gleich 
schnell  zerstreut  werden. 

6.  Dabei  findet  das  von  Geitel  für  eingeschlossene  Zimmer- 
luft nachgewiesene  Verhalten  auch  für  fast  alle  an  den  Ballon 
herantretenden  Luftproben  statt,  dass  der  in  Prozenten  der 
jedesmal itren  Anfanfj^sladunu:  ])prechnetc  Elektricitätsverlust  mit 
ahnehmender  Anfangsladimg  wächst. 

7.  Die  Spannungsabnahme  in  gleichen  Zeiten  ist  dagegen 
ungefähr  konstant,  dem  Vmstande  entsprechend,  dass  verbrauchte 
Jonen  auch  in  der  freien  Atmosphäre  immer  nur  mit  bestimmter 
Geschwindigkeit  und  iu  bestimmter  Zahl  zuwandern,  sei  es,  dass 
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nur  eine  ganz  begrenzte  Zahl  wirUicIi  neugebildet  wird,  sei 
es,  dass  sie  nur  in  bestimmter  Menge  gegen  die  Yerbrauch»- 

stelle  heranwandern  können. 

8.  Die  Zuiialiiiie  der  Leitfiiliigküit  mit  der  Hohe  findet 
nicht  stetig  etwa  in  der  Weiae  statt,  dass  man  liott'eri  düri'te, 
eine  einfache  Formel  mit  wenigen  Konstanten  aufstellen  zu 
können,  die  für  alle  Fälle  diese  Zunahme  mit  der  Höhe  dar- 
zustellen vermöchte,  sondern  sprungweise;  die  speziellere  physi- 
kalische Beschaffenheit  der  Luftschicht,  in  der  man  sich  befindet, 
übt  einen  massgebenden  Einfluss  aus. 

9.  In  trockener  klarer  Luft  ist  das  Zerstreuungs vermögen 
in  der  Höhe  gerade  so  wie  am  Erdboden  gpross;  in  dem  Ghrade, 
wie  der  Wasserdanii)lgehalt  zunimmt,  und  ganz  besonders,  wenn 
dieser  sich  denj  Kondensationspunkte  nähert,  o«lei-  \rar  in  F<»rin 
feiner  Nebelhläsclien  ausfiillt,  wird  die  Entlad ungsgeschwindig- 
keit  für  beide  Zeichen  erheblich  herabgesetzt.  — 

Nach  diesen  Ergebnissen  erscheint  es  im  hohen  Grade 
wünschenswert,  mit  Wasserstoffgasfüllung  die  über  4000  m 
liegenden  Schichten  der  Atmosphäre  auf  ihr  Zerstreuungsver- 
mögen  hin  zu  untersuchen.  Hierdurch  dürften  sich  Gesichts* 
punkte  gewinnen  lassen,  welche  für  die  Erklärung  einer  grossen 
Reihe  Yon  Erscheinungen  von  der  grossten  Bedeutung  sind. 
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üeber  die  mnere  Struktur  der  Uttelmoränen. 

Von  S.  FiiiAterwalder* 

Es  ist  bokannt,  dass  die  langgezogenen  SchuttrUcken, 
welche  die  Zuflüsse  eines  Gletschers  auch  nach  ihrer  Vereini- 
gung noch  trennen,  eigentlich  £isrQcken  sind,  welche  nur  eine 
dünne,  selten  mehr  als  0,3  m  machtige  Schuttlage  tragen,  die 
das  darunterliegende  Eis  7or  der  Abschmelzung  schützt.  Nur 
in  relativ  seltenen  Fällen  kommt  diese  Schuttlage  in  der  Weise 
zu  stände,  wie  es  die  populäre  Erklärung  der  Moränen  voraus- 
setzt, dadurch  iiärnlich,  dass  Steine  auf  den  Gletscher  fallen 
uud  auf  der  OberHäche  desselljon  durch  die  Bewe{/uii<^  des 
Kises  thaiab  getragen  werden.^)  Diese  Erklärung  setzt  nämlich 
als  selbstverständlich  voraus,  dass  Steine,  die  auf  die  Ober- 
fläche fallen,  auch  dauernd  auf  derselben  verbleiben.  Das  ist 
aber  nur  richtig,  wenn  es  sich  um  die  Oberfläche  des  ab- 
schmelzenden Gletschers  handelt  und  daher  kann  jene  Er- 
klärung auch  nur  für  Moränen,  welche  unterhalb  der  Ver- 
einigung von  GletscherzuflU^en  innerhalb  des  Abschmelzungs- 
gebietes  entstehen,  gelten.  Es  vereinigen  sich  aber  die  Zu- 
flüs.se  zumeist  schon  im  Firnfelde,  also  im  Gebiete  dauernder 
Schneezufuhr,  und  hier  wird  eiu  auf  die  Oberfläche  gele;^^ter  Stein 
zunächst  immer  weiter  in's  Innere  wandern  und  erst  weit  unten 
im  Abschmelzungsgebiet  wieder  irgendwo  zum  Vorschein 
kommen.   Kun  gibt  es  aber  keine  Vorgänge,  durch  welche 

M  Du'^e  Hf'inerkun<:  irilt  jedenfalls  fiir  <lie  Gletsc  her  der  OBtalpcii 
mit  ihren  hurh  und  frei  L,n  lt'j,'<  iieii  Firnfeldern,  die  von  den  Kämmen 
wenig  überragt  werrlen.  In  den  \V'e?ttalpejj  liegen  die  VerhültuiaüC  infolge 
des  steileren  Aufbau&s  nicht  unwesentlich  anders  und  hier  trifft  die  üb- 
liche Erklärung  auch  häufiger  m  Sie  versagt  aber  für  die  Moränen  der 
Gletscher  Tom  skandinavischen  oder  arktischen  Typus  und  besonders  f&r 
jene  der  dilnmlen  Gletscher. 
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Steine  dauernd  mitten  auf  die  Firnfelder  gelegt  werden  und 

wenn  etwa  im  Firnfelde  eine  Felsinsel  auftauchen  sollte,  so 
werden  an  deren  Umrandung  keine  anderen  Vorgänge  statt- 
haben als  an  der  äusserou  l^iurandung  des  Firnfeldes  übrrliaupt. 
Der  dort  producierte  Schutt  liegt  bereits  am  Grund  des  (ilet- 
schers,  da  die  Umrandung  ja  nichts  anderes  ist  als  die  Linie, 
an  welcher  der  Oletscliergrand  an  die  Oberfläche  tritt;  er  wird 
also  in  der  Kegel,  wenn  anders  die  Gietscherbewegung  eine  an- 
nähernd stetige  ist,  am  Grunde  weiter  wandern  und  nicht  in 
das  Innere  des  Eises  gelangen.  Eine  Ausnahme  entsteht  aber 
dann,  wenn  konvexe  Unebenheiten  des  Gletsehergnindes  (Rücken 
oder  Kuppen)  derart  beschaffen  sind,  dass  sie  an  der  Stossseite 
als  Teiler  der  Strömungslinii  n  des  Kises  wirken,  also  vom  Eise 
umflossen  wei'dcn.  wälirciid  an  der  Lrcseitr  eine  Wicilerver- 
einigung  der  vorher  getrennten  Strümungshnien  statthat.  Eine 
ähnliche  Vereinigung  ursprünglicli  r^etrennter  Strönningslinien 
findet  auch  an  der  Leeseite  von  Kücken  statt,  welche  Ton  der 
äussern  Umrandung  des  Fimfeldes  ins  Innere  einspringen  und 
zwei  Mulden  scheiden.  In  beiden  Fällen  geht  von  der  Leeseite 
der  betreffenden  Unebenheit  eine  Wand  von  vorher  getrennten 
und  nunmehr  vereinigten  Stromungslinien  aus,  welche  mit 
Schutt  beladen  sind,  da  sie  vom  Grunde  des  Gletschers  komui»  u, 
au  welchem  unter  iionnaleii  \ Crhältnissen  der  8(luitttraii>jMjrt 
erfolgt.  Auf  diese  AV eise  habe  ich  das  Entstehen  von  Innen- 
moränen erklärt.*)  Eine  solche  Innenmoräne  stellt  demnach 
eine  innerhalb  des  Eises  verlaufende,  von  einer  TTnebenheit  des 
Gletschergrundes  ausgehende  und  mit  ihrem  Fusse  in  der  Unter- 
morane  wurzelnde  aufrechtstehende  Schuttwand  vor.  An  ihrem 
oberen  Ende  reicht  sie  nicht  bis  zur  Gletscherfläche,  dagegen 
wird  sie  weiter  abwärts  im  Schmelzgebiete  des  Gletschers  zum 
Ausschmelzen  kommen  und  als  Mittelmorane  erscheinen.  Ur- 
sprünglich konnte  ich  als  Gründe  für  die  Kichtiurkeit  dieser 
Erklärung  nur  das  \'orkoumien  von  gekritzten  Gesdiielx  n  in 
deu  Mittclmoruncn  und  die  uugeuächcin liehe  Vermehrung  ihrüs 

^)  Der  Vemagtferner,  seine  Geschichte  und  eeine  Vermessnng  in 
den  Jahren  1888  und  89.  Graz  1897.  S.  62  ff. 
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SchuttinhalteSf  je  mehr  man  sieh  dem  Ende  nähert,  an- 
führen.') Neuere  Beobachtungen  haben  mir  jedoch  eine  direkte 
Bestätigung  der  erwiilinttii  Ansicht  geliefert. 

Die  erste  verdanke  ich  meinem  Fnnutde  Herrn  Professor 
Dr.  A.  BlUmcke.  Während  seines  diesjährigen  durch  Ge- 
schwindigkeitsmessungen am  Hintereisferner  veranlassten 
Aufenthaltes  am  Hochjoch hospiz  im  hinteren  Oetzthale 
war  £nde  August  ein  sehr  schweres  Hochgewitter  niederge- 
gangen. Ein  stark  angeschwollener,  vom  rechten  Thalgehänge 
herabkommender  Bach,  war  auf  den  Hochjochferner  aus- 
getreten und  hatte  die  oberflächliche  Schuttlage  einer  kleinen 
Mittelmoräne  nahe  dem  Ende  auf  die  Erstreck  uiig  von  2^~  'M)  m 
vülUtändig  jibgeschwemiiit,  so  diiss  das  blanke  Eis  zu  Tat^e  trat. 
Man  sah  deutlich,  dass  der  im  Eise  eingebackene  Schutt  in 
einzelne  Reihen  geordnet  war,  die  sich  in  der  Längsrichtung 
der  Moräne  erstreckten.  Nach  wenigen  Tagen  begann  sich  in- 
folge der  Ablation  die  Moräne  in  der  Weise  zu  regenerieren, 
dass  zuerst  der  vorhin  beschriebenen  Anordnung  des  Schuttes 
im  Eisinnem  entsprechend  parallele  Teilmoränen  auftraten,  deren 
Trümmer  später  zu  einer  zusammenhängenden  Decke  Ter* 
schmolzen.  Als  ich  Mitte  September  die  Stelle  besuchte,  war  die 
neue  Decke  von  der  alten  kaum  mehr  zu  unterscheiden,  doch  be- 
wies der  noch  siclitl)are  Kand  der  nlten  Müiünendecke,  dass  kein 
Stein  derselben  auf  das  früher  abgewaschene  Gebiet  gerutscht  war. 

Gelegentlich  der  von  Prof.  E.  Richter  in  Graz  veran- 
lassten internationalen  (xietscherkonferenz  am  Khonegletscher 
konnte  den  Teilnehmern  auf  dem  Rficken  der  grossen  Mittel- 
moräne des  Unteraargletschers  eine  Tom  Abschwung  bis 
nahe  zum  Gletseherende  reichende,  7  Kilometer  lange  fast  un- 
unterbrochene Linie  gezeigt  werden,  an  der  allenthalben 
üntermoränenmaterial  austritt.  Noch  deutlicher  liessen  sich 
jedoch  diese  Yerhältnisse  am  Hintereisferner  feststellen, 

Das  Yorkommeii  von  üntermoräneninaterial  in  HittehnorSaen 
hat  zuerst  8^v^  am  Justedalbrae  bemerkt.  Heim,  Handbuch  der 
Gletscherkunde,  S.  859.  Ferner:  Brückner,  Penck  und  v.  Zittel,  vei^l. 
Brückner:  Vergletscherung  des  äalzachgebieies,  S.  26. 
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der  eine  Tier  Kilometer  lange  MitielmorSne  besitzt.  Es  war 
das  um  so  unerwarteter,  als  mehrfache  Bohrungen  auf  dem 
Rücken  der  Mittelmoräne  keinen  Scbuttinhalt  des  darunter 

liegenden  Eises  ergaben.  Der  Grund  liegt  u.uiii.  dass  die 
schuttfülirende  Wand  von  so  ^rt  riii^riT  Dicke  ist,  da.ss  Dur  ein 
grosser  Zufall  sie  auf  der  20 — 80  m  breiten  Moräne  finden 
lässt;  ihre  Mäclitigkrit  boträgt  nämlich  durchschnittlich  nur 
25 — 30  cm  und  dabei  ist  sie  überaus  scharf  bof^renzt,  so  dass 
nur  ausnahmsweise  ein  Stein  daneben  im  Eise  steckt.  Die 
Mittelmoräne  ist  durch  Spalten  an  vielen  Stellen  aufgeschlossen 
und  überall  lässt  sich  die  fast  genau  vertikal  stehende  Schmutz- 
schiebt  erkennen,  die  augenscheinlich  einen  Bestandteil  der  als 
Bänderung  ^)  zu  bezeichnenden  Struktur  des  Gletschereises 
bildet.  Mau  gewinnt  durchaus  den  Eindruck  eines  ungewöhnlich 
breiten  stark  schrautzdurclisetzten  Blaubandes.  Die  auffallend 
deutliche  Entwickelung  der  Bänderung  in  der  Nachbarschaft 
der  Schuttwand  hängt  wohl  mit  dem  Umstände  zusammen,  dass 
die  betreffenden  Eispartien  vor  ihrer  Vereinigung  an  der  Schutt- 
wand  Bodenschichten  waren,  innerhalb  welchen  die  grOssten 
Geschwindigkeitsdifferenzen  herrschen.  Grosse  Geschwindig- 
keitsdifiFerenzen  sind  aber  der  Ausbildung  der  Bänderung  ent- 
schieden günstig.  Nach  oben  gegen  den  Ursprung  der  Moräne 
unter  den  Felsen  der  Langtaufererspitze  verbreitert  sich,  wie 
mein  College  Herr  Prof.  Dr.  Heinke,  der  mich  begleitete,  durch 
sorgfältige  Untersuchung  gefunden  hat,  das  Schmutzband  auf 
ca.  60  cm  und  spaltet  sich  in  drei,  zwischen  denen  dunkle 
schuttfreie  Eisschichten  liegen.  Erwähnung  verdient  noch  das 
Aussehen  der  Linie,  längs  welcher  das  Schuttband  austritt  und 
welche  gewissermassen  die  Schweissnaht  der  vereinigten  Eis- 
ströme  dur.stcUt.  Der  frisch  aus<rt>schuiülzcne  Scliutt  unter- 
scheidet sich  durch  einen  breii'^ei],  im  trockenen  Zustande 
staui)igen  Ueberzug  von  der  durch  dun  liegen  gewaschenen 
älteren  Schuttdecke  der  Moräne.    Alle  Steine  von  länglicher 

')  lu  der  Nomenklatur  der  Moränen  und  der  Qletscherstmktiir  halte 
ich  mich  an  die  Vereinbarungen,  welche  auf  der  obengenaonteii  Qlet> 
acherkonferenz  getroffen  wurden. 
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oder  plattiger  Form  liegen  mit  ihrer  Lang-  bezw.  Breitseite 
in  der  Ebene  der  Schuttwand  und  achmelzen  hoehkant  gestellt 
mis.^)  So  markiert  sich  die  lonie  durch  eine  fortlaufende  Reihe 
▼on  halb  im  Eise  steckenden  Steinen  in  unnatürlicher  Stellung. 
Der  Verlauf  der  Linie  ist  ein  Oberaus  stetiger,  nirgends  ist  man 
um  einen  halben  Meter  breit  im  Zweifel  darüber;  nur  an  sehr 
breiten  und  tiefen  Spulten  sclieint  sie  manchmal  um  einige  Deci- 
meter  ver\s ui len  /ai  sein.  Die  [{efrelniiissigkeit  der  Erscheinung 
bewirkt,  dass  wenn  man  einmal  darauf  aulinerksam  geworden  ist, 
sie  auch  schon  von  weitem  bemerkt  und  es  ist  mir  liliesslich 
gelungen  sie  aus  grosser  Ferne  (ca.  4  km)  photographisch  zu 
fixieren  (vergl.  Fig.  1).  In  dieser  Entfernung  sieht  man  natürlich 
nicht  das  Schmutzband  selbst,  wohl  aber  die  durch  sein  Austreten 
bewirkte  Anordnung  des  Schuttes.  Auf  dem  Bilde  ist  auch  der 
Umstand  zu  erkennen,  dass  die  Linie  nicht  auf  der  Mitte  des 
MorRnenHlckens  verläuft,  sondern  weit  gt  geu  die  Schattenseite 
hiiiausgeriU'kt  ist.  Es  legt  sich  eben  die  aus  dem  Kise  auf- 
tauchende Schuttwand  nach  der  Sonnenseite  zu  um  und  nach 
dieser  Seite  verbreitet  sich  der  Schuttstreiieri  durch  Abrutschen 
der  Steine  beim  Unterschmelzen  ihrer  Basis  weit  mehr,  als 
nach  der  Schattenseite.  Sehr  bezeichnend  ist  auch  das  Um- 
biegen der  Linie  gegen  den  Gletscherrand,  wodurch  das 
Ende  des  Langtaufererzuflusses  gekennzeichnet  ist.  Unterhalb 
desselben  ist  der  Hauptfemer  mit  einem  breiten  Felde  von 
Moränenschutt  bedeckt,  welches  die  Endmoräne  des  Langtauferer- 
zuflusses darstellt.  Diese  Verhältnisse  sind  auf  der  Karte  des 
Hintereisferners  von  liliimcke  und  Hess  vorzüglich  dar- 
gestellt. Die  ausgeprägte  T.age  der  Greuzliaie  am  Schatten- 
raiide  des  Moränenrückens  und  die  mächtige  Verbreiterung 
desselben  aacli  abwärts  von  20  auf  lUU  m,  machen  es  sehr 
wahrscheinlich,  dass  der  Schuttinhalt  der  Mittelmorane  in  der 

')  Diese  Anordniin.^  der  Steine  habe  ich  1893  am  Zufallferner  ge- 
Hehen,  glaubte  9\>'  aber  liewei^ungsflifferenzen  der  b'Miarhburten  Eisströme 
suschreiben  zu  müssen,  Vert»l.  Gletscher  der  Urtl-  rL^rui»!«'.  Mittei- 
lungen des  D.  n.  Oe.  Alpenvereins,  180G,  S.  31.  I'enck  fand  sie  um 
Wurtenkeea  in  Uer  Sonnblic  kgrupiie,  Zeitschritt  d.  D.ii.  Oe.  A.-V.,  1897,  S.69. 
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Hauptsache  nach  aus  der  Innenmoriine  stammt  und  nicht  direkt 
von  den  aperen  Felsen  der  Langtau fererspitze,  an  denen  sie 
den  Ausgang  nimmt.  Wenn  man  bedenkt,  dass  die  schutt- 
führende Wand  nach  den  Gletscherprofilen  von  BlUmcke  und 
Hess  in  den  oberen  Teilen  eine  Höhe  von  250  m  hat,  kann 
man  an  der  Möglichkeit  dieser  Herkunft  nicht  zweifeln. 


Fig.  1.    Die  Mittelmoriine  des  Hintereisferners.    Die  weisse 
(retouchierte)  Linie  bezeichnet  die  Lage  der  Schweissnaht. 

Eine  letzte  Reihe  von  Beobachtungen,  welche  die  Richtig- 
keit der  vorgetragenen  Ansicht  über  den  Zusammenhang  von 
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Mittel-  und  lonenmoränen  zu  stützen  geeignet  sind,  bezieht 
sich  auf  die  Verteilung  des  Schuttes  auf  dem  Moränenrücken. 
Am  Langiaufererferner  ist  das  Gestein  in  der  ganzen  Um- 
randung der  Fimmulde  so  einförmig,  dass  keinerlei  Unter* 
schiede  im  Schutt  zu  bemerken  waren.  Anders  liegt  die  Sache 
bei  der  grossen  Mittelmorftne  des  Hochjochfemers.  Dieselbe 
beginnt  in  der  Höhe  von  2600  m  mit  einer  Reihe  vereinzelnter 
Platten,  die  in  aljeriteuerlichon  Stellungen,  aussclilio.sslich  hoch- 
kaut aus  dem  Eise  hervorragen.  Weiter  abwärts  biiciet  sich 
der  schuttbekleidete  Moriineukamm  aus,  nuf  welchem  die 
Schweissnaht  der  beiden  Zuflüsse  in  der  früher  beschriebenen 
Weise  deutlich  zu  erkennen  ist.  Infolge  des  S-förmigen  Ver- 
laufes der  Moränenaxe  wechselt  die  Sonnen-  und  Schattenseite 
des  Rflekens  wiederholt,  wobei  sich  die  Kaht  getreu  an  der 
jeweiligen  Schattenseite  hält.  Noch  weiter  abwärts,  wo  der 
Rücken  schon  eine  ansehnliche  Breite  gewonnen  hat,  taucht  in 
ca.  8  m  Entfernung  neben  der  ersten  Schweissnaht  und  zwar 
auf  der  Sonnenseite  eine  zweite  auf,  welche  ockergelben  Schutt 
führt,  der  mit  dem  graubraunen  Schutt,  der  der  ersten  Naht 
entstammt,  stark  kontrastiert.  Der  gelbe  Schutt  verbreitet 
sich  ausschliesslich  nach  der  Sonnenseite,  da  nach  der  Schatten- 
seite zu  die  Böschung  des  Kückens  aufwärts  geht  und  er  er- 
reicht bald  den  sonnenseitigen  Rand  des  graubraunen  Schuttes, 
der  fast  ganz  unter  ihm  verschwindet.  Wenige  hundert  Meter 
oberhalb  der  Strandungsstelle  der  Moräne  taucht  innerhalb  des 
gelben  Schuttstreifens  eine  dritte  Naht  auf,  die  mehr  rdtliches 
G^estein  in  reicher  Fülle  liefert,  das  wiederum  nach  der  Sonnen- 
seite zu  sich  verbreitend  (b  ii  treiben  Schutt  überdeckt.  Offen- 
bar laufen  im  Innern  des  Uletschers  in  geringem  Abstand  drei 
Innenmoränen  })arallel  einher,  die  von  verschieden  stark  aus- 
geprägten Rücken  aus  verschiedenfarbigem  Gestein  herstammen. 
Die  Innenmoränen  ragen  \  <>m  Grunde  ab  verschieden  hoch  in^s 
Innere  und  kommen  nacheinander  zur  Ausschmelzung,  wie  das 
in  der  schematischen  Figur  2  angedeutet  ist. 


540      SitJtung  der  mathrphys,  Clatae  vom  1,  Duemher  1900» 

Hiernach  erscheint  auch  die  früher  erwähnte  Beobachtung^ 
Blümckes  über  die  Streifen  der  regenerierten  Moräne  in 
neuem  Lichte. 

Von  weittragendster  Bedeutung  ist  die  hier  vertretene 
Ansicht  von  der  Struktur  der  Moränen  für  die  diluvialen 
Gletscher,  wie  Eduard  Richter  auseinandergesetet  hat.')  Die 

vielverzweigten  Sammelgebiete  der  diluvialen  Alpengletscher 

mussten  eine  grosse  Ziilil  von  Innenmorünt  n  liefern,  die  aus 
deutlichem  Untermoränenmaterial  (gekritzten  Ueschiebeu  und 


Gmndrias.  Profile. 

Schlamm)  aufgebaut  waren,  da  ja  die  Geschielte,  ehe  sie  in  die 
Innenmorane  kamen,  bereits  einen  weiten  Weg  am  Oletscher- 
grunde irgend  eines  Seitenthaies  zurückgelegt  hatten.  So  er- 
klären sich  die  Riesenmassen  von  Grundmoränenmaterial  des 
alpinen  Diluviums,  ohne  dass  man  genötigt  wäre  anzunehmen, 
dass  die  damaligen  Gletscher  wesentlich  mächtigere  Schichten 
von  Untermoräne  bewegt  hätten  als  die  heutigen. 

>)  (icomorphologische  Cnf  eiNnchun^en  in  den  Hochalpen.  Ergftn- 
xnngsbeft  182  xa  Petennanng  Mitteilnns^en.   S.  82. 
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Ueber  einen  Fandamentalsatz  ans  der  Theorie  der 

periodischen  Functionen. 

Von  llfM  PriBgib^. 

Im  foltrenden  soll  unter  /"(«)  ein  für  ullcniul  eine  Function 
verstanden  werden,  welehe  keine  ,unencl!  i<  Ii  kleine*"  Periode 
d.  h.  in  jedem  endlichen  Bereiche  nur  eine  endliche  Zahl 
von  Perioden  besitzt :  eine  Eigenschaft,  welche  bekanntlich  jeder 
nicht  Constanten  eindeutigen  oder  endlich- vieldeutigen 
snaljÜBchen  Function  eo  ipso  (aber  nicht  dieser  Functions- 
Olasse  ausBchliessücli '))  zukommt.  Für  Functionen  dieser  Kate- 
gorie gilt  dann  bekanntlich  der  von  Jacobi*)  aufgesteUte  und 
bewiesene  Satz,  dass  sie  höchstens  doppelperiodisch  sein 
können.  Jacobi's  Beweis  gründet  sich  auf  die  folgenden  drei 
Theilsätze: 

I.  f(u)  kann  niemals  zwei  Perioden  ii>|,     mit  reellem 

irrationalen  Quotienten  besitzen.  Ist  hingegen  —  reell  und 

eo, 

rational,  so  lassen  sich  coj,  (o,^  als  ganzzalilige  Multipla  einer 
einzigen  Periode  (o  darstellen.    (A.  a.  0.  §  1.) 

So  könnon  auch  unendlich -viel  deutif^e  analytische  Func- 
tionen die  fragliche  Kif^enschaft  besitzen  (z.  Ii.  lg /"('/)),  brauchen  sie 
aber  nicht  zu  besitzen  (wie  z.  B.  die  Umkehrungsftinction  eine«  In- 
tegrals  «  mit  mehr  als  xwei  Periodidtäta-Hoduln).  VgL  im  Qbrigen: 
CaBorati,  Acta  math.  T.  8  (1866),  p.  S44. 

S)  Joarn.  f.  Math.  Bd.  13  (1886),  p.  55-61  (»  Ges.  Werke,  II, 
p.  36-82). 
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TL,  Sind  a)^,  m^,  cog  Perioden,  welche  paarweise  kein 

reelles  Verhältniss  besitzen,  so  muss  zwischen  ihnen  eine 
homogene  lineare  Gleichung  mit  gauzzahligen  Coefficienten  be- 
stehen.   (A.  a.  0.  §  3.) ') 

III.  Besteht  zwischen  irgend  drei  Perioden  et),,  to^ 
mit  paarweise  nicht  reellem  Verhältniss  eine  homogene  lineare 
Relation  mit  ganzzahligen  Goef&cienten,  so  lassen  sich  zwei 
Perioden  m,  co'  angeben,  derart  dass:  oi« «f»N    +  *t>r 

(x  =  1,  2,  i;  ganze  Zahlen  bezw.  Null).   (A.  a.  0.  §  2.) 

Hieraus  kann  nun  in  der  That  gefolgert  werden,  dass 
jede  endliche  Anzahl  von  Perioden  sich  schließlich  immer 
auf  eine  bezw.  zwei  reduciren  lässt.  Aber,  obschon  das  hierzu 
dienliche  Verfahren  unbegrenzt  fortsetz  bar  erscheint,  so 
ist  doch  nicht  genügend  ersichtlich,  dass  sich  wiiUich  auch 
die  Gesammtheit  aller  mögliehen  Perioden,  welche  ja  unter 
allen  Umständen  aus  einer  unendlichen  Zahlenmenge  besteht, 
«lurch  eine  bezw.  zwei  specielle,  eindeutig  chartikterisirte 
Perioden  darstellen  lässt.  Mit  anderen  Wurleu,  durch  die 
Jacobi'sche  Deduction  wird  die  jeweilige  Existenz  primitiver 
Perioden  noch  keineswegs  vollständig  in  Evidenz  gesetzt,  viel- 
mehr ist  hierzu  wiederum  noch  eine  besondere  Betrachtung 
erforderlich. 

Damach  erscheint  es  aber  weit  zweckmfissiger,  von  Tom- 
herein  die  Existenz  bestimmter  primitiver  Perioden  festzu- 
stellen: die  obigen  Jacobi'schen  Sätze  resultireii  .-uaaiiii  als 
ganz  unmittelbare  Folgeruiigeji.  Ein  Verialiren  dieser  Art 
wurde  von  AVeierstrass  für  den  allgemeinen  Fall  von  Func- 
tionen beliebig  vieler  Variabein  angegeben*)  und  von  0.  Bier- 

')  Der  sehr  sinnreiche,  aber  etwas  mühsame  Algorithmus,  den 
Jacobi  zum  B>>wci8c  dieses,  den  eigentlichen  Schwerpunkt  der  ganieii 
Deduction  bildenden  Satzes  anwendet,  lässt  eich  auch  durch  eine  weseni> 

lieh  einfachoro  nron^ - Bf»traehttin<?  »Msi^tzen:  s.  z.  B.  Rausenberger, 
Theorie  der  periodischen  Fuik tioneii  (lb84).  ji.  303,  Nr.  7.  —  Thomae, 
AbrisH  einer  Theorie  der  Fuuctioneu  einer  compl.  Veränderlichen  und  der 
Thetufunctionen,  3.  Aufl.  (1800),  p.  39.  §35. 

2)  Berl.  Monutsber.  1Ö7C,  p.  680       Math.  Werke,  U,  p.  70). 
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mann  auf  den  Fall  einer  einzigen  unabhängigen  Yahabeln 
übertragen.^) 

Die  folgende,  auf  einer  anderen,  principiell  etwas  ein- 
facheren AuswaW*)  der  primitiTen  Perioden  beruhende  Dar- 
stellung dürfte  den  Vorzug  grösserer  Anschaulichkeit  besitzen 
und  gestattet  überdies  auch  einen  genauen  Ueberblick  über  die 
verschiedenen,  bezüglich  der  Anzahl  und  der  Grössenverhiiltnisse 
jener  besonderen  Primitiv-Perioden  Yorhandenen  Möglichkeiten. 
Der  Vollständigkeit  halber  und,  um  die  vollkommene  Analogie 
in  der  Behandlung  der  einfachen  und  doppelten  Periodicität 
deutlich  herrortreten  zu  lassen,  schicke  ich  auch  die  Betrach- 
tung desjenigen  Falles  voraus,  welcher  den  Jacobi*schen  Satz  I 
involvirt. 


Lehrsatz  L  Alle  einer  Function  Yom  Charakter 
f{u)  zukommenden  Perioden  i?,  welche  gegenseitig  in 

reeßlem  Verhältnisse  stehen,  lassen  sich  als  ganzzahlige 
Multipla  einer  einzigen  Periode  ro,  darstellen. 

Beweis.  Bedeutet  ü  irgend  eine  beliebige  Periode,  so 
giebt  es  in  Folge  der  über  f  (u)  gemachten  Voraussetzung  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Perioden  mit  einem  absoluten  Be- 
trag <  I  I  und  somit  auch  eine  endliche  Anzahl  von  Peri- 
oden o)^j  deren  absoluter  Betrag  \  o)^  \  einen  bestimmten,  von 
Null  verschiedenen  Minimalwerth  besitzt.  Wird  eine  dieser 
letzteren  willkürlich  ausgewählt  und  mit  a>j  bezeichnet,  so  hat 


man  für  alle  möglichen  <Ot,  die  Beziehung:  l^'^'^l  =:  1;  da  aber 


andererseits  —  nach  Voraussetzung  reell  ist,  so  folgt: 


— ^  —  +  1 »  C^x  =  ±  Wj. 


0  Theorie  der  aualjtischen  Functionen  (1887),  p>  868. 

*)  Noch  anders  {in  wr^t  nilich  geometrischer  Darstellung)  bei  Tan- 
ne ry  et  Molk,  ^l^ments  de  la  ibfk>rie  des  fonctions  elliptiquea,  T.  I 
(1898),  p.  148,  Nr.  88. 
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Ist  sodann  Ü  wieder  eine  ganz  beliebige  der  zu  o),  in 
reellem  VerhSltnisse  stehenden  Perioden,  so  Ifisst  sich  —  stets 


und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  Form  setzen: 

-  — «i  +  öt 

wo  m  eine  ganze  Zahl  und  0  <  $  <  I.   Damach  wäre  aber: 

Q€o^=-  ü  —  m  a>,   und  zugleich   ,  i>     |  <  |  ö>|  | » 

d.  h.  Q  a)|  eine  Periode  mit  kleinerem  absoluten  Betrage  als 
a>i,  was  unmöglich  ist,  solange  ^  >  0.  Somit  muss  ^  0  sein, 
worauf  dann  Ü  =  mto^  sich  ergiebt. 

Folgerungen.  1)  Unter  den  Perioden  von  f{u)  können 
niemals  zwei  solche  yorkominen,  welche  ein  reelles  ir- 
rationales Yerhältniss  besitzen.^) 


^)  Will  man  dies  noch  auBdrflcklick  beat&tigen,  so  kann  man  ach 

Ol* 

statt  der  von  Jacobi  bentttsten  Kettenbrucb-Entwickelnng  von  —  aach 

tu 

der  noch  elementamen  Daratelltmg  von  —  durch  einen  unoidlidien  Deci> 

malbraeh  oder  aonstigen  sysiematiiicben  Bruch  bedienen.  Angenommen 
man  habe: 


—  BS  hm 

ö>  «IS» 


(wo  b  ane  natQrliche  Zahl  ^  2,      eine  Folge  ganaer  Zahlen,  die  man 

ohne  Bescfarftakung  der  Allgemeinheit  aU  podtiv  Torauasetsen  kann),  so 
wird  fär  y  a  1, 2, 8, . . . : 

wo:0<er<l 

also: 

Qv  at  =      0)  —  Ov  <o. 

Die  Qr  sind  sämmtlich  von  einander  verschieden,  da  ausg»  — ^ 
folgen  würde: 

l,m       —  z=  IßU       —  fl^ 

d.  h. 

ft»'      Om  —         ,  ,        ,  , 

-  -  =  s—    .  ,  d.  ü.  rational. 

Ol}        0*1  . — .  QM 

Es  gftbe  also  in  dem  endlichen  Bereiche  u^gm  (O^^^l) 
unendlich  viele  Perioden  ^ «»,  was  der  Vorauseetaung  widerspricht. 
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2)  Besitzt  f{u)  nur  Perioden  mit  reellem  Verhältniss 
so  ist  f(u)  einfach  periodisch,  und  die  vprimitive*  Periode 
von  f(u)  ist  eine  der  beiden  nach  WiUkttr  zu  w&hlenden  Zahlen 
+      für  welche  [  o>j  |  ein  Minimum  wird. 

3)  Da  iimtrekehrt  für  jedes  einfach  periodische  f(u)  alle 
Pcrio  lt  ii-Quotit  Ilten  reell  (und  rational)  ausfallen  müssen,  so 
fol^  weiter:  Finden  sich  unter  den  Perioden  von  f{u)  irgend 
zwei:  i  +  tji,  o»' ^  + 1?' i  mit  nicht-reellem  Ver- 
hältniss: 


80  kann  f(u)  nicht  einfach  periodisch  sein.  Um  festzustellen, 
dass  alsdann /(tt)  genau  doppel periodisch  sein  muss,  beweisen 
wir  zunächst  den  folgenden 

Hülfssatz.  Sind  m,  co'  Perioden  von  f{u)  mit  nicht' 
reellem  Verhältniss  und  ausserdem  Ton  der  Beschaffen- 
heit, dass  ausser  cd  und  hssso}'  keine  Zahl  von  der 
Form: 


eine  Periode  von  f{u)  bildet*),  so  lässt  sich  Periode 
Q  in  der  Form  darstellen: 


wo  m,  II  ganze  Zahlen  (einschliesslich  der  Null)  be- 
deuten;  a>,  a/  heissen  alsdann  pnnUUve  Perioden. 

Beweis.  Zunächst  liisst  sich  jedeululls  ü  (wie  für  jede 
beliebige  Zahl  durch  Auflösunij^  der  betrrtlcnden  2  T^incar- 
gleichungen  folgt)  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der 
Form  darstellen: 

Q^aw  +  bo)    (a,  6  reell  bezw.  Null), 

1)  Diese  Bedingung  besagt  geometriflch»  dan  im  Innern  und  auf 
den  Seiten  des  Dreiecks  mit  den  Eckpunkten  0,  t»  keine  Perioden 
ausser  o»,  o»'  liegen  sollen. 


i,  wo  also:        —  |'iy|>0, 


Ö  « tn  CO  -j-  w  o)' 


Digitized  by  Google 


546       SiUung  der  fnaih.pky8.  Cloäte  tnm  1,  Dezember  mo. 

anders  geschrieben: 

wo      n  ganze  Zahlen  (eventuell  Null)  und: 

T)a  sodann  k  =  Ü  —  ni  o)  —  n  oj'  eine  Periode  von  f  (») 
sein  muss,  so  folgt  aus  der  Voraussetzung,  das  keinesfalls 

sein  kann,  ausser  wenn: 

Wäre  nun  aber: 

^  +  ^'>0   (andererseits:  d  +  i»'< 2), 
so  hätte  man: 

(o)  H-  a>')  —  Ä     (1  —  1^) .  cü  +  (1  —  d  )  •  Q> 
=  e  CO  +  c'cö', 

wo  jetzt: 

d.  h.  {o)  -|-  co')  —  7:  wjirc  eine  Periode  von  der  Art,  deren  Exi- 
stenz auf  Grund  der  Voraussetzung  ausgeschlossen  entcheint. 

Hiernach  kann  also  in  der  That  nur  da«^'=«0,  also: 

sein,  womit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist,  — 

Lehrsatz  II.  Finden  sich -unter  den  Perioden  Q 
von  solche  mit  nicht-reellem  Verhältniss  und  be- 
zeichnet man  mit  irgend  ein  fttr  welches  |  to^  \ 
unter  allen  möglichen  \ü\  ein  JIßmmtiM  ist;  sodann 
mit  ein  anderes  für  welches  {cti^l  unter  allen 
nach  Aus.scheidung  von  Q  —  v  (>*  =  H"  1»  +  2,  +  3,  .  .  .) 
übrig  bleiben  den  \  ü\  gleichfalls  ein  Mimmum  ist  (wo- 
bei also  j^al^i^il):  so  iiind  oi^^  oi^  j^nimUve  Perioden. 
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Beweis.  Es  werde  unter  der  (jedenfalb  endlichen) 
Aazalil  von  Perioden  deren  absoluter  Betrag  einen  gewissen 
von  Null  verscbiedenen  Minimalwerth  besitsst,  irgend  eine 
beliebig  ausgewählt  und  mit  a>,  bezeichnet.  Alsdann  ist  zu- 
nächst auch  —  a»,  eine  Periode  mit  dem  absoluten  Betrage 
Im  übrigen  sind  dann  nur  folgende  zwei  Fülle  möglich: 

Erster  Fall.  Es  existiren  ausser  +  co^  noch  andere 
Perioden  mit  dem  absoluten  Betrage  r^.  Bezeichnet  man  eine 
derselben  mit  a>„  so  folgt  leicht  aus  dem  eben  bewiesenen 
HüLfesatze,  daas  co,,  ct>,  primitive  Perioden.  Betrachtet  man 
nämlich  alle  Zahlen  h  von  der  Form: 


(1) 


so  folgt  zunächst  für     =  0,  bezw.     =  0,  dass : 

A  s     a>|   bezw.  A 

wird,  sodass  unter  diesen  specielien  U  nur  die  beiden  folgenden: 

Perioden  sind.    Ist  dagegen  i/,  >  0,  i>g>0,  so  hat  man: 


(O, 


0>2 


=  1,  aber  —  von 


mit  Ausschluss  der  Gleichheit,  da 
4-  1  verschieden;  also  hchliesslich : 

|A|<|o,,|-|«.,|  '). 

sodu.ss  in  Folge  der  Auswiilil  von  (o^  keine  dieser  Zahlen  /* 
eine  Periode  liefern  kann  :  nach  dem  obigen  Hülfssatze  müsisen 
also  a>i,  a>g  primitive  Perioden  sein. 

Zweiter  Fall.  Es  seien  "jrco^  die  einzigen  Perioden 
mit  dem  absoluten  Betrage  r^.   Man  scheide  dann  aus  der 


Dies  iat  flbrigens  geometrisch  nnmittelbar  ersichtlich. 
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Gesammtheit  der  Q  alle  diejenigen  von  der  Form  Q  ^  v  o)^ 
(y  =5  1,  HK  2,  4:  3, .  .  .)  aus:  es  sind  dies  nach  Lehrsatz  I  alle 
mdglichen,  die  überhaupt  zu  eo,  ein  reelles  Verhältnias  haben. 
Ffir  die  übrigbleibenden,  die  dann  aJso  zu  co,  ein  nicht- 
reelles  Verhaltniss  haben  (sodass  auf  Qnmd  der  Voraussetanng 
auch  wirklich  solche  vorhanden  sind)  ezistirt  dann  wiederum 
ein  gewisses  Miuimum  des  absüluten  Betrages  (wo  :ilso 
rg>rj)  und  eine  endliche  Anzahl  von  für  welche  ■  Q  \  — 
ist.  Wird  dann  irgend  eine  von  diesen  mit  oig  bezeichnet,  so 
sind  cü|,  €D|  primitive  Perioden.  Betrachtet  man  nämlich 
wiederum  alle  Zahlen  h  von  der  Form  (1),  so  folgt  zunächst 


sodass  also  unter  diesen  h  nur  Ä  =  to,  eine  Periode  ist  (denn 
+  (0|  besitzt  ja  zu  <e>,  kein  reelles  Yerhältniss,  ist  also  nicht 
yon  der  Form     €t>,).   Ist  aber  ^|>0t  so  hat  man: 


Da  es  aber  ausser  h  « ro^  keine  Periode  h  giebt,  welche 

den  Bedingungen  i>,  >  0,  |  <  o)^  \  genügt,  so  folgt  wieder 
aus  dem  obigen  Hülfssatze,  dass  coj,  o)^  primitive  Perioden 
sind.  — 

Folgerungen.  1)  Finden  sich  unter  den  Perioden  von 
f(u)  solehe  mit  nicht-reellem  Verhaltniss,  so  w!bf{u)  genau 
doppelperiodisch:  es  giebt  also  keine  drei-  und  mehr- 
fach, periodischen  f(u). 

2)  Zwischen  irgend  drei  der  Function  f(u)  zukommendea 
Prrioden  mit  paarweise  nicht-reelleTn  A'nrhültniss  findet  eine 
homogene  lineare  Gleichung  mit  ganzzahligen  Ooef&cienten  statt. 


<l(o,|.(i^,  +  i>,)      (wegen:  |^^j<l) 
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Zwei  specielle  primitiTe  Perioden,  wie  die  oben  näher 
charakierisirten  und  mit  co^  oj,  bezeichneten,  mögen  Minimai- 
Perioden  genannt  werden.   Aus  den  bisherigen  Betrachtungen 

geht  dann  nur  soviel  hervor,  dass  es  jedenfalls  nur  eine  end- 
liche Zalil  s(d(*hor  Minimal-Periuden  geben  kann.  Um 
deren  niü<rliche  Anzahl  genauer  festzustellen,  stützen  wir  uns 
auf  den  folgenden  bekannten  Satz: 

Sind  <o,  Q>'  primitiye  Perioden,  so  sind 

CO  =  a  CO        ß  Q)\     Ci  =i  Y  Q}        ö  Qi 

dann  nnd  nur  dann  gleichfalls  primitive  Perioden,  wenn 
<>i  A  ^  ganze  Zahlen  (einschliesslich  der  Null)  bedenten, 
welche  der  Beziehung  genügen: 

a6^  ßy  ^±\. 

Bieraus  folgt  speciell,  wenn  man  einmal  a  »  1,  ß  =  0^ 

also  (5  =  1,  y  beliebig,  das  andere  Mal  /  =  U,  (5=1,  also 
a  =  i2l,  ß  beliebig  annimmt: 

Bilden  (a>,  o/)  ein  primitives  Periodenpaar,  so  sind 
alle  primitiven  Paare,  bei  welchen  eine  der  Perioden  a> 
bezw.  w  beibehalten  wird,  in  der  Form  enthalten: 

(1)  (a>,yo>+ö>')  bezw.  (-f  o>-f-/8a>',  €o)  ^^^0,±l,±2,..^- 

Umgekehrt  ist  jedes  solche  Periodenpaar  ein  primitives. 

Mit  Hülfe  dieses  letzteren  llesiiltafces  können  wir  jetzt  den 
Lehrsatz  II,  nach  welchem  —  abgesdicn  von  dem  noch  beliebig 
bleibenden  Vorzeichen  —  mindestens  zwei  Minimal-Perioden 
ezistiren,  in  folgender  Weise  erganzen. 

Lehrsatz  III.    Es  giebt,  abgesehen  von  dem  noch 

willkürlieh  bleibenden  Vorzeichen,  höchsiois  drei  Mini- 
nial-Ferioden,  d.  h.  drei  paarweise  in  nicht-reellem 
Verhältnisse  zu  einander  stehende,  noch  nach  Willkür 
mit  beliebigem  Vorzeichen  zu  versehende  Perioden 
coj,  Ol,,  Ol,,  die  der  Bedingung  genügen: 
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während  ausser  4^  w,,  +  o),,  ±  a>j  keine  Periode  Q  exi- 
stirt,  für  welche: 

j  ß  [  *C  j  <Og  _ . 

Zugleich  bildet  dann,  ausser  (o),,  und  (oi,,  ci>g), 
auch  (&>2,  co^  ein  primitives  Perioden-Paar.^ 

Beweis.  Wir  beweisen  zunächst  die  Richtigkeit  der  zu- 
letzt ausgesprochenen  Behauptung.  Im  Falle  |  I  ^  I  I 
folgt  dieselbe  unmittelbar  aus  Lehrsatz  II,  da  man  in  diesem 
Fall  für  CO,,  eo,  ohne  weiteres  auch  o),,      substituiren  kann. 

Sei  nun  |  o),  |  >  |  <ü,  | .    Da  (Wj  eine  Periode  und  (ö>|, 
ein  primitiTCS  Periodenpaar,  so  hat  man  jedenfalls: 

(2)  cüj  =  m  ü>,  -j-  I»  CO, , 

wo  m,  n  ganze  Zahlen  und  beide  Ton  Null  verschieden.  Dabei 
kann  man  co,  aus  den  beiden,  nur  durch  das  Vorzeichen  ver- 
schiedenen, zur  Verfügung  stehenden  Zahlen  so  auswähli-n, 
dass  m>0.  Zugleich  mag  dann  auch  unter  ro^  geraih'  die- 
jenige der  beiden  in  Betracht  kommenden,  nur  durch  das  Vor- 
zeichen verschiedenen  Zahlen  verstunden  werden,  für  welche 
M  >  0.  Sind  jetzt  o),,  q>,  in  dieser  Weise  normirt,  so  lässt 
sich  wiederum  zeigen,  dass  ausser  co,,  co,  keine  Periode  h  von 
der  Form  existirt: 

(3)  Ä  =  i^,co,  +  ^,a>,.    wo:      1^0,    ^,+  ^,^1. 

Man  hat  zunächst  wieder  fUr     «  0,  bezw.      «  0: 

^     ^1  CO,,   bezw.    h  s  CO,, 

sodass  unter  diesen  besonderen  h  sich  thatsächlich  nur  die 
beiden  Perioden 

A  s  (0,,   A  » CO, 

voriinden.    Ist  sodann      >0,      >0,  so  wird: 

1)  FOr  («»1,  mji  und  (»i,  co,)  folgt  dies  aas  Lehnat«  II. 
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(O, 


Ol, 


<  1  a>,  1  •  (d,  +  (mit  Auühchlußs  der  Gleichheit) 

<|a,,l. 

Die  einzigen  Perioden,  deren  absoluter  Betrag  <{a>j{ 
ist,  sind  aber  ±  oi,.    Und  da  aus  Gl.  (2)  folgt: 

n      ,  l  n  1 

(wo  m  >  Ot  t»  >  0),  so  kommen  +  ^o^  unter  den  Zahlen  h 
nicht  TOT.  Somit  gieht  es  ausser  h^^of^  h  =  a}^  keine 
Periode  h  Yon  der  Form  (3),  und  (cu^,  co,)  bilden  daher  nach 
dem  bewiesenen  Hfllfssatze  ein  primitives  Periodenpaar. 

Da  nun  ausser  (o)^,  o)^)  auch  (ro^,  to^)  ein  primitives 
Periodenpaar  bilden,  so  hat  man  nach  (1): 

also  mit  Bücksicht  auf  Gl.  (2) : 

(4)  ai^=s  a}^-\-  n<o^       ^  1)  • 

Andererseits  bilden  aber  auch  (cü,,  cOj)  und  (cü,,  co,)  je  ein 
primitives  Periodenpaar,  und  man  hat  daher  nach  (1): 

«>»  =  y  ^1  ±  ^8 ' 
also  wiederum  mit  Bflcksicht  auf  GL  (2) : 

(5)  ft>j  sas  I»  Wj  -|-  (W  >  1)  . 

Die  Yergleichung  von  (4)  und  (5)  zeigt  dann,  dass: 

I»  =  1 ,    n  =  1 
sein  muss,  d.  h.  man  findet  schliesslich: 

(6)  ä>,      G>,  +  O), 

als  den  einzig  möglichen  Werth  von  (o^.  Damit  ist  aber 
der  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

IMOl  Siteuagib.  d.  nuth.'fby«.  Ol.  86 
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Zusatz.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  der  durch 
Ol.  (6)  und  die  Bezieliung  (o^  '  =  o>j '  charakterisirte  mög- 
liche Fall  auch  wirklich  eintreten  kann.  Ist  .  o>j  =  |  fOj  j, 
so  eraclieiiit  als  Perioden -FaraUelogramm  mit  den  £ckezi 

0,  coj,  CO,,  CO,  ein  Rhombus,  welcher  durch  die  Diagonale  Ocu^ 
in  zwei  gleicheeHige  Dreiecke  zerföUt.  Ist  \m^\>\o}^\,  so 
besitzt  das  betreffende  Parallelogramm  nur  die  Eigenschaft, 

dass  die  Diagonale  0  (o^  der  grösseren  Seite  0  a>j  gieich  ist. 
Dagegen  ist  dann  das  (gleichfalls  primitive)  Perioden-Parallelo- 
gramm mit  den  Ecken  0,  O),,  o>,  +  <^a«  rhombisches. 
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Heber  Entstehung  und  Waehstnm  der  Eieeelgebilde 

bei  Spongien. 

Ton  Dr.  etto  Maas. 

{Bingtlanftn  I.  Bumttr») 
(Mit  Tsf.  V.) 

Die  Kenntnis  von  dem  Entstehen  und  Wachstum  der 
Kalk  nadeln  der  Schwämme  hat  in  letzter  Zeit  erhebliche 
Fortschritte  gemacht;  für  die  Kieselnadeln  aber  stehen  wir 
noch  auf  dem  Standpunkt  wie  die  ersten  wirklich  histologischen 
Sckwammuntersucbungen.  Es  ist  fQr  Monactinelüden  seit 
Lieberktthn  (56)  bekannt,  dass  die  erste  Entstehung  einer 
stabförmigen  Skeletnadel  (Makrosklere)  innerhalb  einer  ein- 
zigen Zelle  stattfindet;  auch  für  die  Fleiscliiiudcl  ( Mikiosklere) 
ist  das  in  einer  Reihe  von  Fällen  uacli^ewiosen  (Sollas  SO). 
Bei  Tetractiiiellidcü  hat  F.  E.  Schulze  (80,  81)  den  Ursprung 
der  kleinen  vierstrahligen  Nadel  ebenfalls  in  einer  Zelle  ab- 
gebildet, und  Sollas  behauptet,  allerdings  ohne,  oder  so  gut 
wie  ohne  Abbildungen  in  seinem  Werk  über  die  Challenger- 
Tetractinelliden  (88),  dass  die  Nadehi  sämtlich,  Bfikro-  wie 
Makroskieren,  in  Zellen  gebildet  werden.  Ueber  das  weitere 
Wachstum  der  Nadeln,  die  ja  unter  Umständen  eine  bedeutende 
Grösse  erreiebeii.  und  über  das  Schicksal  der  >N<tdelbildner 
(Skleroblaüten;,  ist  so  pfut  v,U'  iiielits  bekannt.  Von  iiianclien 
Autoren  wird  vermutet,  dass  später  noch  weitere  formative 
Elemente  zu  dem  ersten  Skleroblast  treten  können;  in  andern 
Fällen  aber,  namentlich  wo  die  fertige  Nadel  eine  gewisse 
Grosse  nicht  aberschreitet,  konnte  man  noch  den  ursprttng- 
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liehen  Nadelbüdner  auch  für  das  ganze  übrige  Wachstum  der 
Nadel  Terantwortlicb  machen.  Es  ist  Yon  mir  fUr  solche 
massig  grossen  Einstrahler  nachgewiesen  worden  (90),  dass  die 
ursprünglidie  Bildnngszelle  ihnen,  allerdings  sehr  blass  und  in 

die  Longe  gezogen,  noch  anhängt,  wenn  sie     mm,  also  nahezu 

ihre  definitive  Grösse,  erreicht  haben,  und  keine  weitere  Zellen, 
auch  nicht  epithelartig,  an  ihnen  wahrzunehmen  sind.  Für 
die  Schaufelnadeln  der  Esperia  fuiui  ich  dagegen  eine  Hniht- 
regelmässig  gelagerter  Kerne  (92),  je  zwei  am  Stiel  und  an 
der  Schaufel,  ohne  bei  der  Kleinheit  der  Objecte  den  Urspnmg 
und  das  weitere  Schicksal  näher  verfolgen  zu  können.  Auch 
bei  Sollas,  der  doch  die  Meinung  hat,  dass  jeweils  eine  Zelle 
genttge,  finden  sich,  wie  Hinchin  (98)  hervorhebt,  Bilder,  wo 
mehrere  Zellen  an  den  extrem  grossen  Nadelschäften  li^^en. 

Die  Knospen  von  Tetliyu  schienen  mir  ein  günstiges  Ob- 
ject,  um  diesen  Fragen  näher  zu  treten.  Es  muss  hier  eine 
reichliche  Neubildung  von  Nadeln  eintreten,  und  diese  Nadeln 
gehören  zu  dreierlei  Formen.  Es  kommen  vor:  1)  grosse  Stab- 
nadeln des  Skelets  mit  etwas  verdicktem  Ende,  sog.  Keulen, 
Style,  die  wegen  des  mitunter  kolbig  abgesetzten  Endes  auch 
als  Tjlostyle  bezeichnet  werden  könnten,  2)  kleine  sternförmige 
Fleischnadeln,  zumeist  an  der  Oberfläche  und  an  der  Wand 
der  einftlhrenden  Lacunen,  aber  auch  sonst  im  Parcnchym.  Sie 
werden  meist  als  Ohiaster  bezeichnet,  sollten  aber  der  knor- 
rigen Strahlenenden  wegen  eher  Tylaster  lieissen,  3)  Grössere 
{Sterne  mit  massigerem  Centrum  in  der  tieferen  lünde,  als  Sterr- 
aster,  Oxyaster,  oder  besser  als  Spheraster  bezeichnet. 

Es  gelang  mir  an  der  Küste  von  Gypern  auf  einer  Reise, 
die  ich  der  Munificenz  der  hiesigen  Akademie  der  Wissen- 
schaften verdanke,  U.A.  auch  sehr  viele  Entwicklungsstadien  einer 
Teihya  (wahrscheinlich  spec.  lyneurium,  wie  im  übrigen  Mittel- 
meer)  zu  sammeln,  und  nicht  nur  wie  bisher  sicbbildende  un<l 
ablrisende  Knospen,  sondern  auch  die  weiteren  Stadien,  deren 
Ansetzen  im  Aquarium  nicht  gelingt,  auf  der  Unterseite  von 
Uferfelsen  als  Krusten  von  einigen  Millimeter  Durchmesser  in 
grosser  Anzahl        zu  finden.   Es  ist  seit  den  Mitteilungen 
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von  Deszö  (79  n  ^n)  nichts  näheres  über  die  Knospenent- 
wickluDg  der  Tethjea  bekannt  geworden;  dessen  Angaben  sind 
aber  noeh  weit  primitiver,  als  die  Zeit  der  Abfassung,  wo 
schon  eine  Anzahl  der  F.  E.  Schulze^sehen  ausgezeichneten 
Monographien  vorlag,  rechtfertigen  könnte,  so  dass  sie  auch 
von  Minchin  (98),  der  sonst  eine  so  genaue  Litteraturüber- 
sicht  giebt,  wohl  absichtlich  und  mit  Recht  i<{noriert  werden. 
Die  kleinen  'wie  die  grossen  Sterne  sollen  in  einer  Zelle  ent- 
stehen, letztere  gleich  in  ihrer  ganzen  Grösse  in  einer  ,  Riesen- 
stern zelle" ;  der  Kern  soll  sich  dabei  zum  Spiculum  umwandeln! 
Abbildungen  daffir  werden  nicht  gegeben. 

Ueber  die  Gesamtentwieklnng  der  Knospen,  speziell  über 
die  Bildung  des  Canalsystems  und  der  Geiaselkammem  mGchte 
ich  mir  ausAlbrIiehere  Mitteilung  vorbehalten  und  an  dieser 
Stelle  nur  in  Kürze  über  meine  Befunde  betreffs  der  Nadel- 
entstehung berichten. 

Am  leichtesten  ist  die  Bildung  der  kleinen  Chiaster  zu 
verfolgen.  Sie  liegen  in  Massen  an  der  Oberfläche  in  einer 
Schichtdicke  von  mehreren  Exemplaren  und  bilden  so  eine 
dichte  Decke  auch  an  der  Knospenhervorwdlbung.  Bei  deren 
Freiwerden  aber  wird  die  Decke  nicht  mit  herübergenommen, 
die  Knospe  ist  keine  einffiehe  Sprossung,  die  alle  Gewebe  be- 
reits fertig  aus  dem  Mutterschwamm  Übernimmt  (was  gegen 
die  Auffassunpf  verschiedener  Autoren  schon  hier  liervorgehobeii 
sein  magj,  sondern  eine  richtige  Neubildung  aus  indifferentem 
Material.  Die  Nadelschicht  der  Mutter  platzt,  und  die  junge 
Knospe  ist  nackt  oder  doch  nur  sehr  spärlich  hie  und  da  an 
der  Oberfläche  mit  einem  Chiaster  versehen,  so  dass  alsbald 
eine  reichliche  Neubildung  derselben  stattfinden  muss.  In  der 
That  sind  deren  Mutterzellen  sehr  zahlreich  in  der  Knospe  zu 
sehen  und  treten  namentlich  mit  gewissen  Doppelf&rbungen 
(Haematoxylin-Congorot,  Carrain-Anilinblau)  durch  ihre  regel- 
mäijsigen  Einlagerungen  sehr)n  hervor.  Es  sind  kleine  (etwa 
15  //  im  Durchmesser  lialtendej  Elemente,  die  sich  nahe  der 
OberHäche  sammeln.  Sie  gehören,  um  der  jetzt  gangbaren 
Einteilung  zu  folgen,  zu  den  differenzierten  Zellen  der  dermalen 
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Schiclit;  sie  v.rl^vn  nicht  den  verliältnismässig  grossen  bläschen- 
förmigen Kern  mit  Nucieolusder  indifferenten  Zeilen(Archäocyten). 
sondern  ein  dichtes  Chroraatinnetz,  so  dass  der  kleine  Kern  öfters 
fast  homogen  erecheint.  Ihr  Protoplasma  ist  dicht  und  mit  sehr 
gleichmSssigen  Granulationen  überall  durchsetzt;  der  Zellletb 
ist  Ton  einer  deutlichen,  ziemlich  derben  Membran  umschlossen, 
so  dass  sie  ein  blasiges,  pflanzenzellenähnliches  Aeussere  ge- 
winnen, namentlich  wenn  später  die  Granulationen  schwinden. 
Ihre  Gestalt  ist  demzufolge  nicht  wechselnd,  sondern  kugelig 
resj).  oval  (Fi<r.  2*).  Des  üiteren  kann  nnui  auch  die  Mutt^r- 
zellen  solcher  Chiasterbildungszellen  sehen  (Fig.  ij;  sie  sind 
von  etwa  doppelter  Grösse,  ebenso  von  Körnern  erfüllt  und 
membranumhüUt;  häufig  sind  Karyokinesen  in  ihnen  zu  er- 
kennen, 80  dass  dem  letzten  Stadium  yor  B^:inn  der  Kiesel- 
ausscheidung eine  rege  Zellteilung  vorauszugehen  scheint. 

Die  Bildung  der  Chiaster  selbst  muss  sehr  rasch  erfolgen ; 
denn  man  sieht  fast  nur  solche  körn erei  füllte  Bildungszellen 
neben  ebenso  membranüson  mit  klarem  Phisma,  die  bereits  einen 
fertigen  Stern  mit  allen  Strahlen  iimschliesben  (Fig.  3)  in  bunter 
Mischung  durcheinanderliegen.  Zwischenstadien  sind  selten, 
kommen  aber  bei  der  Menge  der  Bilder  doch  zur  Erscheinung. 
Die  eisten  Andeutungen  sind  (Fig.  2)  einzelne  Kadifirbalkehen, 
meist  ganz  unsymmetrisch  nur  von  einer  Seite,  mit  dem  Eleu- 
zungspunkt  in  der  Nähe  des  Kerns.  Die  Granulationen  sind 
bereits  vermindert  und  schwinden  um  so  mehr,  als  Chiaster- 
strahlen  gebildet  werden,  bis  scliliesslicli,  nach  Ausbildung  des 
»Sterns,  die  <(anze  Zelle  glusig  hell  ist  und  der  Kern  sehr 
deutiicli  hervortritt.  Der  Chiaster  charakterisiert  sich  durch 
den  Mangel  eines  eigentlichen  Centrums,  nur  durch  das  Zusam- 
mentreffen der  Kadiürl)älkehen  selbst  entsteht  ein  Mittelteil; 
die  Bälkchen  sind  in  der  Mitte  nicht  starker,  sondern  gleich- 
massig; eher  nehmen  sie  nach  der  Peripherie  etwas  zu  und 
können  da  leicht  geknü[)it  sein,  oder  eine  etwas  höckerige 
Oberfläche  zeigen.  Bs  hängt  dies  damit  zusammen,  dass  zu- 
letzt nur  an  der  Peripherie  der  Zelle  die  Kieselausscheidung 
vor  sich  geht,  und  hier  auch  noch  die  letzten  Granulationen  im 
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Plasma  zu  sehen  sind.  Der  Stern  spannt  alsdann  die  kugelige 
Zeile  und  bringt  sie  in  eine  mehr  unregelmafisige,  poljgoniüe 
Gestalt  (Fig.  2'"),  bis  sie  schliesslich  naehgiebt,  den  Stern 
freilegt  ond  selbst  nur  noch  locker  anliegt  (Fig.  2'^),  infolge 
dieser  Zusammenziehung  aber  wieder  mehr  tingierbar  geworden. 
NVas  .schliesslicli  aus  der  Bildungszelle  wird,  ob  sie  zu  Grunde 
jXeht  oder  eine  gewülmliclie  Dernialzelle  wird,  ist  iiiclit  sicher; 
wahrscheinlich  ist  das  letztere.  Mausieht  den  Stenibildungsprocess 
an  Zellen  vor  sich  gehen,  die  ganz  an  der  Oberfläche  der  Knospe 
liegen,  dicht  neben  andern»  die  gewöhnlichen  Dermalcharakter 
haben.  Ein  prinzipieller  Gegensatz  zwischen  epithelialer  Deck- 
schicht und  Spiculaschicht  (resp.  Ghiastersehicht)  ist  auch  hier, 
wenigstens  in  diesem  Stadium,  nicht  zu  machen. 

Ausser  diesen  gt.  wohnlichen  Chiiistern  ünden  sich  im  er- 
wachsenen Schwamm,  häulig  im  Parenchym  di^r  Hindenscliicht, 
weniger  an  der  Oberfläche  und  an  den  Wandungen  der  Oanäle 
wie  die  ebengenannten  Chiaster,  eine  andere  Kategorie  etwas 
grösserer  Chiaster,  bei  denen  auch  der  Centraikörper  ein  wenig 
mehr  ausgebildet  ist  Sie  haben  etwa  die  halbe  Grösse  der 
später  zu  besprechenden  Spheraster,  sind  aber  Ton  diesen  durch 
die  Form  (dünne  Strahlenbälkchen  und  kolbig  zunehmende, 
nicht  zugespitzte  Enden)  auf  allen  Phasen  deutlich  verschieden. 
Meist  haben  sie  einige  Strahlen  mehr  wie  die  gewöhnlichen 
Chiaster.  es  koTiimen  aber  auch  solche  mit  auffallend  wenig 
z.  B.  nur  5  Strahlen  vor  (Fig.  4"^).  ihre  Bildung  geschieht 
in  ahnlich  beschaffenen  nur  etwas  grösseren  Zellen,  wie  die  der 
fibiigen  Chiaster  (Fig.  4^);  man  hat  sich  zu  denken,  dass  die 
vorhererwähnte  Mutterzelle  der  Skleroblasten  ihre  letzten  Tei- 
lungen tmterlassen  hat,  resp.  dass  die  Eieselausscheidung  früher 
beginnt,  als  die  letaste  Teilung  einsetzt.  Mitunter  sieht  man 
die  Teilung,  wenigstens  im  Kern,  noch  nachträglich  geschehen 
und  man  sieht  albdunn  solch  grössere  ChiastiTzellen  mit  zwei 
Kernen  (Fig.  4").  Ob  dies  und  die  ganze  Bililung  der  jorrös- 
seren  Chiaster,  die  immerhin  'ziemlich  selten  sind,  ein  normales 
Verhalten  ist  oder  ob  es  sich  blos  um  eine  verfrühte  Aua» 
Scheidung  der  Kieselsubstanz  handelt,  vermag  ich  nicht  zu  sagen. 
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Jedenfalls  erklärt  sich  aus  ihrem  Vorkommen  eine  grössere 
Variabilität  der  Cbiaster  in  Strahlenzahl  etc.^  wie  sie  auch  von 
Lenden feld  angegeben  wird  (96),  während  Topsent  für  die 
Chiaster  eine  ziemliche  Oonstanz  behauptet  (1900),  was  nur  für 
deren  typische  kleinere  Form  zutrifft. 

Ganz  anders  Yollzieht  sich  die  Bildung  der  so  viel  mal 
grösseren  Spheraster.  Sie  haben  weder  genetischen  Zusammen- 
hnnff  noch  sonst  Beziehung  zu  den  Chiastern:  Topsent  be- 
merkt sehr  scharf,  das«?  ,pas  de  passage"  zwischen  beiden,  und 
schon  Deszö  behauptet,  dass  sie  seibstständigen  Ursprungs 
sind,  lässt  sie  aber  merkwürdigerweise  gleich  in  ihrer  ganzen 
Grösse  aus  .Riesenstemzellen*  henrorgehen,  trotzdem  Zellen 
von  solchem  Umfang  weder  im  erwachsenen  Schwamm,  noch 
in  der  Knospe  vorkommen.  Seihst  die  eiartigen  Zellen  erreichen 
noch  nicht  die  Hälfte  des  Dnrchmessers  eines  Spherasters.  Dass 
es  auch  kleine  Spheraster  giebt,  ist  ihm  wie  es  scheint,  gänz- 
lich entgangen  und  wie  es  scheint,  auch  den  meisten  übrigen 
Autoren.  Lenden feid  und  Topsent  haben  zwar  beide  eine 
gewisse  Grössenvariabilität  unter  diesen  Nadeln  gefunden  (von 
50  bis  120  fi  bei  ersterem,  von  40  /i  bis  zu  110  /i  bei  letzterem), 
was  aber  auf  individuelle  Verschiedenheiten  geschoben  wird; 
die  kleinen  und  kleinsten  Formen  aber,  die  in  allen  Abstufungen 
von  grossen  an  vorhanden  sind  und  noch  an  Grösse  unter  die 
kleinen  Chiaster  heruntergehen  können  (also  Formen  von  50 
bis  nur  10  fÄ)  und  weniger,  tinde  ich  nirj^end^  n  wähnt  oder 
abgeljildet.  Immer  aber  sind  auch  diese  kleinen  und  kieinst*rn 
Spherasterformen  an  Gestalt  durchaus  von  den  Chiastern  ver- 
schieden, und  eine  Verwechslung  ist  auf  keinem  Stadium  mdg- 
lieh.  Immer  ist  ein  verhältnismässig  starkes,  mehr  oder  minder 
kugeliges  Oentrum  entwickelt,  die  Strahlen  sind  viel  zahlreicher, 
als  bei  den  Chiastern  und  sind  im  Gegensatz  zu  diesen  nach 
der  Peripherie  zu  verjüngt  resp.  zugespitzt,  nach  der  Mitte  zu 
'  verdickt,  so  dass  sie  oft  unnierklich  ins  Centrum  übergehen. 
S(  hon  die  kleinsten  Spheraster  zeigen  deutlich  diese  charakte- 
ristische Form  (Fig.  7  u.  11). 

Wie  geht  nun  deren  Entstehung  vor  sich?  Die  zur  Ab* 
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l5suog  reifen  Knospen  enthalten  gewöhnlich  schon  eine  be* 
schränkte  Anzahl  ganz  fertiger,  grosser  Spheraster,  daneben 
lassen  sich  eine  Reihe  Ton  Bildungsstach'en  wahrnehmen.  Koch 

zahlreicher  sind  sie  aber  zu  sehen,  wenn  die  Hervorwölbung 
der  Knospe  an  drr  Mutter  ei^t  beginnt,  und  sich  das  mütter- 
liche (tewebe  zur  Ausprägung  der  Knospeiipleinente  erst  an- 
schickt (wovon  an  anderer  Stelle  noch  zu  berichten  sein  wird). 
Dann  finden  sich  unter  den  grossen  und  kleineren  Spherastem 
der  Kinde,  die  hier  eine  Lage  bilden,  und  auf  die  die  GrOssen- 
angaben  der  Autoren  passen,  im  Mark  grosse  Mengen  kleiner 
und  kleinster  Spheraster  in  allen  Abstufungen  bis  zu  5  /«,  und 
bei  weiterem  Suchen  entdeckt  man  auch  ihre  Bildungszellen 
und  sieht  solche  mehrzackigen  Gebilde  noch  innerhalb  von 
Zellen  liegen. 

Auch  die  Zellen,  die  hier  die  Bildung  besorgen,  sind  anderer 
Art  als  bei  den  Chiastern ;  sie  sind  nach  Plasma-  und  Kernstructur 
als  undifferenzierte  Elemente  (Archäocjten  ähnlich)  anzusprechen, 
besitzen  einen  Nucleolus  im  bläschenförmigen  Kern,  ihr  Plasma- 
leib ist  nicht  scharf  conturiert,  gewiss  nicht  von  einer  Membran 
umgeben.  Die  erste  Anlage  des  Goncrements  scheint  innerhalb 
einer  Vaeuole  zu  erfolgen  und  ist  kugelig  (Fig.  5  u.  31),  dann 
sieht  man  mehrere  (zwei,  drei)  Zucken  davon  ausgehen.  Gar 
nicht  selten  aber  sind  typische,  vierstraldige  Nadcllbrnien  iimer- 
halb  einer  Zelle  zu  sehen,  richtige  Tetractine  oder  Kalthrops- 
nadeln,  nur  dass  die  Strahlen  naturgemäss  recht  kurz  im  Ver- 
hältnis zu  ihrem  Vereinigungscentrum  sind  (Fig.  6).  Es  sind 
dies  Stadien,  die  durchaus  an  die  Bilder  und  Angaben  erinnern, 
die  F.  E.  Schulze  fOr  Plakina  und  Oorticium,  also  f&r  typische 
Tetraetinelliden,  über  die  Anlage  der  Nadeln  gebracht  hat. 
(80  u.  81.) 

Wie  sind  iinn  aber  die  kleinen  Sternchen  mit  mehr  als 
vier,  ja  vifden  Zacken,  mit  diesen  Tetractinen  in  Beziehung  zu 
bringen?  Es  könnte  scheinen,  als  bestünde  gar  keine  solche, 
da  sich  mitunter  schon  ein  sehr  frühes  Stadium  in  einer  Zelle 
kugelig  mit  kleinen  Zacken  darstellt  (Fig.  7),  so  dass  nachher 
nur  ein  Weiterwachsen  in  gleichem  Sinne  zu  erfolgen  hätte, 
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und  die  Tetractine  (Fig.  6  bis  10)  seitab  stebende  l^ildungen 
waren.  Das  ist  jedoch  niclit  der  Fall.  Die  kleinen  Stenra^r 
zeigen  nämlich  zwei  und  dann  mehr  Kerne  resp.  Zellen  an 
ihren  Strahlen  anliegen.  In  mehreren  Fällen  kann  man  sehr 
gut  erkennen,  dass  sich  zwei  Tetrastermutterzellen  mit 
ihren  Nadeln  zusammenlegen,  und  dann  die  Tetractine 
selbst  verschmelzen.  Hierbei  kounnt,  da  ja  die  Strahlen 
nur  kurz  sind,  ein  ziemlich  massiges  Gebilde  mit  annähernd 
kugeligem  Centrum  und  R  kleinen  Strahlen  zu  Stande,  der 
Ausgangspunkt  für  das  weitere  Spherasterwachstum 
(Fig.  11).  Man  kann  öfters  die  heiden  Tetractine  noch  teil- 
weise getrennt,  teilweise  mit  ihren  Eiesellagem  Terschmolzen 
beohachten  (Fig.  8,  9,  10);  namentlich  deutlich  werden  diese 
Bilder,  wenn  die  beiden  Zellen  mit  ihren  Hartgebilden  nicht 
direkt  untereinander,  sondern  schrütr  ins  Gesichtsfeld  zu  liefen 
kommen  (Fig.  .'{'V)  und  femer  dann,  wenn  ein  Tetractin  im 
Gegensatz  zum  gewöhnlichen  Verhalten,  wo  beide  auf  gleichem 
Grössenstadium  zu  einander  geschmolzen  werden,  dem  andern 
in  der  Entwicklung  schon  etwas  voraus  ist. 

Das  Resultat  der  Verschmelzung  bildet  sozusagen  den  form- 
bestimmenden Ausgangspunkt.  Weitere  richtige  Tetractine 
scheinen  mir  jetzt  nicht  mehr  dazu  zu  kommen,  sondern  jetzt 
nur  eine  Vergrösserung  durch  Auflagerung  von  neuen  Kiesel- 
schichten  zu  erfolgen,  die  von  einer  An/alU  ßilduiigszellen  be- 
sorgt wird.  Ob  letztere  durch  Ttnlung  der  beiden  ersten  ent- 
stehen, oder  sich  durch  Hinzukommen  neuer  Elemente  aus  dem 
Parcnchym  recrutieren,  ist  die  Frage.  Es  scheint  das  letztere 
der  Fall  zu  sein,  da  man  kaum  und  nur  bei  grossen  Spherastern 
in  den  letzten  Stadien  Karjokinesen  sieht,  dagegen  jetzt  und 
später  viele  Bilder,  wo  deutlich  Zellen  vom  Charakter  der 
Spiculabildner  aus  dem  Parenchym  an  das  bestehende  Kiesel- 
gebilde hinwandem.  Man  sieht  solche  Zellen  von  unregel- 
miLssicrrr  Form,  ziemlich  kleinem  Plasinakürper  (etwa  halb  so 
^ni)ss  wie  die  ersten  Bildungszellen)  mit  regelmässigen  Granu- 
lationen bei  einiger  Aufmerksamkeit  fast  an  jedem  unausge- 
wachsenen Spheraster  in  grösserer  oder  geringerer  Zahl  (Fig.  11 
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bis  17).  Sie  liegen  an  yencliiedenen  Stollen,  bald  mebr  am 
kugeligen  Gentium  angehSuftf  bald  sich  deutlieb  den  Strahlen 
anscbmißgend  und  diese  einhflllend,  bald  um  den  Grund  der 
Strahlen  berumgebo^en.  Das  GrOssen Wachstum  betrifft  dem- 
entsprechend bald  mulir  den  centralen  Körper,  bald  mehr  die 
Strahlen  und  zwar  mit  einer  gewissen  Regelniäsüigkeit  ab- 
wechselnd, so  dass  die  daraus  resultierenden  Spherasterbilder, 
die  im  Lauf  der  Entwicklung  auftreten,  ziemlich  verschieden 
sind  und  manchmal  mehr  als  Ozjaster,  wenn  die  spitzen,  breit- 
basigen  Strahlen  überwiegen  (Fig.  15),  darnach  wieder  als 
Spherastor  (Fig.  16),  vorher  beinahe  aU  Sterraster  (Fig.  12) 
bezeichnet  werden  konnten.  Die  letzton  Phasen  scheinen  sich 
mit  starker  Auspräfrung  und  Verlängerung  der  Strahlen  zu 
befassen;  ein  Stralil  besitzt  dann  etwa  die  Länge  des  Durch- 
messers des  ('entralktiipei.^,  dass  voni  Gesamtdurebniesser 
nur  ^5  ft"^       Centrum,  ^/a  auf  die  Strahlen  kommt  (Fig.  17). 

Die  Bildungszellen  liegen  dann  fast  sämtlich  an  den 
Strahlen  selbst.  Hierfür  wie  für  die  Darstollung  der  Sklero- 
blaston  überhaupt  erhält  man  recht  instnictiTe  Bilder  bei  Yor- 
siebtiger  Auflösung  des  Kieselskelete  am  ganzen  Stück  durch 
Einwirkung  von  Fluorwasserstoffsäure,  ein  Verfahren,  das  auch 
sonst  zur  Erlangung  von  Serien^schnitten  unerlässlicli  ist.  Es 
verdient  Hervorhebung,  dass  die  mit  Sublimatalkoliol-Eisessig, 
Siibliniatalkobol.  überhaupt  alle  mit  Sublimat  behandelten  Stücke 
sich  hieriiir  viel  günstiger  erwiesen,  als  die  mit  Alkohol,  mit 
Pikringemiscben  etc.  behandelten,  wo  stets  das  Gewebe  unter 
der  Fluorwasserstofisaure  mitlitt.  Dagegen  ergaben  die  mit 
Sublimat  eto.  erhärteten  Exemplare  bei  Torsichtiger  Einwirkung 
(1 — Losung  von  Fl  H  in  Wasser  4 — 5  Tage  lang  in  paraf- 
finierton  festschliessenden  Glasdosen)  histologisch  noch  durchaus 
tadellose  Bilder,  an  denen  sugur  du8  Erkennen  von  Karyokinesen, 
das  ja  bei  öciiwUmmen  überhaupt  nicbt  leicht  p:liii<j:t,  noch  gut 
möglich  war.  Man  sieht  an  Stelle  der  Spheraster  ihre  .Schatten*, 
(Fig.  18  u.  19),  und  kann  dann  gerade  an  solchen  leichten 
Stellen,  während  sonst  durch  Kleinheit  der  Zellen  der  Schnitt 
leicht  zu  dick  erscheint,  die  Zellen  ohne  Verwechselung  mit 
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drüber-  und  dmnterliegenden  Elementen  gut  studieren  und  die 
Bildungszellen  viol  besser  sehen,  als  zwischen  den  Gruben  und 
Spitzen  des  intacten  Spherasiers.  An  den  fertigen  Stadien  ist 
der  organische  Mantel  öfters  an  den  Stellen,  wo  Strahlen  ab- 
gehen durchbrochen  (Fig.  18)«  so  dass  die  Strahlen  frei  heraus* 
ragen;  an  andern  Stellen  aber  überziehen  die  BildungszeUen  die 
Strahlen  bis  zum  spitzen  Ende.  Gerade  solche  langgt  streckten 
Spindel f^irniigen  Elemente  schmiegen  sich  dem  Strahl  in  ganzer 
Liin<^'c  an.  Wenn  die  Stralilen  und  auch  der  Centrnlkörper 
der  Zellen  schliesslich  entbehren,  so  ist  nach  vielen  Bildern 
amöboider  Skleroblasten  anzunehmen,  dass  sie  nicht  zu  Grunde 
gehen,  sondern  wieder  ins  Gewebe  zurückwandern. 

Was  die  Entstehung  der  Einstrahier  (Style)  betrifft,  so  geht 
sie  auch  im  erwachsenen  Schwamm  noch  beständig  vor  sieh,  wie 
schon  daraus  ersichtlich  Ist,  dass  sich  Stabnadeln  jeder  Grösse 
und  Dicke  dort  finden  können  (Fig.  26,  27,  28);  aber  die 
kleinen  Formen  sind  doch  immer  nur  in  verschwind»  nder 
Minderzahl  vorhanden.  Die  Bildung  kann  dalier  am  besten  in 
Nadeln  der  Knospe  studiert  w(  rdon  ^Fig.  25),  wo  nach  dem  Fest- 
setzen eine  sehr  reichliche  Ausscheidung  zur  Erzielunj»^  der 
radiären  Skeletbttndei  stattfindet,  teilweise  auch  in  ganz  frQhen 
Stadien,  wenn  das  Muttergewebe  sich  zur  Knospenbildung 
anschickt. 

Die  Zellen,  in  denen  die  Stabnadeln  gebildet  werden, 

sind  bedeutend  grösser  als  die  Mutterzellen  der  Spheraster, 
gehören  aber  sonst  nach  Plasma  und  Kerne  zur  gleichen  Ka- 
tegorie der  ^nntliilerenzierteu'  Zcllon  dos  Parenchvms  (Fig.  20 
bis  22).  Die  Körnelung  ist  hier  eine  sehr  ungleiche,  sowohl 
was  die  Grösse  der  einzelnen  Körner  als,  was  ihre  Verteilung 
betrifft;  oft  sieht  man  die  Granulationen  in  mehreren  wohl- 
abgegrenzten kugeligen  Aggregaten  Termehrt  angeh&uft  (Fig.20X 
in  andern  Fällen  sind  sie  diffus  verteilt.  Es  treten  dann  gewöhn- 
lich auch  mehrere  Eieselconcremente  gleichzeitig  auf  (Fig.  22) 
untereinander  von  ungleicher  Grösse,  alle  von  mehr  oder  minder 
kantiger  Form.  Einen  extremen  Fall  stellt  Fig.  21  dar,  wo 
die  Eieselanhäufuug  besonders  reichlich  ist,  vielleicht  ebenfalls 
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zu  firtth  eingetreten  ist,  ehe  die  Mutterzolle  ihre  letzten  Tei- 
lungen gemacht  hat.  Daas  es  sich  bei  diesen  Bildern  nicht 
mn  Eunstprodukte,  herrorgerufen  durch  SchnittfQhrung  oder 
Reagentien  handelt,  brauche  ich  wohl  nicht  zu  betonen.  Nor- 
malerweise finden  sich  weniger  Concremente  (Fig.  22),  die 
sehr  bald  noch  innerhalb  der  Zelle  zu  einem  kleineu  Stäbchen 
verschmelzen  (Fig.  23).  Bald  darauf  zeigen  sich  an  dem  Sttib- 
chen .  noch  ehe  es  sehr  viel  weiter  gewachsen  ist ,  mehrere 
Biiduugszellen.  Es  ist  dies  ein  von  den  gewöhnlichen  Mo- 
naxonien  abweichendes  Verhalten;  aber  in  deren  Fall  bleibt 
es  auch  bei  einer  Zelle  und  bei  einer  beschränkten  Lange 
der  Nadel,  während  hier  die  Stabnadeln  yerhältnismässig  gigan- 
tische Proportionen  erreichen  und  sich  deswegen  schon  frfih 
mit  einem  epithelialen  Belag  «ur  Kieselausscheidung  versehen. 

An  sehr  vielen  der  jungen  Nadelbündel  sieht  man  an  den 
einzelnen  Stalmadelu  solche  epithelartig  ungeordneten  Zellen, 
die  niclit  zu  verwecliseln  sind  mit  amöboiden  und  faserigen 
Zellen,  die  die  Gesammtbündeln  s^onst  begleiten.  Am  besten 
und  unzweideutigsten  werden  auch  hier  die  Bilder  nach  Auf- 
lösung der  Eiesekubstanz  durch  Fluorwasserstoff,  wo  dann  an 
Stelle  der  grossen  Nadehi  lange  hohle  Röhren  zurückbleiben. 
Sie  zeigen  deutlieh  die  organische  Bekleidung,  die  mit  ver- 
schiedenen Färbemitteln  eine  leiclite  Tiuction  zuiasst  (Fig.  29 
und  30).  Auf  diesem  organischen  „Rock*  sieht  man  dann 
die  Bildungszellen  in  Strängen  angeordnet  liegen,  kenntlich 
an  der  Kömelung,  der  Plasmatinction  und  Kernstructur,  ge- 
wöhnlich von  geringerer  Grösse  als  die  ersten  Bilduugszellen. 
In  manchen  Fällen  sind  die  einzelnen  Zellen  deutlich  getrennt 
zu  sehen,  der  Belag  macht  alsdann  den  Eindruck  eines  Pflaster- 
epithels  (Fig.  29);  in  anderen  Fällen  sind  die  Zellgrenzen  ver- 
wischt, und  es  erscheint  ein  Syncytium  von  Zellen  (Fig.  30) 
mit  mehreren  Kernen  vorhanden,  das  die  Kieselausscheidung 
auf  grosse  Strecken  hin  besorgt,  im  Gegensatz  zum  localisierten 
und  so  zu  sagen  individualisiertem  Verhalten  der  Zellen  bei  den 
Spheraatem.  Noch  an  sehr  grossen  Nadeln  sind  solche  Bil- 
dungslager zu  finden,  und  es  ist  schwer  zu  sagen,  wo  sie  ganz 
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authören.  Dass  die  Zellen  nach  gethaner  Arbeit  hier  wieder 
ins  Gewebe  wandern,  datiir  konnte  ich  bei  diesen  Skleroblasten 
keine  Bilder  uuffiaddn,  im  Gegenteil  acheinen  sie  mir  in  diesem 
FftU  zu  collabieren  und  einzugehen. 

Es  lassen  sich  also  für  die  Entstehung  der  Yerschiedenen 
Nadeln  der  Tethya  folgende  Thatsachen  zusammenfassen : 

1.  Alle  Nadeln  entstehen  zuerst  in  einer  Mutterzelle;  je- 
doch nur  bei  einer  Kategorie,  den  Chiastem,  genügt  diese  Zelle, 
bei  allen  andern  kommen  weitere  Zellen  zum  Wachstum  und 
zur  definitiTen  Formauspragung  dazu. 

2.  Die  kieselausscheidenden  Zellen  sind  mit  Ghranulatianen 
dicht  erfOnt,  die  mit  entsprechender  Abscheidung  der  Kiesel* 
Substanz  aufgebraucht  werden.  Der  ersten  Ausscheidung  gehen 
Zellteilungen  voraus. 

3.  Bei  den  riiiastern,  für  die  eine  Zelle  genügt,  sind 
differenzierte  Elemente  des  Parenchyms  die  Ausgangszellen; 
bei  den  Spherastem  und  bei  den  Stabnadeln  undifferenzierte 
Zellen  mit  bläschenförmigem  Kern  und  Kudeolus. 

4.  Die  später  dazu  kommenden  Bildungszellen  sind  nur 
teilweise  durch  Teilung  der  ersten,  grösstenteils  jedoch  aus 
neu  aus  dem  Parenchym  dazugekommenen  Elementen  abzu- 
leiten. Ebenso  können  Zellen  nach  geschehener  Kieselaus- 
scheidun<r  ins  Parenchym  zurückwandern. 

5.  liildung  des  Splieraster  geschieht  durch  \  erschrael- 
zuug  mehrerer  (wahrscheinlich  zweier)  kleinen  Tetraster.  Nach 
Ausbildung  dieser  Grundform  geschieht  das  Weiterwachsthum 
durch  Auflagerungen. 

6.  Die  Bildung  der  Stabnadeln  erfolgt  durch  Verschmel- 
zung kleinster  unregelmässiger  Concremente  zu  einem  Stäbchen 
noch  innerhalb  einer  Zelle.  Das  Weiterwachstum  geschieht 
durch  Apposition ,  die  von  epithelartig  gelagerten  Bildungs- 
zellen ausgeht- 

FUr  die  Beurteilung  der  Nadeln  ergeben  sich  daraus  un- 
mittelbare Folgerungen. 
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Wirkliche  Mikroskleren  (Fleischnadeln)  sind  nur  die  eine 
Zelle  verbrauchenden  Chiaster;  die  Spheraster  dürfen  trotz 
ihrer  Form  nicht  als  Fleischnadeln  aufgefasst  werden.  Sie 
▼erbrauchen,  wie  die  Stabnadeln  viele  Zellen  zu  ibrer  Bildung, 
und  dass  dies  hier  ein  prinzipieller,  nicht  durch  Grösse  bedingter 
Unterschied  ist,  zeigt  sich  schon  darin,  dass  kleine  Spheraster, 
die  ^die  ausgebildeten  Chiaster  an  Grösse  nicht  Übertreffen, 
bereits  viele  Zellen  besitzen,  während  umgekehrt  noch  die  aus- 
nahmsweise grossen  ( -hiaster  innerhalb  einer  einzigen  Zelle  vor- 
kommen. Auch  können  die  Spheraster  nicht  durch  Verschmelzung 
mehrer  Chiaster  entstanden  gedacht,  also  einer  Vielheit  Ton 
MikrosUeren  nicht  gleichgesetzt  werden;  denn  es  sind  auch 
andersartige  Zellen,  die  die  Mikroskleren  als  die  die  Makro- 
skleren  hervorbringen.  Wie  fivans  bei  Spongilla  gezeigt  hat 
(99)  entstehen  die  kleinen  Fleischnadeln  in  differenzierten  Zellen 
der  mittleren  Schicht,  die  Stabnadeln  in  indifferenten.  Dasselbe 
ist  hier  der  Fall;  die  Chiaster  erscheinen  in  Zellen  mit  Kern- 
netzwerk, die  Stabncideln  in  indifferenten,  amöboidähnliclien 
Archäocjten,  die  im  Kern  und  Plasma  noch  den  Charakter 
der  Eizelle  tragen,  und  die  Spheraster  folgen  hierin 
nicht  den  Chiastern,  sondern  den  Stabnadeln. 

Man  kann  sie  als  Terschmolzene  Tetractine  be* 
zeichnen,  deren  Anfange  ähnlich  waren,  wie  bei  den 
Tetractinen  der  Plakiniden,  und  der  typischen  Tetrazonier,  die 
aber  nachher  in  die  Breite  wuchsen,  statt  durch  Ausziehung 
oder  Verästelung  der  Strahlen. 

Fi5r  die  Beurteilung  der  Stt'llung  der  Tethyaden  und  den 
ZusuiiHiieuhaug  der  grossen  Schwammgruppen  lassen  sich  daraus 
direkte  Schlüsse  ziehen.  Die  Monaxonier,  denen  sie  angehören, 
teilen  sich  bekanntlich  in  die  Unterordnungen  der  Uadromerina 
(Clayulina  i.  w.  S.)  und  Comacuspongia  (Monazonida  s*  str., 
Haliehondrina  i.  w.  S.).  Zu  der  ersten  Gruppe,  bei  denen  die 
Skeletnadeln  in  Radiärbtlscheln  stehen,  nicht  durch  Spongin 
in  Netzzüge  angeordnet  sind,  gehören  die  Tethyaden.  Man 
hat  diese  Gruppe,  die  sich  auch  durch  den  radiären  Bau  des 
Weichkörpers  in  einen  Gegensatz  zum  Gros  der  Monaxonida,  den 
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sein  einer  Rinde,  sowie  in  manch  andern  Charakteren  den 
Tetractinelliden  nähert,  als  diejenige  bezeichnet,  die  die  Ab- 
staninmug  der  Monaxonier  an  den  Tetraxouiem  am  ehesten 
documeutiere.  Die  grossen  Stabnadeln  sollten  durch  Keduc- 
tion  von  Yiersirahlem,  speziell  der  grossen  Triaene  entstanden 
sein,  deren  einer  Strahl  ja  extrem  ausgesogen  ist,  während 
die  drei  andern  kurze  Zapfen  darstellen  können.  Qerade  die 
Eeulennadeln  der  Olavulina  sollten  den  Uebergang  zeigen,  man 
hat  aber  bisher  vergeblich  im  keulenartig  verdickten  Ende 
nach  einem  Rest  der  Vierstrahli^'keit,  etwa  m  Form  eines 
Axenkreuzes  im  (^entral laden  gesuciil.  Es  konnte  daher  auch 
die  Ansicht  bestellen,  dass  die  Vierstrahler,  speziell  die  gi*ossen 
Triciene  durch  Gabelung  des  ungleichen  Endes  eines  Monactins 
entstanden  seien.  Bei  den  grossen  Stabnadeln  sind  hier  bei 
Tethya  allerdings  ebensowenig  Andeutungen  derVierstrahligkeit 
zu  erkennen,  auch  in  der  BntwickluDg  nicht,  trotz  hesondereoi 
Suchen;  dagegen  ist  hervorzuheben,  dass  sich  vierstrahlige 
Nadeln  bei  der  Spherasterbildung  i »  gelmässig  «eigen. 
Damit  sind  die  gcsuc Ilten  Vicihtrahler  bei  den  Mona- 
xonier, wenn  auch  an  anderer  Stelle,  doch  ^\liklllh  aufge- 
funden, und  thatsüchlichü  Beweise  iiir  den  Zusammenhang  der 
Tetractinelliden  und  Monactinelliden  geliefert. 
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TafelerklAning. 

Sämtliche  Figuren  mit  Ausnahme  von  81 — 34  aind  mit  gleicher 
Vergröaaerung  (700 : 1)  gezeidlxiet. 

Fig.  1.  Drei  HttttmeUen  von  ChiasterbildungsseUen,  in  twei  davon 
EatyokineBen. 

Vig*  2.  Yi&t  einxdne  Chiasterbildnngwellen  (a  noch  obne  Kieaelaiu- 
echeiclung;  in  den  andern  letzten  mn  den  Rem  mujmmetriecli 
beginnend). 

Fig.  8.  Mehrere  Chiaster  mit  ihren  Bildongszellen  im  Gewebe,  I  die 
einfuclisto  Form,  II  und  III  mit  knomgen  Enden,  die  Zelle  epan» 
nend,  IV  die  Zelle  nur  mehr  anliegend. 

Fig.  4.  Ausnahmsweise  grosse  Chiaster,  I  noch  unvollendet  in  der  Bil- 
dungszelle, II  mit  viele^i  Strahlen  und  swet  Kernen,  III  mit  nur  fünf 
Strahlen. 

Fig.  6*  Vier  Zellen,  die  die  erste  Entstehung  der  Spheraster  zeigen. 

Fig.  6.  Zwei  Zellen  mit  dem  Tetractinstadium  des  Sph^nwters  (v«sch. 
iänstellang  der  Nadel). 

Fig.  7.  Zelle  mit  etwas  grosserem  Spheraster. 

Fig.  8,  9,  10.  Drei  verschiedene  Bilder  von  je  zwei  sieb  mr  Verschmel* 
Bung  anscMdkenden  Tetractinen. 

Fig.  II.   Der  daraus  resultierende  Spheraster  mit  2  anliegenden  Zellen. 

Fig.  12,  13,  14.  Weiteres  Wachstum  uut  dazukuuimeüdeu  Pareuchyuizellen. 

Fig.  If).   Wachstum  besonders)  an  den  Strahlen. 

Fig.  16,   Wachstum  darauf  besonders  am  Centrum. 

Fig.  17.    Kurz  vor  der  Spheraster  endgiltigen  Ausbildung. 

Fig.  18  u.  19.  ^Schatten*  von  Spherastern  nach  Auflösung  durch  Fluor» 
Wasserstoff  mit  den  anliegenden  Bildungszellen. 

Fig.  30.  Amöboide  Mntterselle  einer  StabnadelbÜdungsseile. 

Fig.  81.  Anormalgroster  SUeroblast  mit  zahlreichen,  kleinen  Eieeel- 
ooncrementen. 

Fig.  9S.  Drei  normak  Skleroblasten  von  Stabnadeln  mit  wttiigen,  immer 
mehr  sich  susammenschliessenden  Concreraenten. 
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Fig.  23.    Erste  Anlage  des  eigentlichen  Stäbchens  ionerhalb  einer  Zelle. 
Fig.  24.  Weiterwachttam  mit  mehreren  Zellen. 
Fig.  35.  Stabnadel  der  Knoape  nnd 

Fig.  26,  27,  28.  Stabnadelatflcke  dea  Erwachsenen  mit  gleicher  Ver- 
grBeaerung. 

Fig.  29  n.  80.  Stfieke  reu  Stabnadeki  im  eben  angesetzten  Schw&mm* 
chen  nach  KieteUuflOaimg  dordb  Fluor;  in  29  epithelialer,  in  SO 
mehr  ^cytialer  Zellenbelag. 

Fig.  81  n.  82.  Sehr  starke  YergrOaaerung  zweier  Skleroblaaten  mit  der 
ersten  Anlage  des  Concrementa  innerhalb  einer  Vacaole,  nm  die  aioh 
die  Körner  aammeln. 

Fig.  88.  Zwei  Tetraster  mit  ihren  Zellen,  die  sich  stur  Spherasterbildung 
aneinanderlegen,  bei  starker  VergrOsaenrag,  die  Hittelteile  sind  be- 
reite ▼eracbmolsen. 

Fig.  34.  Einige  spftter  auflagernde  Zellen  an  den  Spherastem  bei  sehr 
starker  yergrOasarong. 
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Traubenzucker,  Derivate  derselben  103. 

Wahlen  489. 

ZersireiniTigsvermögeni  elektrisches,  in  den  oberen  Schichten  der  Atmo- 

Hpbare  511. 

Zodiakallicht,  Bestimmung  der  Lage  desselben  197. 
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Verzeichnis  der  eingelauloueu  Diucltsciirifteii 

Januar  bis  Jnni  1900. 


Die  vorehrUelten  OesellacliafteQ  und  lastitote,  mit  weloheo  unser«  Ak*clemie  in 
Tauflchvcrkobr  steht,  wcrdon  s«bat«ai,  BMlwtolMndM  T«rMie1ufw  sogltleh  «It 
b«8Utigttag  M  betnohtan. 


Von  folgAnden  QeseUadiafteii  und  Institateii: 

Mutoritthe  €ft6ett§chaft  de»  Kanitom  Aairgau  m  Aarau: 
AfgOTia.  Bd.  28.  190O.  6^. 

Transactiona.   Vol.  XXIII,  part  1.  2.    1899.  8*. 
Memoirs.   Vol.  I,  part  1.    1899.  4P. 

Süd'flnriHche  Alndcmie  der  Wisaenuhoften  in  Agram: 
Rad.  Vol.  140   141.    1899.  8«. 

Monuuieuta  historico-juridica  Slav.  mend.    Vol.  Vll,  1.    1899.  8^. 
Ant.  Radi6,  Zboniik  sa  narodni  SiTot   Bd.  IV,  3.   1899.  Sfi. 
Milivoj  §repel,  Gracta  za  povjest  Küixevnosii  hrvatske  Kniga  2.  189!)  8°. 
F.  Bndmaii,  Bjetnik  hrratakoga  ili  srpskoga  jezika  Svezak  19.  1899.  4^. 

Ktjl.  kroat.-slavon.'dalmatinisdies  Lmdesmtchii»  in  Agram: 
Vj^ataik.  Bd.  II,  1.  2.   1900.  4». 

Kroatische  archäologische  G^^l&äMtft  tu  Agram: 
Vjeataik.  N.  S.  S?eaka  IV.  1899/1900.  A\ 

SoeiiU  des  Anfiquaires  de  Pieardie  in  Amiene: 
BnUetia.  Aun^  1898  irimasive  1—4.  1899,  1.   1898—99.  Bfi. 

ObeervaMre  national  t^Atiihie»: 
Annalaa.  Tom.  n.  1900.  4^. 

Hielmritdier  Verein  für  St^waben  und  Neuibwrg  in  Augsburg: 
Zeitochrift.  28.  Jahrg.  1899.  8«. 

Peabodff  JAhrarg  in  Baltimore: 
Bxtract  from  firat  Catalogno  (Artikel:  London).  1899.  4<*. 

Morand  Weat/ur  Service  in  Baltimore: 
Maryland  Woafher  Service.  Yol.  I.  1899.  8^^. 
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Maryland  Geological  Survey  in  Baltimore: 
Hwyliud  Qeological  Sur?e7.    Vol.  III.    1899.  8*^. 

Naturforachende  OtseUschaft  tn  Bamberg: 
XVU.  Bericht   1899.  B<>. 

K(fl.  Bibliothek  in  Bamberg: 
Katalog  der  Handschriften.   Bd.  I.    Abtb.  2.   Lfg.  3.   1899.  8^. 
Naturforschende  Geaellschitß  in  Batet: 

Verbandlunpren.    Band  XTI,  2.    1900.  8". 

Der  Baaler  Chemiker  Christ.  Friedr.  ychunbein.    1899.  8**. 

}Ii:<torisch-anfi  [uanschc  Gesdlschaft  in  Batd: 

Jahresbericht  über  das  Jahr  1898/99.    1899.  8^. 

BdMge  aar  Taterlfaidiicheii  Qetohiehte.  N.  F.  Bd.  6.  H.  8.  1900. 

UnkertimabiKiolhek  in  Bomü: 
Schriften  der  UmTeriitilt  am  dem  Jalire  1888/99  in     a.  8*. 

Bataviaati^  Cftnootechap  van  Künsten  en  Wetensthappen  in  Batavia: 
Tijdtehrift.   Band  42.  1.   1890.  Bfi, 

Notulen.    Deel  37,  afl.  1.  2  en  ReKister  Over  1889—98.    1890.  8*. 
Dagh-Register  gehoudea  ini  Gaeteel  Bataria.    Anno  1086  und  1672. 
1899.  4«. 

ObservatOTff  in  Batavia: 
Obflerrationt.  Vol.  XXI.   1898.   1899.  fol. 

Regenwaarnemingen  in  Nederland.sch-Indii?.  Jaatg.  XX.  1898.  1899.  8*>. 
Die  Abweichung  der  Magnetnadel,  Beobachtongen  von  W.  von  Bennielea. 

1899.  fol. 

K.  iSerMtcfte  Akademie  in  Belgrad: 

Olae.  No.  68.  1900.  8". 
Spomenik.  No.  80,  57.  1900.  A^, 

Muteum  in  Bergen  CNort^egenJ: 

0.  0.  Sars.   An  acconnt  of  the  Craetacea.  Vol.  III,  pari  1—4.  1899. 

1900.  4^. 

Aarbog  für  1899.    1900.  8«. 
Aanberetning  for  1890.  1900.  8<^. 

Unioersity  of  CcMfornia  in  Berkdey: 

Schriften  der  UmTereität  of  California  ans  dem  Jalire  1899.  8^. 

K,  preuuieehe  Akademie  der  WiennediafUn  tu  Beriin: 

Die  Eweihonder^ahrfeier  der  kgl.  preass.  Alcademie  der  Winenechaflen 

am  19.  u.  20.  März  1900.    Berlin.  4°. 
Geschichte  der  kgl.  prenss.  Akademie  der  WissenacbafteBi  bearbeitet  von 

A.  Hamack.    Bd.  1,  1.  2,  II,  III.    1900.  8<^. 
Sitanngeberichte.  1899.  No.  89-58.   1900.  No.  1-29.  8*. 

K.  yeoloy.  Landewntiidt  und  BergtJtademie  in  BerUn: 

Jabrbndi  ftr  die  Jahn  1896-1898.   1897—99.  9^. 

Ceniral'BMreau  der  intemaHonalen  Brdmeesung  in  Bertin: 

Bericht  fiber  den  Stand  der  Erdforschung  der  Breit^variation  am  Sehlneee 
d.  J.  1890.  1900.  8^. 
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DnUake  dbMiMe  OeaeUtdiaß  in  Berlm; 
Berichte.  82.  Jahrg.,  No.  19.  88.  J«hrg.,  No.  1— IL   1000.  fi^. 

JOeuitdte  gtolojfittke  CfueUtdMft  m  BerUn: 
Zettoehrift.  Band  51,  Heft  8.  4.  1889. 

JfedieinMe  Ondls^aft  in  Betiin: 
Terhandlimgen.  Band  80.  1900.  8». 

Deutsdte  physikalische  Oesellsdiaft  in  Berlin: 

Die  Fortachritie  der  Physik  im  Jahre  1893.  54.  Jahrg.  in  3  Abteilangen. 

Braunschweig  1899—1900.  8^ 
VerhandlnTio^en.   Jahrgang  1,  No.  15.  Jahrgang  2,  No.  1—11.  Leipzig. 

1899 -im  8« 

PhysiologiftcJie  Geiellschafl  in  Berlin: 

Centraiblatt  für  Physiologie  1699/1900.    Bd.  XUl,  No.  21—26  a  Q.  b 

Bd.  XIV,  No.  1-6.  8». 
Yerhandlnngen  1899—1900.  No.  1—10.  8^. 

K.  techniacJic  UocJiSchule  in  Berlin: 

Rede  zur  Feier  der  Jahrhundertwende  am  9.  Jan.  1900  von  A.  RieUler.  4^. 
Oeber  die  geschichtliche  und  zukQnftiga  Bedaatnag  der  Toehnik,  Bede 
von  A.  Biedler.  1900.  4<». 

Jahrbuch.  Band  XIY,  4.  Band  xr,  1.  1900.  4<». 

K,  preuss.  OeodäUadtei  InstUtU  in  Berlin: 

K  Wfliipbal,  Das  Mittelwasser  der  Ostsee.   1900.  49. 
Aitomonrieeh  iwditM>o  Arbeiten  I.  Ordnung.  1900.  49, 

K,  prtms,  meUonitogieekm  Jiia<tifi<  in  BerUn: 

Begenkarte  der  Provinz  Preussen  von  G.  Hellmann.    1900.  8°. 
Ergebnisse  der  Gewittfr)»f»ob;ichtiin^rpn  im  Jahre  1897.    18ÖÖ.  -1". 
Ergebniese  der  Niederschiagabeobachtungen  in  den  Jahren  1895  o.  1896. 
1899.  4«. 

Srgebaisse  der  Beobachtungen  an  den  Stationen  IL  n.  III.  Ordnung  im 
Jahre  1895  und  1899.    1899—1900.  4*. 

Jahrblich  iVicr  r^ie  Fortschritte  der  Mathematik  in  BeHin: 
Jahrbttob.  Band  XXVIIl,  Heft  8.  1900.  80. 

Verein  Mur  BefMerung  des  Oarienbauee  in  den  pretui,  Staaten 

in  Berlin: 

Oarienflora.  48.  Jahrg.»  No.  2—13.   1900.  8^ 

NaturwissensdMftliche  Wochenschrift  in  Berlin: 
Wochenschrift.  Baad  XV,  Heft  1-6.  1900.  Fol. 

Zeitedmß  für  Instrumentenkunde  in  BerUn: 
Zeitichrift.  20.  Jahrg.,  Heft  1—6.  1900.  4» 

Allgemeine  gew^ndUeforeehenäe  OeedUehaß  der  Sdnoeie  in  Bern: 
Jahrbuch  Ar  Schweiaeritcbe  Geechiohto.  24.  Baad.  Zflrtch.  1899.  8^ 
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Sduceizerisdie  geologische  Kommission  in  Bern : 

Carte  g^olof^qne  de  la  Saiue  feuille  XVI  (2.  ^t)  av«c  noUce  expli- 
cative.   1899.  8°. 

B,  DepiUcuBtone  di  storia  patria  per  le  rmmneie  di  liomagna 

in  Bologna: 

Atti  e  Memorie.  lU.  Serie.  Vol.  17,  FaM.  4—6.   1900.  8*. 

Niederrheinische  Gesellschaft  für  Natur-  und  HeUkunde  im  Bmn: 
Sitzungsberichte  1899,  2.  Hftlfte.  8^. 

Universität  in  Bonn: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1898/99  in  4°  u.  8*. 

Verein  von  Alterlhumsfreundcn  an  lü^inlande  in  Bonn: 
Bonner  Jahrbücher.    Heft  104.    1899.  4«. 

Naturhistorischer  Verein  der  preussischen  Rheinlande  in  Bonn: 
Verhandlungen.    5G.  Jahrg.,  2.  Hiilfte.    1899.  S^. 

Socicfe  des  sciences  phf/si<jueü  et  naturelles  in  Bordeau-t: 
Procfea-vorbaux  Auuee  1898-99.    1899.  B*^. 

Mömoiree.  ^  S^rie,  tome  8,  cahier  2.  Tome  5,  cahier  1.  1899.  8^. 
Observatioiii  plavioin^triqaea  1898—99.  1899.  8^ 

SoeUU  Unni^me  tn  Bordeaux: 

AcUa.  Toi.  58.  1898.  8«». 

SocUti  de  giographi«  commeniaU  in  Bordeaux: 

BnUetiii.  1900.  No.  1—12.  Bfi, 

American  Aeademy  of  Art»  amd  Sdeneea  tw  BoOon: 

Froceedingt.  Vol.  86»  No.  4-9.  1889. 

Boston  Soeietff  of  natural  HiHory  in  Botion: 

Proceedings.  Vol.  29,  No.  1—8.  1889.  8<>. 

ArtiM  der  Stadt  Braumehmigs 

Urkimdenbneh  der  Stadt  Braonschweig.  Bd.  II,  Abth.  $.   1900.  4^ 

DeuUeher  Verein  für  die  OeaMMe  Mährene  und  Sddeeiens  m  BrUnu: 

Z^UßktHL  4.  Jahrg.,  Heft  1,  2.   1900»  89. 

Naiurforeehender  Verein  in  Brütm: 

Verhandlungen.    Band  37.    1898.    1899.  89. 
XVll.  Behebt  d.  met.  Comm.  i.  J.  1897.    1899.  8« 

Academie  Boyale  de  medccinr  in  Brüssel: 

Bulletin.   IV.  S^rie.   Tom.  XIU,  No.  11.   1899.   Tom.  XIV,  No.  1-5. 
1900.  80. 

Academie  Boyode  des  sciences  in  Urilssel: 

Bulletin,    a)  Classtj  dea  Lettres  1899,  No.  11,  12.    1900,  No.  1—4; 

b)  Clasae  de«  Sciences  1899,  No.  11,  12.   1900,  No.  1—4.  8^. 
Annaaire.  66»  anneo.    11)00.  8". 

Societe  des  Bollandistes  in  BrOssd: 

Aaalecia  Bollandiana.  Tome  XIX,  £mg.  1,  2.   1900.  89. 
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SocieU  entomologique  de  Belgique  in  Brüssel: 

Annales.   Vol.  43.    1899.  8®. 
Utfmoii««.  m  1900.  8*. 

Soeiiti  beige  de  gtologie  in  Brüssel: 
Boltotia.   Tome  12,  Fute.  9.   IS»  1.   14»  1.   1900.  S^. 

Sociclc  lioycde  malacologique  de  Belgique  in  Brüssel: 

BoUetin  den  S^nces  1899,  p,  XCVU-CXXVIU.  8^. 
Annales.  Tome  81»  fatc.  3.   1896.  Tome  88.   1898.  8^. 

Ohservatoirc  Eoi/ale  in  Brüssel: 

Bulletin  mensuel  de  magaetibiue  terrestre.    Sept.  u.  Oct.  1899,  Jauvier 
1900.  8". 

Annnaire  65«  aiin<$e  1898  avee  Supplement 
66«    .  1899 

67«    ,      1900  1898-1900.  8«. 

K.  ungarische  Akademie  der  Wksscnschaftcn  in  Budapest: 
Diplomacziai  Eml^kek       Anjon-Korbdl  lU.    187G.  8^. 

K.  ungarische  geologische  An.^taH  in  Budapest: 

A  Ma<7yar  kir.  f^.kltani  int^zeb  övköngve.    Bd.  XIIT.  2     1899.  A^. 
Mittheilungen  aus  dem  Jahrbucbe.    Bd.  XIII.    lieft.  1,  2.    ISdd.  8^ 
Földtani  KOslOny.   Bd.  29.   Heft  1—12.   1899.  6*. 

K.  ungarisches  Ackerbau-Minisierium  in  Budapest: 

Laadwirtscbaftlicbe  Statistik  der  Lander  der  uugariäcben  Krone.  Bd.  IV. 
1900.  4«. 

Jftwco  naeuuuU  in  Suenoe  Aires: 
Comnmeaeiones.  Tomo  I,  No.  6.  1900.  8^. 

Officina  meteorologica  Argentina  in  Buenos  Aires: 
Anales.   Tomo  XU.    1898.  4« 

Deutsche  akademische  Vereinigung  in  Buenos  Aires: 
Veröflfentlichungen.   Bd.  I.   Reh  1    3.    1900.  8^. 

Botanischer  Garten  in  Buitenzorg  (Java): 
Bulletin  No.  üi.    1900.  4». 

Mededeelingen.  No.  84.  86.  87,  Batavia  1899.  1900.  4«. 
M.  Racibonki,  Panuitiiiolie  Algen  und  Pilie  JaraV  Thefl  I.  Batavia 
1900.  4!*. 

Society  of  nafuraJ  ^cienees  in  BwffaU>: 
BuUetin.  Vol.  6.  No.  2—4.  1899.  4P. 

Aeaäemia  Bomana  in  Bukarest: 

Documente  privitore  la  istoria  Romrmibr.  Vol.  XI  (1517-1612)  1900._  4« 
Eudoxiu   de   Hurmuzaki,   Docunionte   privitore  la  Istoria  Romänilor. 

Vol.  JX,  2  et  Suppl.  II,  Vol.  III,  fasc.  1.    1899-1900.  4®. 
Acte  m  fragmente  din  latoria  Ron]D,nilor  de  Noculac  Jorga  I.  1898,  8^. 
Fragmertn  din  Ittoria  Rom&ailor  de  £tidoxin  Baron  de  Hnrmniaki. 

1900.  8». 
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liumänisches  meteomlnfjisrhrs  Institut  in  Bukarest: 
Aiudele.   Tom.  14.    1898.    1900.  4». 

Sociiti  Linnienne  de  Normandie  in  Caen: 

Mömoires.    Vol.  XIX,  faac.  3.    1899.  4» 
Bulletin.    6.  Serie.    Vol.  II.    1899.  8». 

Meteorological  Department  of  the  Oovernment  of  India  in  Caicutta: 
Montbly  Wmtber  fieview  1899.  Anguli— DeMinber.  1900.  Fol. 

Oedlogietä  Swrwy  cf  Inäiik  in  CaUtUta: 

Memoire.    Vol.  28,  part  1.    1898.  40. 

Palaeontologia  Indien  Ser.  XV,  Vol.  1,  part  2.    Vol.  II. 

Title  page  etc.  New  8cries  Vol.  I.   No.  1  o.  2.    1899.  fol. 

Asiatic  Society  of  BengcU  in  Calcutla: 

Bibliotheca  Indien.  New  Ser.  No.  950  und  958—963.   1899—1900.  8^. 
Journal.   No.  882.  883.    1899—1900.  8^. 
Proeeedings.  1889.  No.  VIII— IX.  1900.  No.  I.  6». 
Catalogue  of  Booka  and  Maniiaeripta  of  the  Aaiatic  Society  of  Bengal. 
IVuc.  II.   1900.  40. 

MuMum  6f  emparaHüe  ZooU>gy  ai  Harvard  Cothge  in  Cambridge^  Mau: 

Bulletin.    Vol.  35.    No.  8.    1900.  B^. 
Memoin.   Vol.  XXIII.    No.  3.    1899.  4«. 

Vol.  XXIV.    Reports  of  an  Exploration  of  the  West  coaits 
of  Mexico. 

Vol.  XXVI.  The  Pishes  by  8.  Garmaii.    Text  and  Atlas. 

1899.  4». 

AHrwumteal  Observatory  of  Harvard  College  in  Cambridgef  Mat»»: 

54tT'  annual  Report  for  the  vear  en  Hnf?  Sept.  30.    1899.  8®. 

Annale    Vol  82,  part  2.   Vol.  33,  Vol.  43,  part  2.   Vol.  44,  part  1. 

löüy— li^oo.  40. 

Fhilosophical  Society  in  Cambridge: 

Proceedings.    Vol.  X,  part  4.  5.   1900.  8*^. 
TVsnaactioDi.  Vol.  XVm.  Vol.  XIX,  1.   1900.  4^. 

Äccademia  Gioenia  di  scienze  naturali  in  Cutania: 

Atti.   Serie  IV,  Vol.  12.    1899.  4^. 
BoUettino.   Fase.  60,  61,  62.   1899—1900.  8^. 

K.  sächsisches  meteorologisches  Imtitut  in  Chemnitz: 

1.  Jahrgang  der  DeciiUen  AIouatübericht«»  für  1898.    1899.  4°. 
Jahrbuch  1897.    Jahrg.  XV,  Abih.  III.   1899.  4«. 

FUM  Colwabian  Mwmm  in  Chkago: 
Pablications.  No.  40.  41.   1699.  8<». 

The  Birdfi  of  Eastem  North  America  by  Charlee  B.  Coiy.    Part  II. 
1699.  80. 

Zeitschrift  „The  Open  Court"  in  Chicago: 
The  Open  Court.  Vol.  XIV,  (No.  1—3)  No.  524.  626.  1900.  01». 
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YerJccs  Observatonf  of  the  ümvenüy  of  Chkago: 
Bulletin.    No.  12.    1899.  A^. 
I.  II.  annnal  Report.    1899.  4^ 
Pablicationt.  Toi.  L  1900.  4«. 

Vol.  ZI»  No.  1—4.  1900.  8*. 

Nonk  FoUkmuteum  in  dmttkmia: 
Beretoiag  om  Foreningea*  Virksomhed  1899,  No.  Y.  1900.  8^. 

Ois^UAaft  der  WiaaentthafU»  in  ChriaHama: 
Forhandlingar  1899,  No.  2—4.    Ovewigt  u.  Tit    1900.  8», 
Skrifter.    I.  Matbem  -naturwiss.  Klasse  1899,  No.  1.  5.  8.  9  n.  Tit. 
IL  Hiitor.-filos.  Kiaaae  1899,  No.  5  u.  Tit.    1900.  40. 

Kgl.  Nonreffische  Universität  in  Christiania: 
Universitets  Aarsb'^r^  tnm«,'  for  1897—98.    1899.  8®. 
üniveraitets-og  Skole-Aanaier.    13.  Aarg.  1898.    1899.  S**. 
Archiv  for  Mathematik  og  NAtarTideneksb.  Bd.  XX,  Heft  4.   Bd.  XXI, 

Heft  1—3     1897  -99.  8'>. 
Jahrbuch  des  inete*  roio^fischen  Instituts  für  1898.    1899.  4P. 
Norske  Gaardnuvati  af  0.  Rjgh.    1898.  8°. 
A.  Chr.  Bug,  Documenter  og  studier  II.   1899.  8^. 

CammiUee  of  ike  Nommgian  Nw&^MlanÜc  Kipcditum  in  Chmtiania: 

Den  Nonke  NoidbaTi-Espeditioii  1876-1878.  No.  XXT.  XXTL  XXVIL 
1899—1900.  Fol. 

Historisch-antiquarische  GeeelMtaft  für  OraMnden  in  CShwr: 
XXIX.  Jahiosbericht.    Jahrg.  1699.    1900.  B^. 

Franz- JimjphS' Universität  in  Czernowitz: 

Verzeicbniss  der  Vorlesung-en.    Sommer-Semester  1900.  8*^. 

Die  feierliche  Inau^'uration  des  Rektors  für  1899/1900.    1899.  8®. 

Natur  forschende  Gesellschaft  in  Danzig: 
Schriften.   Neue  Folge.    Bd.  X.    Ueft  1.    1899.  B^. 

Westpreussischer  Geschichtsverein  in  Danzig: 
Bans  Märcker,  Geschichte  der  ländlicben  Ortschaften  des  Kreises  Tliorn. 
Hififnrischer  Verein  für  das  Grossherzoijthum  Hessen  in  JJarmstadt: 

Archiv  für  Hessische  Gescbicbte.  Neue  Folge.  2.  Bd.  2.  Heft.  1899.  8<>. 
ÜberheHBiBchcs  Wörterbuch  von  Wilb.  Crecelius.    Lfg.  8.  4.    1899.  8^. 

Davenjyort  Acadenuj  of  )iatural  sciences  in  Davoiport : 

Notes  on  Mining  in  the  State  of  Durango,  Mexico.        H.  van  F.  Fur- 
masD.  1900.  8*. 

VnAon  giographiqne  du  Nord  de  la  Franee  in  Donai: 
BoUetm.  Tom.  20,  tnmesti»  4.  1899.  8^ 

Bofftd  Irieh  Aeaderny  in  DubUn: 
Piooeediqgi.  8«r.  III,  Yol.  5,  No.  4.  1900.  8P. 

Jmeriean  Chemkäl  Sodettf  in  Baeton,  P^: 
Tho  Jonmal.  Yol.  29^  No.  1-5.  1900.  8^. 
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Royal  College  of  Physiciam  in  Edittburgh: 
Keporta  from  the  Laboratory.    Vol.  Vll.    1900.  8^. 

Koyal  Society  in  Edifihurtjh- 
Proceedings.  Vol.  XXII,  No.  6,  7.   18ü0.    Vol.  XXI 11,  No.  1.    1900.  ö«. 

Scottish  Microscopical  Society  in  Edinburgh: 
Proceedinga.    Vol.  II,  No.  4.    1899.  8^. 

Royal  Vhysicnl  Society  in  Edinburgh: 
Froceedingi.    Session  1808—99.    1000.  B». 

Karl  Friedrichs-ii ynmasium  zu  JEÜsenach: 
Jahreabericht  f.  d.  J.  1899-1900.    1900.  40. 

Naturforscliendc  Gesellschaft  in  Emden: 
83.  11.  84.  Jabresbericht  fiir  1897/99.    1899.  8^ 

lieaie  Accademia  dei  Gcoryofdi  in  Florenz: 
Atti.    IV.  Serie,  Vol.  22,  disp.  3—4.    1899.  8". 

J?.  Depntazione  Toscayia  surjlt  sitttdi  di  .tforia  pafn'a  in  Florenz: 

Docnmenti  per  la  tioria  della  cittä  di  Are^zo  per  Ubaldo  Tasqui.  Vol.  1. 

1899.  40 

JB.  Iftiluto  äi  ttuäi  wperiori  in  FhrefU: 

PabblieuioDL  a)  Swioiii  di  filosofia  e  filologia.  No.  28.  1686^97.  4«. 

b)  Sezioni  di  scienze  flaidie  e  natorali.    No,  28— 99. 

1896—97.  40. 

c)  Sezioni  di  medicina  e  chirurgia.   No.  15,  parte  IV. 

No.  18-20.   1896—97.  4^ 

Sendtenhergitdte  natwrfor$^ende  Ges^ltdtaft  in  I\rahfefvrt  «^M,: 

AbhandlmgeiL  Bd.  20,  Heft  2.  Bd.  20,  Heft  1.  1899.  40. 
Bericht  1899.  1900.  8^ 

Verein  fiir  OeedtkMe  und  JUerlihum$kunde  in  JFVankfwt  o/lf . 
Mittbeilnngen  Aber  rOmiiohe  Foncle  in  Heddembeim  III.  1900.  4**. 

Sreisgau^  Verein  Sdtavrine'LaMä  in  FVeibwg  t.  Br,: 
»Scbau-ini-Land.*  Jahrlauf  26.  1899.  Fol. 

Universität  J^eSburg  in  der  SdHow: 

Index  lectioDum.    Veneichniss  der  VorleeongttQ,  Sommer-  Semester 

1900.  8». 

Coliectanea  FriburKensia.    F&ac.  IX,    1900.  4®. 

Verein  für  Naturkunde  in  Ftdda: 
Jos.  Vonderau,  Pfahlbauten  itn  Fuldatbale.    1899.  4^. 

SocitHc  d'hi.'itoire  ft  d'areMiologie  in  Oenf: 
BttUetiii.    Tom.  2,  livr.  3.    1900.  8». 

Kruidkundig  Getiootschap  Dndonaea  in  Gent: 
Botanisch  Joarboek.    XI.  Jahrg.    1899.  8^ 

Oherlausitzische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Chriite: 
Neues  Lanritsischee  Magasin.  Bd.  75,  Heft  2.  1899.  8^. 
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K.  GeuUschaß  der  Wissenschaften  m  CRfUmgen: 

OdUingische  gelehrte  An/eiK^eii.   1899.  No.  6,  11,  19;  1900.  No.  1^4. 

Berlin  1899—1900.  4^ 
Nachrichten,   a)  Philol.-bist.  Classe.    1899.    Heft  4.    1899.  4^ 

b)  Mathem.-pbjB.  Clane.  1899.  Heft  8.  1890.  4*. 

K.  GeseUaehaft  der  Witsemehaften  in  Gotkemburg: 
HaadliDgar.  IV.  Folge.  Heft  IL  1899.  tfi, 

StadthSbtioßuk  in  Ooihmburff: 
Göteborg»  HOgikolaa  Anakrift.  fid.  6.   1899.  8*. 

TA«  Joumäi  of  Comparaiive  Newrohgif  in  OranmSle  (ü.  8$,  AJ: 
Tbe  Janmal.  Vol.  X,  No.  1,  8.  1900.  B^, 

Unioersität  in  Orot: 
Verzeichnis^?  der  Behörden,  Lehrer  und  Beamten.    1899/1900.  4*. 
Verzeichniss  der  Vorlesungen,  Soiumersemester.    1900.  4^. 

yaturu  isfiemchaftUcher  Verein  für  Neu-Vorpommtm  in  Gre^swaid: 
MiUbeUungen.   31.  Jahrg.   Berlin  1900.  8^. 

Fürsten-  unrl  Lnndesschulc  in  Grimma: 
Jahresbericht  über  das  Jalir  1899/1900.    1900.  4^. 
K.In$tUwitvoor  de  Taal^,  Land-  en  Volkenkunde  van  Nederlandsch-Indii 

im  Jfddff: 

Bydragen.   6«io  Volgreeka,  Deel  VII,  aflev.  1,  2.    1900.  BP. 

Teyhr's  GoiooLichap  in  Haarlem  : 
Archivea  du  Musee  Teyler.    S.-r.  II,  Vol.  6,  partie  4,  5.    1SJ9A900.  4P. 

Socirti'  Holhuxlai'iC  des  Sciences  in  Ilaarlcm: 
Archives  Näerlandaisea.    Ser.  II,  Tom.  8,  livre  3  —5.    1900.  8P. 

Historischer  Verein  für  Württemb.  Franken  in  SchtciäMsehrllaü: 
WSrttembergisch  Franken.   N.  F.  VII.    1900.  8*. 

Kaiserlich.  Leopoldinisch-Carolinische  Deutsche  Akademie  der  NiUurforscher 

in  HäUe: 

Leopoldin».  Heft  8S,  No.  19.  1899.  Heft  86,  No.  1—6.   1900.  4^. 

IknUdte  morgeniändist^  GeedUdiaft  in  Hätte: 

ZeiUchrift.  Band  53,  Heft  4.  Band  54,  Heft  1.  Loipzig  1899/1900.  8«. 
Abhandlungen  für  die  Kunde  des  Morgenlandes.  Band  XI,  9.  Leipzig 

1899.  80. 

UmvenUät  Hätte: 
YeneichniM  der  Vorleeangen.  Sommer-Semester  1900.  8^ 

NatuneieteneehafUusher  Verein  für  8ath$en  ufid  Thüringen  in  Hätte: 

Zeitschrift  für  NatnrwisaeoscbafteB.  Bd.  79,  Heft  8—5.  Stnttgart  1889— 

1900.  8». 

Mntkematische  Geselhchaft  in  Hamburg: 
Mittheilongen.    Bd.  3,  Heft  9.    Leip/ag  1900.  8«. 

Verein  für  Jf'imhnrfiische  Geschichte  in  Hamburg; 

MittbeiluDgeu.    19.  Jahrg.  1896/99.    1900.  S^. 
Oesammtregister  von  1889—1899.  1900.  8^. 
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Verein  für  natimirissenschaftliche  ütUethaUmng  in  Hambwg: 
Verbandlangen.   Bd.  10.  1899. 

NatuncissenschaflUcher  Verein  in  Hambwrg: 

Ahhandlanj?en.    Bd.  XVI,  1.  H&lfte.    1900.  4®. 
Verhandlungen  1899.    III.  Folge  XII.    1900.  8«. 

Bibhothel  der  deutschen  SeetcarU  in  Hamburg: 
II.  Nachtrag  aum  Katalog.    1899.  8^. 

Ces-rhicht ^verein  in  Hanau: 
Jahrdsbericht  für  daa  Jahr  1898/99.    1899.  Bfi. 

Universität  Heidelberg : 

Herrn.  O^^tboiT,  Tom  Suppletiv wesen  der  indogermaoMchea  Sprachen. 

1899.  40. 

Robert  Wilhelm  Bunten,  ein  akAdemieehes  Gedenkblmti.  1900.  4^, 

IRatorisch-philosophischer  Verein  m  Brndeiberg: 
Nene  Heidelberger  Jahrbfieher.  Jahrg.  9,  Heft  S.  im.  8^. 

Naturhistorisch-medicinisdier  Verein  zu  Heidelberg: 
VerbaodLungen.    N.  F.  Band  VI,  Heft  3.    1899  8". 

Commission  giologique  de  la  Finlande  in  Heising fors: 
Balletin.    No.  9,  10.  1899. 

^'inländische  Ge<irlhrh!tft  der  Wissenschaftej}  in  HeUingforg: 

UlVewigt  af  Förhandliugar  XLI.  1898-99.    1900.  8». 

Bidrag  tili  kilnnedom  af  Finlanda  Natur  och  Folk.   Heft  68.  1900.  8*. 

Societas  pro  Fauna  et  Flora  Fennicia  in  Hehingfarn: 

Acta.    Vol.  15.  17.    1898—99.  8«. 

Verein  für  siebcnbüryische  Latuleskunde  in  Hermannstadt: 

Archiv,   N.  F.,  Band  29,  Heft  2.    1900.  8«. 
Jahresbericht  fOr  dat  Jahr  189Q/M.  1900.  8^. 

OrtsUimaäw  JJbIheüung  der  Kai$eHUh  nutut^ten  Geographischen 

OeeeUtthirft  in  IrkiUsIt: 

bweitya.  Tom.  80,  No.  2-8.  1900.  8*. 

Journal  of  Phyeicei  CAemMfry  Mt  Ifftoeo»  N.T,: 
The  Jonmal.  Vol.  8,  No.  9.  1899.  Vol.  4,  Nr.  1—4.  1900.  8^. 
Medi&met^naiufwiteeiwSiüf^lidie  Cha^iedMft  m  Jena: 

Denksohriften   Band  VI,  Lieferung  3.   Text  und  Atiai.   1899.  Fol. 

Band  VIII,  Lieferung  6.    Text  und  Atlae.   1900l  FoL 

SociitS  de  mideeine  in  Kharkow: 
Tmdy.    1898.   1900.  8^. 

Universite  ImpMdU  in  Kharkews 
Sapiaki  1900.   kniga  1,  2.  8^ 

Gesellschaft  für  ScMesicig-Holstein'LaMenburgi$(^  OeeehidUe  in  Kiel: 
Zeiiachrift.  Band  29.  1900.  8^. 
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KmmiMmon  Mut  wiuemdtafU,  Untenudmng  tktdetUtdhm  Meere  in  Kiü: 

Wissenscbaftlicbe  Meeresunteztnobiiiigei).   N.  F.  Bd.  Y,  Heft  1.  AV 
theUoJig  Kiel.   1900.  4». 

Universität  in  Kiew: 
Iswertüa.   Vol.  39,  No.  5,  9-12.    1899.  Bd.  40,  No.  1—4.    1900.  8^. 

Naturhistorisches  Layulesmuseum  in  Klaget^urt: 
Diagiftnroe.    Witteraogsjahr  1699.   1900.  Fol. 

PhysikaHsch-ökonomische  OeseUtchoft  in  KSmg^berg: 

Scbriftea.   40.  Jahrg.  1899.  4» 

K.  Universitäts-Sternwearie  in  Königsberg: 

Artronomische  Beobacbtaagen,  Abteilung  88  u.  39.   1899.  FoL 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 

Overaigt.    1899.    No.  6.    1900.    No.  1—3.  S». 
M^moir&B.   a)  Sections  des  Lettres.    Tome  VI,  No.  1. 

b)  Sections  des  Sciences.   Tome  IX,  No.  4—6.    1900.  4<>, 

Gesellschaft  für  liordische  Alterthumshtride  in  Kopetdiagen: 

Aarböger  1S99,  II.  Raekke.    14.  Band,  Ilelt  i.    1900.  8^ 
H^moiraf.  Kout.  Stfr.  im.  S^. 

Akademie  der  WiaeenedHaften  in  Kraikau: 

Aaseigw.  1899,  October— Dezember.  1900,  Januar— M&r». 
Bosprawy.  a)  histor  fll  .of.  tom.  37  und  8er.  II,  iom.  IS. 

b)  filolog.  Ser.  II,  tom.  14. 

c)  matemat.  Ser.  II,  tom.  16  (36).    1899.  S». 
RodDik.   Rok  1898/99.    1899.  8^. 

Sprawossdanie  komisyi  bist,  situki  Tom.  VI,  4.    1899.  4**. 
Scriptores  Kerum  Foionicarum.    Tom.  17.    1899.  8^. 

Sociiti  Vandolse  des  science.<i  naturelles  in  Lausa)i}i€: 

Bulletin.   IV.  S^rie.  Vol.  36,  No.  133.  134.    1899.   Vol.  86,  No.  135, 
186.    1900.  80. 

Maatsdiappij  van  Nederlandsche  Leiterkunde  in  Leiden: 

Handelingen  en  Mededeelingen,  jaar  1898—99.   1890.  8°. 
Lerenebenebten  der  afgeBtorrea  liedeleden  1896—09.  1899.  8^. 

ArM»  der  Maihemai^k  md  FhftXk  in  Leipzig : 

ArebiT.  IL  Reibe,  Tbeil  XVII,  Heft  8.  1900.  ^, 

K.  OemiUdtaß  der  Wieeene^taßen  in  Leipzig: 

Abbaadlimgen  der  pbilol-biat  Claaee.  Band  XX,  No.  1.  1900.  4*. 

AbbandlunK'en  der  matbem-pbysikaliicben  ClatM.    Bd.  XXV,  6  n.  7. 

lid.  XXVI,  1  u.  2.    1900.  40. 
Berichte  der  philoi.-histor.  Clasae.    Bd.  61,  No.  4.  6.    1899.    Bd.  52, 

No.  1-8.   1900.  8». 
Berichte  der  mathem.-pbvslk.  Claase.    Bd.  51,  1899,  Allgemeiner  Teil. 

Naiarwissenscbaftl.  Teil  und  Mathematisch.  Teil,  No.  6  u.  6.  Bd.  62. 

1900.   1,  II.  8« 

Fürstlich  Jablonowsk^'sche  GeselUcluift  in  Leipzig: 
Preiticbriften.   No.  XXXV.   1900.  4<>. 
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Journal  für  praJctische  Chemie  in  J,eip:^'i' 
Journal.  N.  F.  Bd  60,  Heft  9-12.  1899.    Bd.  61,  Ueft  1—9.  1900.  8». 

Verein  für  Erdkunde  tn  Leipag: 
Mittheiiuiigeu  18^9.   IdOU.  8<>. 

Unirersity  of  Nehrasl-<i  in  TAncoln: 

Bulletin  of  tlic  ü.  S.  Agricnltun\l  Experiment  Station  of  Nebraska. 

Vol.  XI,  No.  55    59.  1898—99. 

Sücicilade  de  (/eofinipliui  in  Liasabon: 
Boletin.    17.  Serie,  1898    99,  No.  1,  2.  1899. 

Literary  and  philosophical  Society  in  LiverpoiA: 
Proceedings.   No.  LIll.   1899.  8^. 

Universite  Calholiqne  in  Loewen: 
Schriften  der  üniverHÜät  a.  d.  J.  1808/99. 

Zn'^srhriff  „La  Cellule"  t»  jLoewew.* 
La  CeUato.  Tome  XWÜ,  1.   1900.  4P, 

Ber  Majtttjfs  Secretary  of  State  för  India  in  Councä  tu  Z/ondom: 

Dictionarj  of  the  Lepcha  Language  by  Q.  B.  Mamworing,  tefijed  hj 
Albert  Grfinwedel.  Berlin  1898.  4P, 

The  En^ish  HieUmetU  Seview  in  London: 

Historical  Beview.  Vol.  16,  No.  67,  68.   1900.  8*. 

BoyeH  Soeiety  in  London: 

Tear-book  1900.  8«. 

Prooecdings.  Vol.  66.  No.  422-423.  Vol.  66.  No.  424—480.    1900.  8<>. 

S.  AtironoHucal  Society  in  London: 
Honiblj  Noticee.  Vol.  60,  No.  2-7.  1889-1900.  8^. 

Chemieal  Society  tn  London: 

Jöuroal  No.  447—462  (Febroary  —  July  1900).  S*. 
List  of  the  Fellows  and  Officera  March  1900.  8®. 
rroceedinga.   Vol.  16,  No.  217—226.    1900.  8^. 

Linnean  Society  in  London: 

The  Journal.    Zoolo-y.  Vol.  27,  No,  177,  178.   1899—1900.  8^». 
List  1899—1900.    1099.  8^ 

F.  3ficro8Copical  Society  m  London: 

Journal  1900,  part  1—3.  S^. 

Zoological  Socief  tj  in  Tx^ndon  ■ 

Proccedinga.   1899,  part  W.    1900,  part  1.    1900.  ö^. 

Zeitschrift  „Nature*'  in  London: 

Natare.   No.  1676—1600.    1900.  4«. 

Missouri  Botanieat  Qafden  in  St,  Lome: 

11.  annual  Beport.   1900.  BP, 
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Sociite  geölogique  de  Belgique  in  Lüfffrh: 
Annale«.   Tome  26.  Mtt.  4.   Tome  27,  livr.  1.  2.    1899—1900.  8^. 

Bulletin  historique  du  dioei$t  in  Lyons 
BnUetin.  Annee  I,  No.  L  1900.  8^. 

Government  Museum  m  Madra»: 
BuUetiiL   yol.  3,  No.  1.   1900.  «P. 

The  Government  Obsercatory  in  Madnu: 
New  Madras  General  Catalogme.   1899.  4fi* 

R.  Academia  de  cieneku  exaeta$  in  Madrid: 
Annoario  1900.  6^. 

R.  Aeademia  de  la  historia  in  Madrid: 
fioletin.  Tomo  86,  enad.  1900.  8^. 

B.  Ostervaiorio  di  Brera  in  Maüand: 
Pabblicaiioni.  Ko.  XL,  parte  III.  Mediolaai  1899.  4^, 

SoektA  litdiami  di  »eienge  naturaHi  in  MaOand: 
Atti.  Vol.  88,  FaM.  4.  Vol.  89,  Faae.  1.  1900.  Bfi, 

Sodeiä  Siorica  Lombarda  in  Maüand: 

Anliivio  Storico  Lombardo.  Setie  III,  «ano  26,  Faac.  34.  1899.  anno  ST, 

yasc.  25.    1900.  8^ 

Verein  zur  Erforschung  der  rheinischen  Oeschi^U  in  Maine: 
Zeitachrift.    Bd.  4,  H.-ft  2  u.  3.    1900  S«. 

Siegmund  Salfeld,  der  alte  israelitische  Friedhof  in  Mainz.  Berlin 
1698.  8^. 

laterarj/  and  fMoiophieal  Society  in  Man^eeUr: 

Kemoirs  and  Proceedings.  Vol.  43,  part  6.  Vol.  44,  part  1—8.  1899^ 
1900.  8*. 

Fürsten-  und  Landemimte  8t,  Afra  in  Meisten: 
Jahreibericht  fllr  das  Jahr  1899—1900.  A^. 

Verein  ßtr  GetfkidUe  der  Stadl  Meiosen  in  Meiosen: 
Mittheilongen.  Bd.  V,  Heft  2.  1899. 

Mivista  di  Sioria  Äntica  in  Mesoina: 
RiviiU.  Anno  IV,  Faec.  4.  1899.  Anno  V,  Faec  1.  1900.  Bfi, 

OeKÜsehaft  fv/r  Jothriegio^  Oesckiehte  in  Mete: 
Jahrboch.  XI.  Jahrgang  1899.  4^ 

InstUuto  geolögieo  in  Mexico: 
Bolotfn.  No.  12,  18.   1899.  4P. 

Observatorio  meteoroHfiyicO'maffnitico  central  in  Mixko: 
Boletin  monraal.  Mos  de  Jnlio— Sept.  1899.  4^. 

OboerwUorio  aeironömieo  nawmeH  de  Taeuhaya  in  Mexico: 

BoletOi.  Octnbre  189a  1900.  40. 
Annario.  Ailo  XX,  1900.  1899.  Bfi. 
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Sociedad  cienlifka  „Antonio  Äizate"  in  Mexico: 

Memorias  y  K^vista.    Tomo  XIT,  No.  11  y  12.  1899. 

Socitdad  de  historia  natural  in  Mexi^: 

Im  Nataraleta.   II.  .^ene,  Tom.  3,  cuad.  3  y  4.    1899.  4^ 

Sodetä  dei  naturalisti  in  Modtna: 

Aiti.   Ser.  IV,  Yol  1,  anno  32.  1899.   1900.  8«. 

Museo  nacional  in  Montevideo: 

Anales.   Tom.  II,  Fase.  12.   Tom.  III,  fasc.  18.    1809—1900.  Fol. 

Academie  de  sciences  et  lettres  in  Montpellier: 

Mtfmoires.    Sectinn  des  lettres.   2*  Sdrie,  Tome  2,  No.  2. 

Section  dea  sciencea.   2'  Sähe,  Tome  2.  No.  5. 

SectioB  de  mädeeine.  8*  S^rie,  Tome  1,  No.  %  8.  1896—99.  8^. 

Obsertatobre  miUoroioffique  ei  magnitique  de  Vüniversite  Imp. 

in  Mimtau ! 

Obeemtiom.  D^oembre  1888  ei  Jaamr— Jnin  et  Aofit  1899.  4^. 

SoeiiU  ImphiaSe  des  Natwäiktee  in  Mütttau: 

Bnlletin.  Abb^  1899.  No.  1-8.   1899—1900.  8». 

Deutteke  OenUt^aß  für  Anthropdoffie  m  BetUn  und  Mündten: 

ConoBpondessblatt  1899,  No.  lO^lS.  1900,  No.  1.  HflaelieD.  4^* 

SuaitH»^  Amt  der  Stadt  Mündien: 

Mlltieliaier  Btatistuclie  JabresüberBicbien  für  1^8«   1900.  4^. 
Veneichnii  der  Stnuaen  und  Pl&ise  u  Manehen.  1900.  4^. 

Qenertitdirelttiim  der  k,  b.  Pötten  und  Tdegrofhen  m  Mündten: 

Nftchtr&^  zum  Yerzeichniss  der  in  nnd  noieerbalb  Beiern  oradieiBeB* 
den  Zeitungen.  1900. 

K,  hayer.  technische  Hochschiäe  in  München: 
Peraonaletand.  Sommer-Semester  1900.  8*^. 

Metropolit  an- Kapitel  Müncliet^JFreising  in  MünAeu: 

Schematiamufl  der  Geiatlichkeit  für  das  Jahr  1900.  8^. 

Amtsblatt  der  Ersdiözese  München  and  Freiaing.  1900.  No.  1—18.  8*>. 

K.  Oherhertjamt  in  München: 
Qeognostische  Jahre^hefte  XI.  u.  XII.  Jahrg.  1898  u.  1899.  4f^, 

K.  Staatsministerium  des  InntfU  in  München: 

Der  Stand  dps  landwirthscbaftlicben  Qeaoesensehafteweeens  in  Bajen 

1899.    1900.  4". 

Jahrbneh  des  Hydrotechnischen  Bureans  1899  n.  1900.   Heft  1.  49. 

Universität  in  München: 

Schriften  aus  den  Jahren  1899/1900  in  49  und  8°. 

Amtliches  Verzeichniss  des  PersonaJe.   Sommer-Semester  1900.  8^. 

Verseichniss  der  Yorlesnngen.  Sommer^Semester  1900.  4'*. 

Äerztlicher  Verein  in  Mitneken: 
Sitsuigebericbte.  Bd.  VUI.  1898.  1899.  8P. 
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Historiseher  Verein  in  München: 
Alibayeriaohe  Monatsschrift.  H«ft  1—8.   1900.  40. 

Bayer,  Kunttgewerbeverein  in  München: 
DonkaehriA.  Die  würdige  Anagettelkug  der  KoUeniniel.  1900*  4<^. 

Omühologis^er  V§rtSn  in  M&ndttn: 
Jahmberidii  für  1897     1896.   1899.  ifi, 

VMag  der  flbcM^-JTadhndUefi  t»  MiMten: 
HodMoliiil-NMltrichtett.  1900,  No.  Hfl— 114.  116,  117.  4«. 

Verein  fOr  GeedMie  «ml  JJterikumekunde  Wee^äiens  im  MüntUr: 
ZdtMhrift  Bd.  67.   1899.  8^. 

Aeadimie  de  Sianiriae  in  Nancjf: 
H4m<mee.  5.  S^rie,  tom.  16.  1889.  6*. 

Bo&iU  des  aeieneee  tn  Kanei/: 

BtüteÜB.  Stfr.  II,  Torna  16,  tue  88.  Stfr.  III,  Tome  1,  fuc  1,  fl.  Paria 

1899.  1900.  $f^, 

BeäU  Aeeademia  di  edenee  morali  e  poliHdie  in  Neapds 

Ben];  jiito.    Serib  8,  ToL  6,  fiue.  8—12.  1899.   Vol.  6,  ftac  1—4. 

1900.  80. 

North  of  England  Institute  of  Engineers  in  New-Castle  (upon-Tyne'^ : 

Transactir^nr  Vol.  48,  i)art  5,  6.  Vol.  49,  pari  1,  2.  1899—1900.  8*. 
ADDual  Report  for  tbe  year  1098-99.    1899.  8<>. 

The  American  Journfd  of  Sciencr  h>  New-IIaven: 
Journal.    IV.  Serie,  Vol.  9,  No.  49—64  (January— June).    1900.  Sf^, 

American  Oriental  Society  ffl  NeUhHofien: 
Journal.   Vol.  ZX,  2.  Half.   1899.  8^. 

Academy  of  Sciences  in  New 'York: 
Charter  and  LUt  of  Memben.  1899.  8i>. 

Ameriean  JewiA  Hieiorieal  Society  m  NeuhTork: 
Proeeodinga.  No.  7.  1899.  8^. 

Ameriem  Muteym  of  Natufei  Hiefory  in  NeuhTark: 
BoUetin.  Vol  XI,  pari  II.  1899.  8>. 

Am^rieem  MaihemaHeel  Society  in  NeW''Xork: 
Tkanaactiottf.  Vol.  1,  No.  1.  Uneaatar,  Pa,  1900.  49, 

Ameriean  Oeographieal  Society  in  NeW'Tork: 
Bolletin.  Vol.  81,  No.  5.  1899.  Yol.  88,  No.  1,  2.  1900.  ^, 

Ar^aeoiogie«d  InetihU  of  America  m  .Wonoooi,  Maee,: 
American  Jooraal  of  Arehaeology.  Vol.  III,  No.  4—6.   1899.  8^. 

Verein  für  Geschichte  der  ,Stadt  Nürnberg: 

Jahresbericht  über  diis  21.  Vereinsjahr  1898.    1S99.  8*^. 
Mittheiliingen.   18.  HefL  1899.  89. 
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Verein  für  Geschichte  itnd  LandeskuMde  in  Osnabrück: 
Mittheiiungen.    Bd.  24.    1899.    1900.  8^. 

Geological  Sarvcy  r>f  (Kanada  in  Ottarca: 

CrOntributioDs  to  Canadian  PalaeonWiogj.  Yol.  IV,  pari  1  by  Lawrence 

M.  Lambe.    1899.  S^. 
IL  6.  Mc  Connoll,  PreUminary  Report  on  the  Klondike  Gold  Fields  mit 

Karten     1899.  8°. 
Annual  iieport.    N.  Ser.    Vol.  X,  1897  mit  Kurten.    IÖÖ9.  8®. 

B.  Accademia  di  scienze  in  Pivhia: 
Atti  e  Mexnorie.    Nuova  Serie.    Vol.  XV.    1899.  8^ 

Sncietä  Vaieto-Trodina  di  scienze  naiuroLi  in  Paduaz 
Atti.   Serie  U.    Vol.  IV,  faac.  1.    1900.  S». 

Circolo  nuUematioo  in  Palermo: 

Annuario.  1900. 

Rendtconti.  Tomo  XIY,  Fmo.  1—4.  1900.  6<*. 

Soettfla  di  setence  wUwräli  ed  eetmomkhe  in  Ptderm: 
Oiornale  di  idense  oaturaK.  Vol.  XXII.  Anno  1899.  4P. 

Academie  de  midecine  in  Paris: 

Rapport  sar  les  vaccinationi  en  1897.  Melnn  1898.  8**. 

Rapports  de  hi  commission  permanente  de  Thygitee  de  reafuice,  ponr 

1898.  IR'^S,  80. 
Bulletin.    19W,  No.  1-26. 

Academie  des  sciences  in  Paris: 

Comptes  rendua.    Tome  130,  No.  2—26.    1900.  4^. 
Oeume  d*Angi»tm  Oauchy.  II.  S^rie,  Tom.  i.  1899.  4«. 

ComiU  ii^entatioma  des  poids  el  memres  in  Paris: 
Proe^t-mbans  de  1899.  8<*. 

Momtewr  Sdeniifiqne  in  Parit: 
Moniteur.  LWr.  696—708  (Fevrite-Jnillet).   1900.  4P, 

Musie  Ovimit  in  Paris: 

Annales.   Bibliothbqne  d'dtudes.    Tome  8.    1899.  Bfi. 

Revue  d  rhiRtoiro  ilc3  rtflifpons.  Tome  89,  No.  l— 3.  Tome  40,  No,  1—8, 

1899.  1900.  8». 

Musium  d'histoire  naturelle  in  Paris: 
Bulletin.   Annee  1699,  No.  8  -  8.    1900,  No.  1.  80. 

Sücictt  d'anthwpologic  in  Paris: 
BuUetina.   IV.  Sdrie.    Tome  10,  faäc.  2,  3,  5.    1899.  Bfi. 

tSocii'tc  des  Hudes  hisloriques  in  Paris: 
Refue.   Nouf.  Sör.,  Tome  2,  No.  1—3  et  2  SupplemenU.   1900.  S». 

Societe  de  giograj^ie  in  Paris: 
Comptes  rendu8.    1899.    No.  7.  8P. 

Bulletin.   VII«  Sdrie,  Tome  20,  4«  trimedm  1889.    8^  et  »iBle  1900. 

No.  1.  4». 
La  Gtegiapbie,  Ann^  1900.   No.  2—6. 
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Societe  mathhnnl jiiHi:  df  yrancc  in  i'am; 
Bulletin.   Tome  27,  No.  4,  1899.  Tome  28,  No.  1.    1900.  Ö^. 

Societi  zooJoniifue  de  Ftawe  in  Parte: 
fialletio.    Tome  XXIV.    18Ö9.  Ö». 

California  Pari?  Ex}wsition  Commieeion  of  1900  in  Parte: 
Six  mapa  of  the  State  of  California. 

Acadimie  Imperiale  den  scicnces  in  St.  Petersburg: 
Annuftire  da  Moa^  sooloffiqae  1899.  No.  4.  1900.  8°. 

PAyrnftalMeft-dkemitehe  Ge.'icUschaft  an       taieed»  Ünivereität 

in  St.  Petersburg: 

Schuraal.    Tom.  31,  Heft  8,  9.  1899.    Tom.  32,  Hett  1—3.    1900.  8^. 

Kaiserliche  Universität  in  St.  Peterebarg  i 
Godischni  Akt  1899  (Jahrbuch).    1900.  8». 

Academy  of  natural  Sciencee  in  PiUladel^ia: 
Proceedingd.    1899,  part  II.    1899.  8°. 

American  pharm aceuliod  Anffociation  in  Phihidelphia: 

Proceetiings  at  the  47.  annual  Meeting  held  at  Put-in-Bay.  Sept.  1899. 
Baltimofo  1899.  6^. 

Ilietmcal  Society  of  Penneylvama  in  Philadelphia: 

The  PeniiflylTaiiia  Magatme  of  Hiatoty.  Vol.  28,  No.  4.  Vol.  24,  No.  1 
1900.  9P, 

Alumm  AeeoäaHon  of  tKe  College  of  Pkarmaey  in  Philadelphia: 
Alanmi  B«pori  Vol.  96,  No.  1—6.  1900.  Bfi, 

The  Amerkan  AesoeitUum  to  promoie  iihe  teaehifig  of  speedt  to  Ute  Thaf 

in  PhUaddphia: 

6.  Samtner  Meetinff  at  NorihAmpton,  Maaa.   1699.  8**. 

Ameriean  PhHoeophical  Soeietg  in  Philadelphia: 

Proceedings.    Vol.  38,  No.  160.    1899.  8«. 
Tranaactioiw.   Vol.  20,  part  1.   1899.  4^. 

R.  ScuoJa  normcde  auperiore  di  Piea: 
Annali.   Vol.  XXI.    1899.  S». 

Saeietn  Tmcnnn  di  ^cienze  naturali  in  Pisa: 
Atti.    Processi  verbali.    Vol.  XI,  pag.  169-177.   Vol.  XU,  pag.  1-28. 
1899-1900.  80. 

Sßcietä  Italiana  di  ßsica  in  Ih^a: 
11  Nuo?o  Cimeoto.  Serie  IV,  tom.  X,  Novembre  e  Dicembre  1899;  tom.  XI 
Genoaio— Marzo.  1900. 

K.  Cfifmnaeium  in  Plauen: 

Jahraberiolit  Ar  1899/1900.  40. 

Alterthitmeverein  in  Plauen: 
Kegesten  aar  Orts*  und  Familieogeechichte  des  Vogt  liiodes.  Hd.  II.  1898.  8®. 
MittbeUoiigeii.   18.  Jahresschrift  auf  die  Jahre  1897/99.   1900.  8<>. 
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Jlistorigche  Gesellschaft  in  I'osen: 

Zeitachrift.    Bd.  Xlli,  3,  4.    Bd.  XIV,  1-4.    1898-99.  8«. 
Historuche  Monatsblfttter.  Jilirg.  1«  No.  l'^S,  1900. 

K.  geodSHtehei  InttUut  in  Pottdam: 
Die  Polliöbe  Ton  Potadam.  II.  Heft.   Bertm  1900.  4^. 

GeselUdutfi  zur  FurderuHg  deutudier  Wigsenachuft,  Kunst  und  LUeratur 

in  Prag: 

Joh.  Kndt,  Beitrilf^c  zur  joniicben  Vasenmalerei.    1899.  4°. 

Ludwif^  Pollak.  Zwei  Vasen        i^r  Werkatatt  Hieroni.  Leip?.it7  1900.  4'. 

Uibliotbek  deutacUer  SchniUteiler  aus  Böhmen.    Rand  X.    1899.  6*. 

Qesdhdyift  Mur  Förderung  deutsehfir  Wisaenadu^t,  Kunet  und  lAUralwr 

in  Prag: 

MiLtheilung.    No.  X.    1900.  8<*. 
Recheiiscliaftsbericbt  Ar  dai  Jahr  1899.   1900.  6^. 

JT.  BäftmiMA«  Gu^ltisHai^  der  WiuetuchafUn  in  Prag: 

JalireBbeficlit  fttr  das  Jabr  1899.  1900.  8». 
SitBQngeberichte  1899.   a)  Clause  frii  rhiloäophie. 

b)  Matheui.-naturw.  Classe  1899.    1900.  8*. 

Mathcmatisch-pht/sikalisehe  QeeeÜBCkaß  in  Prag: 

Sbornik.    Cislo  Tl.  III.    1899.  8» 
Casopis.    Hand  2'J,  No.  1—5.    1900.  S». 

Lese-  und  Jicdchn^le  drr  dpfiUchen  Studenten  in  Prag: 

Bericht  über  da«  Jahr  1899.    lOuO.  8"*. 

Muf^eum  def:  Königreichs  Böhmen  in  Prag: 

(^asopis.    Bund  73,  Heft  2-6;  Band  74.  Heft  1.    1899-1900.  &>. 
höh.  Hellich,  Praebistorickd  Lebky  v.  Cechdch.    1899.  4P. 

K.  K.  Stcrmoarte  \n  i'iag: 

Magnet,  u.  meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1899.    60.  Jahrg. 
1900.  4« 

DeutMfte  Casl'Ferdmande'Unl/oereUät  in  Prag: 
Ordaung  cler  Vorkioogen.  Sommer-Semetter  1900.  8^. 

Verein  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen  in  Prag: 
Mittheilungen.    Band  S,  No.  1—4.    1899—1000.  8^. 

JJeutscher  naturwissenschaftlich-medizinischer  Verein  für  Böhmen  „Lotot* 

in  Prag: 

SitsangBbericbte,  Jahrg.  1898.   1899.  eP. 

Abhandlnnf?*  11.  B:ind  T,  Heft  1-3;  Band  11,  Heft  1.  2.  1898  U'OO.  4» 
Jahrbuch.   Neue  Folge,  Band  XII-XVllI.  Wien  1892-98.  bO. 

Historischer  Verein  m  Begentburg: 

yerbandlaDgen.  Band  51.    1899.  s^. 

yafnrfnr.'-rfter-yerei}i  in  Jiifjn: 

Arbeiten.    Neue  Folge.    Heft  8.  9.    1899.    4»  n.  8». 
Korrespondenzblatt.   Nr.  XLU.    1899.  &o. 
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Qpnh^qirn}  Society  of  America  in  Sochester: 
Balletin.   Vol.  10.    ItiUd.  8^. 

IL  Aecademin  rlci  TJncci  in  'Rom: 

G.  V.  Schiaparelli,   Osgervazioni  sulla  topografia  d§l  piaretft  Marie. 

Müuioiia  Vi.    Uoma  Ib'jy.    4°.  . 
Atti.   Serie  V.   Clasae  di  aciense  fisiche.  Yol.  IX.  Semesire  1.  Fase  1 

bl8  10.    1900.  4». 
Atti.    Ser.  V.   Classü  di  ecienzü  niorali.  Vol.  VII,  parte  2.   Notizie  Uejfli 

scavi  AgOito-Dicembre  1899  und  Indice  per  l'anno  1899.  Vol.  VIII, 

parte  2.   Gennajo  und  Febbrajo  1900.  4®. 
Rendiconti.    CIa8<se  di  8cieD7.e  morali.    Serie  V,  Vol.  VIII,  Faac.  9—12. 

1899.    Vol.  iX,  Fa«c.  1,  2.   lOOO.  S». 
AnDuario  1900.  8^. 

Accademia  Pontifkia  de'  Niiovi  Lincei  in  Rom: 
Atti.   Anno  53  (1899—1900).  Sessione  1  -iV.    1900.  4«. 

E.  Comitato  geologico  d*ItaUa  in  Bam: 
Bollettino.    Anno  1899,  No.  4.    1900.  8^ 

Kais,  deutschen  archäologisches  Institut  (röm.  Ahth.J  in  Horn: 
Mittheilungen.    Vol.  XIV,  Fase.  3,  4.    1899.  8». 

E.  Ministero  delhi  Istruziotte  puhhlicn  in  Emn: 

Indici  e  cataloghi.   IV.  J.  codici  Palatini  di  Firenze.  Vol.  2,  Fase.  6. 

1899.  8^. 

Societä  Itomana  di  atoria  patria  in  Rom: 
Archmo.  Vol.  XXII,  3,  4.  1899.  8<». 

Academie  des  sciences  in  Bouen: 
Precis  analytique  des  travaux.    Anne'e  1897—98.    1899.  8*. 

R.  Accademia  di  scienze  degli  Agiati  in  Rovcreto: 
Atti.    Serie  III,  Vol.  5,  Fase.  3,  1.  1899.    Vol.  6,  Faac.  1.  1900.  8^. 

NaturwissemchafUiche  Gesellschaft  in  St,  Gallen: 
Bericht  1897—98.    1899.  8«. 

China  Brandl  of  the  R.  Asiat ic  Society  in  Shanghai: 
Journal.    Vol.  XXXT,  1896—97.    1900.  60. 

7k.  Accatlemia  dei  fiiiocritici  in  Siena: 
Atti.    Serie  lY,  Vol.  XI,  No.  4-lü;  Vol.  Xll.  No.  1-3.  1899—1900. 
K.  K.  arch-fohnnHchcs  Museum  in  SpaJato: 

BuUettino  di  Archeologia.  Anno  22,  No.  11—12.  1899.  Anno  23,  No.  1-4. 

1900.  80. 

'   MaUtrisdur  Verein  der  Pfalz  in  Speyer: 
Mittheilmigeii.  XXIV.  1900.  8^. 

K.  Akademie  der  schönen  Wissenschaften,  Geschichte  und  Allerthumskundt 

in  Stockholm: 

Der  Orient  und  Europa  Ton  Oscar  Hontelinfl,  flbenetst  tob  J.  Meetorf. 
1.  Heft.   1899.  ^. 
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K.  Alrnäemie  der  Wissennchaften  in  StocJcholm: 

C.  A.  M.  Limlumii,  Vegetationen  i  Rio  Grande  do  8ul.    1900.  8®. 
C.  h\  0.  Norditedt,  Index  Dennidiftcearam.  Berlin  1896.  4<*. 

öfversijft.    Vol.  56  (1899).    1900.  8« 

Handlingar.    N.  F.,  Bund  32.    1899    1900.  4« 

Meteorologiska  iaktagelser  i  Sverige.    Band  36  (1894).    1899.  4®. 

Geologiska  Füreniny  in  Stockholm: 

Förbandlingar.   Band  21,  Hefl  7;  Band  22,  Heft  1—4  und  Eegister 
m  XI— XXI.  1900.  Bfi. 

Nordiska  Museei  in  Stockholm: 

IGimen  fr&n  Nordiika  Mnseet.  Band  II,  Heft  6—7.  1900.  Fol. 
Bilder  frfin  Skansen.   Heft  5—12.    1899.  Pol. 
Sagoipeiei  p&  Skanieii.   1899.  8<>. 

Oesellschaft  zur  Förderung  der  Wissenschaften  in  Strauiburg: 

Monatobericht   Band  88,  Heft  10.  1899.  Band  84,  Heft  1—5.  1900.   ^.  \ 

K.  Öffentliche  BitlUeihek  in  Stuttgart: 

Wflrttembergischee  Drknndenbuch.  Band  VII.  1900.  4*. 

K.  Württemberg,  etatitHt(ite$  Landeeamt  in  Stuttgart: 

WQrttonbergiKclie  Jahrbü  ber  für  Statistik,  Landeakande.  Erglnsunga- 
band  I,  Hefl  2—8.   19U0.  4«. 

Deutsche  Oe^eehaft  f&r  JfatW"  und  Viikerkmide  Oetaeient  in  IM^go: 
MittheUnngen.  Baad  VU,  Heft  8.   1899.  8». 

Kaieerlidie  UniversüiU  Tokyo  (Japan): 

The  Journal  of  the  College  of  Science.    Vol.  XI,  4.    1899.  4^ 
Mittheilangeu  aus  der  mediciniHchen  Fai  ultät.  BandIV,  No.  6.  1699.  4**. 

Faculti  des  Lettres  ä  VUniversiU  in  Toulouse: 

Mt^moiro!^  de  rAcademie  doi^  Seionces,  Inacriptionea  et  Belles-Lettres  de 

Toulouse  1827—1898.    ö3  B&nde.  8^. 
Annalee  dn  Midi  1889—1899.  1900,  No.  1.  8^. 

Bibliotb^ioeMäridionale.  Tom.  I~8,  II« Stfr.;  Tom.  1—6.  1888—1899.  8>. 

Faetilti  dee  Sciences  ä  VUrdeertiiti  in  Ta^äowte: 
Annales.  II.  Stfrie,  Tome  I,  Fase.  2-4.   1899.  8<^. 

Jt.  Aeeademia  deUe  seienMe  in  Turin: 

Oeservasioni  meteorologicbe  neir  anno  1899.  1900. 

Atti.    Vol.  35,  disp.  1—6.    1900.  8«. 
Memorie.   Serie  II,  Tom.  49.    1900.  4<>. 

Verein  für  Kunst  und  AUerthum  in  Ulm: 
Mittheilnngen.  Heft  9.  1900. 

K.  Gesellschaft  der  Wissenahaften  in  üpeala: 
Skrifter.   Band  lü  und  VI.   1900.  8». 

Meteorolog.  Observatorium  der  Universität  Upsala: 

BulU  tin  mon^'ucl  de  i'observatoire  mdt^orologiqoe.  Vol.  81.  Ann4e  1899. 
1Ö99-1900.  Fol. 
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K.  UnivermUU  in  Upsala? 
Ürknnder  rOrande  Stockholms  bistoria  I.    1900.  8^. 
Enmot.  Vol.  III,  No.  4;  Vol.  IV,  No.  1.   1899—1900.  8^. 

IKHoriaeh  OenooUehap  «n  UUretAti 

Bijdragen  en  Mededeelinjfen.    Band  XX.    Amsterdam  1899.  8*. 
Werken.   III.  Serie,  No.  10.    Amsterdam  1899. 

^ocincial  Utrechtsch  Gettootadiap  in  Utrecht: 

Aanteckeninjjen,  Juni  1899.    1899.  ^, 
Verslag,  Juni  181)9.    1899.  S^. 

Physiologisch  Laboratorium  der  Hmgesdiool  in  Utreeht: 
Onderzoekingen.    V.  R.  eks,  L  Aflev.  2.  1899. 

R.  Istitulo  Veneto  di  scienze  in  Venedig: 
Atti.    Tomo  59,  parte  1.    1899.  S«. 

Acmdfmt'a  Olimpica  in  Vicenza: 
Atti.    Vol.  SO,  81.    1897-98.  Sf>. 

Natto)nU  Academy  of  Sciences  in  Washington: 
Memoirs.   Vol.  VIII,  No.  4.    1899.   4»  • 

Bureau  of  JEdncation  in  Washitigton: 
R^rt  for  the  yeur  1897—1898.   1899.  8^. 

AnnDal  TLvpoti  of  tbe  Commiasioner  of  Edncat.  for  1887 —98.  Vol.  S.  1899.  8P. 

tr.  8,  Departement  of  Agrietdture  in  Wtakington: 
Divirion  of  biolofpcal  Sntrej,  Bulletin  No.  12.   1900.  6^. 

p        ,         ,  ,        North  America  Faiina  No.  17.   1900.  6^. 

,        ,  vegetable  Physiolo^y.    Bulletin  No.  18.    1899.  8°. 

U.  S.  Coast  and  Geodetic  Surceg  in  }Vas}tington: 
Bulletin  No.  40.    1900.  4». 

Smithsonian  Institulion  in  Washington: 
Aimaal  Report  of  the  U.  S.  National-Museum.   Part  I.   1899.  8^. 
8inithioiiiaii  MicceHaneoua  Collections,  No.  1178.   1899.  8^. 

ümted  Stüdes  GeoU^Md  Swrvey  in  Wa^ington: 

Bulletins.   No.  150—165.    1898—99.  8^ 

Annnal  Rei^^rt  XIX.  1897—98.  Part  2—4  mit  AÜM.   XX.  1898—99. 

Part  1  und  Part  6  in  2  vols.    1899.  49, 
Sanre7lfonographsXXXn,2.XXXin,XXXIV,XXXVI-XXXVm.  1899.  4«. 

Hartverein  für  Geschichte  in  Wernigerode: 
Zeitoehrift.  82.  Jwktg,,  3.  Hftlfte.   1899.  8^. 

JÜT.  JT.  geologiseke  Beiduan^aJt  in  Wien: 
Jahrbuch.  Jahrgang  1899,  Band  49,  Heft  8.  1899.  4<>. 
Verbandlangen.   1899,  No.  11—18;  1900,  No.  1—6.  4*. 

Geografihi»^  Geedlti^ft  in  Wien: 

Abhandlungen.    Band  1.  H.  ft  1—5.    1890.  4*. 
Mittbeilungen.    Band  12.    189ii.  8". 

K.  K.  Central anstnit  für  Meteorologie  in  Wien: 
Jahrbücher.   Jahrg.  1897.   Neue  Folge.   Band  34.   1899.  4<>. 
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JEC  K.  Get^UdMß  der  ÄertU  m  Wim: 
Wiener  MinMclie  Wochenacluift.  1900,  Ho.  2—27.  4^. 

AMhropologis^  GeseUschaft  m  Wkn: 
Hiitbeilaiigen.  Baad  29,  Heft  6.  1899.  Band  80,  Heft  1—2.  190O.  4^. 

Zodlogi8di4Haams«ii€  OetelUehaft  in  Wkn: 
VerhaiidlaDgeiL  Band  50,  Heft  l*-4.   1900.  8^. 

K.  K,  naturhistorisches  Hofmuseum  in  Wien: 
Annoleii.  Band  14,  No.  3,  4.   1899.  4^. 

Verein  für  Nassauische  Alterthumskunde  etc.  in  Wiesbaden: 
Annalen.  Band  80.   1899.   gr.  8<>. 

MHtheilttBgen.  1898/99,  No.  4;  1899/1900,  No.  1~.4.  gr.  ^. 

Oriental  NöbaUy  InsHtuU  in  Wokmg: 
Vidyodaya.  Vol.  28,  No.  10—12.  Calcotta  1899.  8^. 

Herto^iOte  BüHwIhek  in  WctfeviIflUM: 
Die  HandKliriften  der  henogl.  Bibliothek  va  Wolfenbfitteh  Bd.  7.  1900.  49. 

PkyHkalifth-^nediieinitdte  Getetkthaft  m  Würthurg: 

Yerhandlnngen.  Neue  Folge.  Band  82,  No.  9,  8.   1899—1900.  8^. 

SitzunK-lx-richte.    Juhrg.  1809,  Xo.  0,  7.  8^. 

Fe«t«cbriit  eur  beier  ihrus  50jäbrigen  Bestehens.    1899.  4^. 

Historischer  Verein  von  üntßrfranken  in  Würebwy: 
Archiv.    Band  41.    1899.  8^ 
Jahreibericht  für  1898.    1899.  8^^. 

Schweizerische  Meteorologische  Centralanstalt  in  Zürich: 
Annalen  1897.    31.  Jahrjj.    1899.  i". 

Schweizerische  geologische  Kommission  in  Zürich: 
Beiträge  z.  Geologie  der  Schweiz.  Geotechn.  Serie,  Liefg.  I,  Bern  1899.  4°. 

Antiquarische  Gesellschaft  in  Zürich: 
Mittheilungen.    Band  XXV,  1.    1900.  4°. 

Katar  forschende  Gesellschaft  in  Zürich: 

Neujahrsblatt  auf  das  Jahr  1900.    102  Stück.  4» 

Vierteljabmclirift  44.  Jhrg.  1899,  H.  8  a.  4;  46. Jhrg.  1900,  H.  1  n. 2. 1900. 8^. 

Si^weiteri^Ae»  LandemuaeHm  in  Z&riek: 
Anseiger  für  Schweizeriiche  Alterfchoniakonde.  N.  F.,  Bd.  I.   1899.  4^. 


Ton  folgenden  Frivatpersonen: 

Ludwig  Baeh  in  Würtburg: 

Zur  Lehre  von  den  AngenmuakeUilhtnnngeB  und  den  StÖnmgen  der 

rupillenbewegung.    Lfipzi«?  1899.  8'^ 
£xperinient^1ie  rnterniu-hungen  über  den  Verlauf  der  PnpillarfaaerD. 
Wiesbaden  1899.  6^. 
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Uon  BoUacV  in  Paris: 

Kurze  Grammatik  der  blauen  Sprache,  deutach  Yon  A.  Lerj-i'icard. 
Parif  1900.  6^. 

Sopkm  Bugge  in  Chmtiama: 
8.  Rjgh,  Nonke  Giuurdiiaviie.  Bd.  UT,  IV.  Eriatiaiiia  1000.  8*. 

Paied(^08  C.  Candargy  in  Athen: 

Commimioaiioii  unlvenelle  i  MMneon  le«  laTants  de  notre  plannte. 
Atb^  1899.  8« 

Smti  DümnUer  in  Berlin: 
Jahresbericht  ii^«  r  die  Herausgabe  der  Monnmenta  Genoaiiiae  hittoriea. 
Berlin  IdOO.  Bf^. 

Sophus  Elvim  in  Kopenhagen: 

Minder  fra  Itoskilde  LaÜnekole  efter  J.  H.  Lareens  Opt^pielser.  EjOben* 
bavn  1900.  8". 

F.  FausbÖll  in  London: 
The  Dhammapada.  Iiondon  1900.  8". 

AlOerl  Grünwedcl  in  Berlin: 
Bnddblttieelie  KimBt  in  Indien.  Berlin  1900.  8*^. 
Mythologie  des  Boddhinniis.  Leipsig  1900.  4fi* 

OoUlieb  HaberlaMdi  in  Gras: 
Briefwechsel  swischeo  Frans  Cnger  u.  Stephan  Endlioher.  Berlin  1899.  8^. 

Emst  Hüchel  in  Jena: 
KunstlSoxmen  der  Natnr,  Liefg.  IV.  Leipzig  1900.  Fol. 

Emtl  Hetrtwig  tn  Bamberg: 
Der  Yerinderlicbe  Stern  von  Algolijpas  s  Hercolis.  Bamberg  1900.  6^. 

F.  B.  Helmert  in  Potsdam: 
Neuere  Fortschritte  in  der  Erkenntaiss  der  mathematischen  Brdgestalt. 
Leipzig  1900.  Q^. 

Philipp  Holitscher  in  Budapest: 

Oiordano  Bnmo.   Historisches  Drama.    Stuttgart  s.  a.  8®. 

A.  von  KöUiker  in  Würzburg: 

Snr  Tentrecroisemenf  dos  mrramides  ches  les  marsnpiaox  et  les  moao- 

tremes.  Paris  li/uu.  4P* 
Ueber  das  Ghiasma.  Jena  1899.  4^. 

Karl  Krumbadur  in  Mündten: 
Byiantinisehe  Zeitschrift.  IX.  Band,  Heft  1—8.  Leipzig  1900.  8^. 

J,  r.  Kuli  in  Mündun: 
Repertorinm  snr  MQnskunde  Bayerns.  I.  Fortsetsong.  Mflncben  1900.  8^. 

Jlfarciw  Landau  in  Wim: 
Oeeehichte  der  italienischen  Literatur  im  XVIII.  Jahrh.  Berlin  1899.  8^. 

Ovetav  C.  Lavibe  in  Prag: 
Neue  SchildkrSten  ond  Fische  aus  der  böhmischen  fikaonkohlenformation. 
Fkag  1900.  4<». 
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Henry  Chades  Lea  in  JPhüaädp^ 
The  dead  Hand.  Philadelphia  1900.  8^. 

Sdtutrd  LSwenthaL  in  Berlin: 
Der  Bankrott  d.  Darwin-Hftckersehen  Entwieklangstheorie.  BerL  1900.  ^P. 

Gabriel  Mwnod  in  Parie: 
Revue  hisioriqne.    Tom.  72,  No»  1,  2,  Janfier-Aviil;  Ton.  73,  No.  1, 
Mai-Juin.  Paria  1900.  8«. 

J\  Montier  in  pr»(fy}: 

£««aU  sur  Torganisatioa  rationnelle  de  la  coruptabilitd  ä  partie^  doublet, 
I«t«  «^tude.    Rouen  1899.  8». 

Fridtjof  Nanaen  in  CUristiatUa: 
The  Norwegian  North  Folar-ExpeditiOD  1899—1896.  Sdentifie  Beniltt, 
Vol.  L   1900.  4«. 

E.  Pick  in  SU^aeähurg: 

Zur  Kenntniss  der  peptiechen  Spaltongeprodukte  des  Fibrins.   Theil  L 

Strasaburg  1899.  8^. 

Count  Plunkeft  in  Dublin: 
The  Jacol>ite  War  in  Ireland  (IG88-Iüt)l).  3.  edition.   Dublin  1894.  8^. 

Alexander  Pongrdcz  in  Budapest: 
Turaniache  Sprach-  u.  Volks-Stndien  (in  ungar.  Sprache).  Budapest 1900.  8*. 

AnloH  Eedtenbacher  in  Wien: 
Die  steirisdien  ond  oberOaterreicbischen  Redtenbacher.  Wien  1900.  B^. 

Dietrich  Reimers  Verlagshandlung  in  Berlin: 
Zeitschrift  für  afrikanische  und  ooeanische  Sprachen.  6.  Jahrg.,  Heft  1. 
Berlin  1900.  4«. 

SHtz  und  Schaiur  in  München: 
Deutsche  Praiis  1900.   No.  l— 11.  MOachen.  8^. 

Lucian  Schermann  in  München: 
Orientolische  liibliographie.  XIII.  Band  (für  1899),  1.  Hftlfle.  Berl.  1900. 

Enül  ScJcnJca  in  München: 
Der  Schmuck  des  Menschen.    Berlin  1900.  4<^. 

John  Shnrr  in  San  jrrnnci<iCo: 
Tbought  and  its  Basis.    San  Fra,ucii$co  1899.  8^. 

Michele  Stossich  in  Triest: 
Contributo  allo  studio  degli  Elminti.    Trieate  19U0.  8®. 

August  Stumt  in  2s'aumhurg  a.  S.: 
lleTision  der  gemeinrechtlichen  Lebre  vom  Gewobnbeitarecht  unter  Berück* 
aichtigung  des  neuen  deutschen  Reichsredits.  Leipzig  1900.  8*. 

Qiaeom  Tropea  in  Meaeimi: 
Studi  sngli  Scriptoret  historiae  Augustae  IV.  Messina  1900.  8^. 

Nikoiau»  Wecklein  in  München: 
Euripidia  fabulae.  VoL  III,  pars  1  Andtomacha.  Lipsiae  1900.  8^. 


Digitized  by  Googl( 


25 


Verzeichnig  der  eingelaafeueu  Bruckschriften 
Jttli  biB  DeMmber  1900. 


Die  vcrehrlichüD  GeeMlUwhafteD  und  losUtute,  mit  w«iolien  uiueru  Akadeotio  m 
f  uuM  b  verkehr  steht,  werdeo  gaMM,  ÜMtetobWldM  YWlOtttlmtM  «lgi*ieli  irft  ÜBUffrlHP' 
b««tÄtigiui<  xa  betniobten. 


Von  fol^auden  öeseUschaftea  und  Institaten: 

Eoyät  Society  of  Soulh'AwtrfAia  m  Aädaid«: 

Transactions.    Vol.  24,  part  1.  1900.  8*. 
Memoiw.    Vol.  I,  p art  2.   1900.  4* 

Südslacisclie  Akademie  der  Wissen^afUn  in  Agram: 

Ljetopis  za  godinu.  1899— 190O.  8^. 
Rad.   Bd.  142.   1900.  80. 

Monttmenta  historico-jaridie«.   Vol.  YH,  3.  1900.  Bfi. 

La  Cath^drale  de  Djakovo.  1900.  Fol. 
Zbomik  za  narodni  zivot.   Bd.  V,  1.  1900.  8^. 

Kgl.  kront.'slarnn.-duhnritinisehes  LandesonfU»  in  Agram: 
Vjeitaik.   Bd.  II,  3  u  4.  1900.  4» 

Unicersity  of  the  State  of  New-York  in  AUtany: 
College  Departin^Tit,    2''annual  Report  1899.    Vol.  2. 
ProfeSilional  EducdLiün  in  the  ünited  8t.ites.   1900.  8®. 

K.  Akademie  der  Wissoischaften  in  Amsterdam: 

Verbandehogen.  Afd  Natuurkunde  I.  Sectie.  Deel  Vil,  No.  1—5;  II.  Sectie 

Deel  VII,  No.  1-3.  1899—1900.  4«. 
Verhandelingen.   Afd.  Letterkunde.  N.  Reek».    Deel  II,  No  3.   1899.  4. 
Zitting.>veralagen.    Afd.  Natuurkunde.    Jahr  1899/190Ü,  l'heil  Vill. 
Verklagen  en  Mededeelingen.   Afd.  Letterkunde.  IV.  Heeks.   Deel  IlL 

1899.  8^. 
Jaarboek  voor  1899.  1900.  6". 
Prgsfer»:  Sosü  fratret  etc.  1900.  Q^. 

VUusmsch  Natuur-  en  Oeneesktmdig  Congree  in  Antwerpen: 

HandeUngen.  1899.  4^. 

Wissene^aßHtke  GeetiUdMß  in  Athen: 

AtheDft.  Bd.  1-XI,  XII,  1~4.  1899-1900.  8^. 
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* 

Natufwisientdtaftlkiter  Verein  m  Avffebmrg: 
84.  Bttieht  1900.  8». 

Peaboätf  Library  in  Saltimere: 

Memoin  from  tbe  Biological  Lftboratory.    IV,  4.  1900.  4^. 

Second  Catal.gue  öf  the  Library.  Part  TU,  IV.  K— K.  lö»ö— 99.  4°. 

33^^  and  a-t^i»  annual  lleport.   1899,  ItlOO.  8^. 

Johns  Hopkins  Unicertitp  in  Baltimore: 

Circiilars.    Vol.  19,  No  \V2   143.   1899.  40. 

Aiuericuu  JoutühI  of  M.iineiiiatic^.    Vol.  21,  No.  3,  4;  Vol.  22,  Nn.  l. 
1899-1900.  4«. 

The  American  Journal  of  Philology.    Vol.  20.  No.  1  -4.  1899.  8«. 
American  Cb.Mni.  al  Journal.    Vol.  21»  No.  6;  Vol.  22.  No.  1— 6;  Vol.  23, 

No.  1-4.   1899—1900.  80. 
Johna  Hopkins  University  Stodiee.  8eriea  XVII,  No.  6— IS;  Series  XVUI, 

Nn.  1  —  4.   18^9- inon  B". 
Balletin  of  tbe  Johns  Hopkins  Hospital.    No.  98-108.   1899-1900.  40. 
The  John»  Hopkins  Hospital  Keports.    Vol.  VII,  No.  6— 9;  Vol.  VllI, 

No.  1—2.  1899.  4«. 

NaiwftMW^nde  Qeeeüttiuift  m  BamI; 
Vtrhandlimgeo.   Bd.  III,  3.  1900.  8<*. 

Uniterfmtamiothek  in  Baad: 
Schrilton  der  üoivenit&t  wom  dem  Jahre  1899/1900  in  4«  a.  8^. 

Balai  iaasdi  Gcnontschap  vnn  Knnsten  en  Wetenschappen  tn  BiUavta: 

Tijdschrift    Deel  42.  ati.  'J  -  ü.  1900.  8®. 
Notulen.    Deel  37,  a!i.  4,  5;  Deel  88.  afl.  1.  1900.  9, 
Verhandelinn^en.    Do.  l  hl,  stok  2—4.  1900.  4*. 
Taalkaart  van  de  Minahasa. 

Kgl.  natuurkundige  Vereeniging  in  Nederlandech  Indiä  Jiu  Batavia: 
Nataurkandig  Tijdschiift.   Deel  59.  1900  80. 

Historischer  Verein  in  Bayreuth: 
Archiv  für  Geschichte.    Bd  XXI.  1.  1899.  8^. 

K.  Serbische  Akademie  in  Belgrad: 

£«8ai  de  biblio<?rapbie  francaise  aui  1  es  Serbe«  et  les  Croate«  1644^1900 

par  Nie.  S.  iVtrovitch.  IWÜ. 

Obsercatoin'  (istronomuiue  et  meteorologique  de  Belgrade:' 
Bulletin.   Janvier— Juiliet,  No.  1—7.  4«. 

Mnüfuvi  i)i  Bergen  C XonoegenJ: 

An  Account  of  tbc  Cruatacea  of  Norwaj  by  G.  0.  Sars.  Vol.  3,  part  6~  10. 

1900.  40. 
Aarboff  flir  1900.  1900.  4^. 

K.  premtiethe  Akademie  der  WiteensdtafUn  in  Seriins 
Sitsongtbericbte.  1900,  No.  28—88.  gr.  8^. 

A'.  geolog,  LandeeanetaU  und  Bergakademie  in  Beriin: 
Abhandlangen.  Neue  Folge.  Heft  10,  82,  88.  1900.  4«. 
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Central- Bureau  der  internationalen  Erdmessung  in  Berlin: 

Ableitung  der  Declinationen  und  Eigenbewegungen  der  Sterne,  von  Fritz 
Cohn.  1900.  4«. 

Deuttdu  ^emwiu!  Oeatiltthaß  in  BtHin: 
Beriehte.  88.  Jahrg.,  No.  12—19  nnd  Sonderheft.  1900—1901.  8>>. 

Allgemeine  MUktricitätagtMlltchafl  in  Berlin: 
Elekirbeher  EinzelMtrieb  und  seme  Wirtschftftltohkeit.  1900.  4^. 

Deutsche  yeoloyischc  Gesellschaft  in  Berlin: 
Zeiteohrift    Bd.  52,  Heft  1  —3.  1900.  8*^. 

J)eutsche  physikalische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Verbaodluageu.    Jahrg.  2.  No.  II,  12a,  13—17.    Leipzig  iyiX).  ti^. 
Phi/)<iolojtsclit'  Gtstllschaft  in  Berlin: 

Centralblatt  für  PbyHiologie.  Bd.  13.  InhaLtsTerzeichnU,  Bd.  U,  No.  7—20. 
1900~1901* 

Verbaadlangen.*  1899-190;>,  No.       16;  1901»  No.  1,  2.  99, 

KaUerluh  deutadiet  ardkäohgitdus  IntUitU  in  Berlin: 

Jahresbericht  über  das  Jahr  1899.   1900.  gr.  S'*. 
Jahrbuch.   Bd.  XV,  Ueft  2,  8.  1900.  4». 

K.  pr€U$8.  geodätisches  Institut  in  Berlin: 

VeröffentUohtiBg.  Neue  Folge,  No.  4.   Potsdam  1900.  6^. 

JE.  preuss.  meteorologisehea  InatUut  in  BeHin: 

Regenkarte  der  Provinien  Westpreniten  und  Posen,      0.  Hellmaan. 

1900  80 

Bericht  über  das  Jahr  189*J.   1900.  8^. 

Ergebnitse  der  meteorol.  Beobachtungen  in  Potidam  im  Jahre  1898. 

1900.  4**. 

Veröftentiichungen.  1899,  Heft  2.  1900.  4«. 

Jahrbuch  über  die  Fortaehritte  der  MathemaUk  tn  Berlin: 
Jahrhacb.  Bd.  29,  Heft  1-8.  1900.  8». 

K,  Univeraität  in  Berlin: 
Sehriften  ans  den  Jahren  1899/1900  in  49  n.  8**. 

Verein  eur  Beorderung  des  Qartenbauee  in  den  preuea.  Staaten 

in  Berlin: 

Oartenflora     Jabr?  49,  1900,  No.  14--24;  Jahrg.  öO,  1901,  No.  1. 

1900—1901.    gr.  8« 

Verein  für  Geschichte  der  Mark  Brandenburg  in  Berlin: 

Forschungen  zur  Branden burgi«ichen  und  Preusaiteben  Oeechichte.  Bd.  XIÜ, 

a.  Leipzig  1900.  8° 

Naturwissenschaftliche  Wochenschrift  in  Berlin: 
Wochen«chrifl.    Bd.  XV,  7-12.  1900.  fol. 

Zeitschrift  für  Instrumentt  nl  unde  in  Berlin: 
Zeiiichrift.  20.  Jahrg.,  1900,  Heft  7—12.  1900.  4<>. 

8* 
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AJlgmneme  gudiichUfonehende  OeseUgchaft  der  Mmeüi  in  Bern: 
Jahrbneh  Ar  Sebweiseriiche  QeMhiehte.  36.  Bd.  Zfirieh  1900.  ^. 

Allgemeine  Schweizerische  GeselUchaft  für  die  yesammteu  Xaturwissen- 

Mfta^en  in  Bern: 

Nene  Dwduehriften.  Bd.  88,  2;  86,  1,  2;  87.  1888—1900.  4*. 

Eiiioriether  Verein  in  Bern: 

ArehiT.   Bd.  16.  Heft  1.  1900.  8<>. 

lt.  DeptUazione  di  storia  patria  per  le  Provincie  di  Eomagna 

in  Boloffna: 

Atti  6  ICemorie.  Serie  III.  Vol.  18,  fuc  1—8.  190a  8^. 

Nieäerrheiniedke  GeseUecItaft  für  Natura  und  HeUkunde  in  Bonn: 
SHsmigaberichte  1900,  1.  Hälfte.  8^. 

Uniicereität  in  Bonns 
Schriften  ans  dem  Jahre  1899/1900  in      n.  8>. 

Verein  von  AJtcrthiim»freund(n  im  iiheinlande  in  Bonn: 
Bonner  .lahrbücher.    H.-ft  105.   1900.  4«. 

NaturhistoriHchtr  Verein  der  preussi^fchrn  Rheinlande  in  Bonn: 
Verhandlungen.    67.  Jahrg.,  1.  Hilltte.   11)00.  8° 

Süctite  LimUenne  in  Bordeaux: 
Actes.   Vol.  54.  1899.  8». 

Societi  de  giographie  eownmereiaie  in  Bordeaux: 
Bulletin.   1900.  No.  18— 24.  Sfi, 

American  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  Boston: 
Proeedings.  Vol.  36,  No.  10—27;  Toi.  86,  No.  1—8.  1899—1900.  SP, 

Ameriean  PhHoihgieal  Aetoeiation  in  Boeton: 
TfiDsactions  and  Proceedings.  Vol.  80.  1699.  8^. 

Ardnv  der  Stadt  Brawne^eig: 
Urirandenbuch  der  Stadt  Brannichweig.  Bd.  II,  Abth.  8.  1900.  4^ 

Ortsverein  für  Geschichte  und  Altertumskunde  su  Braunadmeig  und 

Wolfenbüttd  in  Brauneehweig: 

Braonachweigisches  Magasin.  Bd.  6,  Jahrg.  1899.  foL 

Verein  für  NeAurtcisaensekaft  in  BraunadMeig: 
8.  Jabreeibericht  fflr  die  Jahre  1891/92  u.  92/98.  1900.  8^ 

Meteorologische  Station  in  Bremen: 
Ergebnisae  der  meteorologiacben  Beobachtungen  ].  J.  1899.  1900.  4fi. 

X'itnru-is.'O'hschaftlirher  Verein  in  Bremen: 
Abhandlungen.    Bd.  XVI.  3.  11)00.  S^. 

iS'r/i/c'.swc/ic  Ge>elL<ch(ift  für  vntirJdtidifichc  Cultur  in  Bre^au: 
77.  Jahresbericht  189»  und  ErK^nzungsheft.  1900.  SP. 
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Deutscher  Verein  für  die  Geschichte  Mährens  und  SdUetiena  M  Brünn: 
ZeiiBcbrift.   4.  Jabrg^  Heft  3,  4.  1900.  gr.  8<>. 

Aca'Uniie  Hnydle  de  medecine  in  Brüssel: 

Memoire»  couronnds.    Tom.  XV,  fasc  5,  C.   1900.  8«. 
Bullefcm.    IV.  Sdrie.    Tom.  14,  No.  6—10.  1900.  8^. 

Äcademie  Boyale  des  sciences  in  Brüssel: 

Bulletin,    a)  Classe  des  lettres  1900.  No.  5™11.  1900.  8^. 

h)  Clause  des  science«  1900,  No.  5-  11.  1900.  8» 

Societe  des  B()Jln:'^fh'';tes  in  Brüssel: 
Analecta  BoUandiana.    Tom.  19,  Fase.  3.  4.  1900.  8^. 

Societe  beige  de  geologie  in  Brüssel: 
fiolletin.    Tome  14,  Fase.  2—4.  1900.  8^. 

K.  ungarische  Akademie  der  Wisseneckaften  in  Budapest: 

Alinanach.   1900.  8«. 

Nyelvtudomiinyi  Közlemenyek.    (SprachwisiienBchaftliche  Mitteilungen.) 

Bd  XXIX,  3.  4;  XXX.  1,  2,  1899—1900.  S». 
TOrtäneitu.i  E  tekezäsek.  (Historische  Abbandlnngeii.)  Bd. XVIII,  7— 10. 

1899— laOü.  80. 

Archaeologiai  ErteRitÖ.  (Art  bäolog.  Anieiger.)   Bd.  XIX,  3—5;  XX,  1,  2. 
1899—1900,  40. 

TarBadalmi  ^rtekes^Mk.  (Staatswissensch.  Abbasdlongen.)  Bd.  XII»  4, 

1899.  8». 

Kjelvtudomdn.  ^rtekez^sek.  (Sprachwissensch.  Abhandlungen.)  Bd.  XVll. 

8—6.  1899—1900.  8". 
Margalits  Edo,  HorvÄt  tört^nelmi  Repertoriam.    Bd.  I.  1900.  8*^. 
Bätbi  L.,  Corpus  nuramorum  Hnngariae.  Bd.  1,  Heft  1.  1899.  4^. 
M^ely  L.,  MoDOgraphia  chiropterorom  Hniigariae.  1900.  gr.  8^. 
Haihematikai  Ertesitö    (  Matbeniat.  Anseiger.)   Bd.  XVUr  8— 5;  XVIII, 

1,  2.    1899—1900.  50. 
Matbematikai  Közlemenyek.  (Mathem. Mitteilungen.)  Bd.XXVIl,4. 1899.  S^^. 
Mathematisehe  nnd  aatarwiiseiisebaftL  Berichte  ans  UBgam.  16.  Band, 

1898.  1899.  80. 
Rapport.   1899.  8«. 

BölcseszettudomÄnyi  ^:rtekezes«»k.    Bd.  III,  4.  1900.  8*. 

h".  >()}() ansehe  firnltH/ische  Anstalt  in  Budappf^t: 

A  Magyar  kir  t'öldtani  intt';zet  evkönyve.    Bd.  XIII,  4.  1900.  4^. 
Mitteilungen.    Bd,  XII,  1.  2;  XIII,  3.   1900.  i". 
Földtani  Közlöny.    üd  30.  1—7.  1900.  8». 

GpTieralregister  zn  Jahrg.  1882—1891  de«  Jahresberichtes.  1899.  4^. 
Joh.  Bfickle  u.  Thomas  y.  Szontagb,  Die  kgl.  ungarische  geologische 

Landesanstalt.   1900.  4^ 
IMe  Tartiärbil dangen  des  Beckens  der  Siebenbürgiscben  Landesteile  II» 

▼on  Ant.  Koch.  1900.  gr.  8^. 

Museo  naeional  in  Buenos  Aires: 
Comanicaciones.  Tora.  I,  No.  6,  7.  1800. 

Officina  meteorologicn  Argentina  in  Buenos  Aires: 
Anales.  Tomo  XIH.  1900.  4^ 
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Botonu^h^^r  G  i-^*>^  tn  Emiiemorg  fjata  :  ' 

M.  RaciWiki.  Para*it;§cke  Aijf«i  ona  Pilie  Ja»»«-  TbdUU.  IflOO.  4® 
Med«J«*ljnjf«»B.    N'o.  29.  33.  S8— 41,  U.  1900-  ' 
Verklag  over  het  jaar  le9i*    1900.  i*,  ' 
BoUetm.  No.4-e.  1900.  4«. 

ADalel*-  II.  Tom.  XXI.  99.  Mem.^rüe  secL  i*torioe. 

boletiaai.    S^r.  II.  Tom.  XXil.  Id9^— IdOO.  Parte*  a4«iBiitr&UvA  Boc»- 

reaci.   1900.  4®. 
I»iflCTir-!ari  de  recept  in'-.    XXI.  XXII.   1900.  4». 
lodice  aifa}>etic  tu  *Vol  Xl-XX  der  II.  1900. 
Qtudiü  aatipra  P»-]a^ei  de  Joa»  Nf^a^oe.  19iiO.  4®. 
StodiY  irtorice  a*tipm  CbilieY  |i  CeUliT-AIba.  de  Nie,  Jorg»    1900.  8^. 
fjMgaanie  dio  Ist'^na  RomSntlor  de  Eodoxitt  Beroa  de  HnnnoaekL 

Tom.  III.  1900.  8*. 

yff:f^:)vr'rlo'jü':al  Department  of  the  Gcttmmmt  r,f  India  im  Calcuita: 

Monthly  Weather  Review  1899.  Jeanarj Wolj  1900.  ead  Ananei  Sommarj  i 

1899.   1900.  fol. 

indian  Meteorolof^cal  Memohn.  Vol.  6,  part  6,  7;  Vol.  11,  part  2;  Vol.  12,  ■ 

pari  1.  fol 
Report  OB  tbe  Adtnioieiraiioik  in  1699—1900.  1900.  fol. 

Departement  of  Revenue  and  Anncu^fur^.  of  Ute  Owernmeni  of  Jndia 

Memorandom  on  the  -no^fi  !  <A  \9'.n)    jX)0.  fol.  i 
Geolo^cai  üuri  ^  '/  of  Jndia  tn  Calcittta: 

Oeoeral  Report  1899-1900.  19uO.  4^ 

Memoite.  YoL  29.  80,  part  I.  1899— 190a  irr.  tß. 

PalSontologfa  lodica.  8er.  XT,  Toi.  8,  part  I.  1899.  M. 

Anatie  Soäehf  ef  Bengei  in  Ceäenita: 
Bibliotheea  Indira    New  9>  r    No.  964—970.  1900.  8>. 

.Toiimal.    No.  884— 38G.    l'.m.  B^. 
I'rfK.'fMiings.    Vjihk    No.  2— 8.   1900.  8«. 

Muieum  of  cimpnratite  Zoology  at  Hanard  Colfe'je  im  Cawtbridge^  Mojts,: 
Bnlletin.    Vol  86,  No  1—4:  Vol.  37,  No.  1,  2.  1900.  8®. 

AMrofiomirnl  0>>.^ri:atory  of  Harvard  CoUege  in  Cambndge,  Mas*.: 
Circulara  1  to  50    V.m.  4° 

The  Adantä  Memorial  Commitiee  t«  Cambridge: 
The  scientific  Papera  of  John  Coach  Adama.    Vol.  II.  1900.  4°. 

PhilosophiCiü  öticitty  in  Cambridge: 
Proceedin^fs.    Vol.  X,  part  6.  1900. 

Äccademm  (rioenia  di  scieme  naturali  in  Catania: 
Bollettino.   Pobo.  68.  1900.  Bfi. 

Physikalisch-technische  Jteichsatistalt  in  Charlottenburg: 

WiMenncbaftlicbe  AbhandluDgen.   Bd.  III.   Berlin  1900.  4^ 
Dio   IhittiKkeit  (i.r  pbysikaliscb-tecfaDiscben  BeichaanstaU  1897/1900. 
Berlin  1900.  4«. 
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K.  ffärhmftchfs  meteorölortisches  Institut  in  ChemnUx: 

Decaden.    Mooataberichte  1899.  Jahrg.  II.  19U0.  4<^. 
AbbaadlungeD.   Heft  4.    Leipzig  1899.  4^. 

Academy  of  sciences  in  Chicago: 
Ballettn.   No.  III,  pari  1.  1896.  6». 

Jbftn  Crerar  LStrary  in  Chicago: 
6^  aanaal  Report  for  the  year  1099.  1900.  8*. 

FMd  (Mumbian  Museum  in  Ctdeagot 
Pablicatioiis.  No.  42-44,  46-49.  1899-1900.  8». 

Terkee  ChttfvcUory  of  fft«  ÜmoenÜy  in  Chicago: 
Balletin.  No.  18-16.  1900.  8«». 

JRedaetion  of  the  aetroj^ysicai  Journal  in  Chieago: 
The  Astrophysical  Joainal.  Yol.  XI.  No.  6;  Vol.  XII,  No.  1-4.  1900.  gr.  4«. 

GesethdHtf^  der  Wiaseneeha^en  in  Chriatianiat 
Skrifter.  I.  Mathem.-natarwiss.  Klaiae  1900,  No.  1—4.   It.  Hittor.-filOB. 
Klane  1900,  No.  1—6.  4«». 

Meteorologisches  Institut  in  Chnstiatna: 

Wolkenbeobachtungen  in  Norwegen  1896—97  von  N.  J.  Föjn.  1900.  foL 
Jahrbach  fOr  1699.  1900.  f<>l. 

Kf}l.  Norwegische  Utiiremität  in  Christiania: 
Norway.   Ofßcial  Pablication  for  the  Pari«  Exhibition  1900.  1900.  ^. 

Naturfnrschfnfle  Gesellschaft  Granhündens  in  Chur: 
Jahre** beriebt.    Neue  Folge.    Bd.  43    1900.  8". 

Lloyd  Museum  and  Library  in  Cincinnati: 
Bolletin.   No.  1.  1900.  8<>. 

Stdillarrhiv  in  Danztg: 
Des  Sjndicus  der  Stadt  Dansig  Gottfried  Lengnich  Jas  publicum  civitatis 
Oedanentis.  1900.  8^. 

Wesipremeiather  GeadtidUaverein  in  Dantig: 
Zeitecbrift.   Heft  42.  1900.  gr.  S^. 

Gefchichte  der  ländlichen  Ortschaften  dee  Kreisel  Thom  von  Hane 

Maercker.    Lief.  HI.   1900.  8°. 

Historischer  Verein  für  das  Qtoaahertogthum  Heesen  in  Dturmatadt: 
Qoartalblätter.   Jahr^r.  1899.  8«. 

Vn-rlf  f'ur  Avh'iliisrhe  Geschichte  in  Dessau: 
Mittheilongen.    B.i      Theil  0.  1900.  89. 

Vrrrin  für  (ifsrhichfr  unri  Naturgeschichte  in  IhnaueschM^en: 
Schriften.    Heft  10.  1900.  Till.ini,'.-n  8«. 

K.  sächsischer  Ailerlhumscereni  in  Dresden: 
Festschrift  zum  75jährigeD  Jubiläum.  1900.  b^. 

Die  Sammlung  des  k.  sftohs.  Altertnmsvereina,  Sehlon  (Tafel  81^100) 

von  0.  Wanckel.   1900.  40. 
Nene»  Archiv  für  sftchaiiche  Geschichte.   Bd.  21.  190Q.  8®. 
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Royal  Iruth  Acadcmy  in  Dublin: 
Proceedings.    Illd.  Series.    Vol.  5,  No.  6;  Vol.  6,  No.  1.  1900.  8^. 

Observatory  of  Trinity  College  in  Dublin: 
Afltronomical  Observation«!  Part  IX.  1900.  4®. 

Poynl  Society  in  Dublin  : 

EeoBomic  Proceedintrs.   Vol.  I,  pari  1.  1899.  8^. 

Proceedings.  Vol.  IX,  pari  1.  1899.  8>. 

Transactions.    Vol.  VII,  part  2-7.  1899—1900.  4« 

Index  of  tbe  Proceedings  and  Transactions  1877—98.  1699.  8^. 

PoUichia  in  Dürkheim: 
Fettsehnft  aar  eCjUmgen  Stiftosgifeier.  1900.  8^. 

American  Chemiedl  Soeieijf  in  BolUmf  Pa.: 
The  Jotumal.  Vol.  2S»  No.  6-lSI.  1900.  8». 

Soydl  SoMy  tw  Edkdmr^: 

Froceedin<?8.    Vol.  23,  No.  2.  1900.  B®. 
TranaactiOQS.   Vol.  39,  part  2-4.  1899—1900.  4». 

Scott  iah  Microscopical  Sodety  m  JBdinbwffh: 
Proeeedsng».   Vol.  3,  No.  1.  1900.  S^, 

Verein  für  Geschichte  der  Grafschaft  Mtmfeid  in  Eidebtn: 

Man.sfelder  Blfttter.    14.  .lahrg.   1900  8« 

Die  geschichtliche  Entwickloug  des  Manafeider  KupferBobieferbergbauet 
Yon  Herrn.  Gröasler.  1900.  8^. 

K.  Akademie  gemeinuützi(jer  Wissenschaften  in  Erfurt: 

Jahrbücher.    N.  F.    Heft  26.  1900.  e». 

K.  Unirernt^fabibliothek  in  Erlangen: 

Schriften  aus  dem  .lahre  1899/1900  in  4°  u.  8^. 

Jieale  Accndemia  dei  Groryößli  in  Florenz: 
Atti.    IV.  Ser.   Vol.  23,  disp.  1,  2.   1900.  S*'. 

SocieUi  Asialica  Italiana  in  Florem: 
Oionale.   Vol.  18.  1900.  8**. 

Physikalischer  Verein  in  Frankfurt  aJM.: 
Jahresbericht  für  1898/99.  1900.  8<». 

NntuncissenschaftUchrr  Verein  in  Frankfurt  aJO.: 

Helios.   Bd.  XVU.   Berlin  1900.  8». 

Soeietetam  Litterae.  Jahrg.  XIH.  1899.  No.  1—19.  8^. 

Naturforschcnde  Gesellschaft  in  Freiburg  t.  Br.: 
Berichte.   Bd.  XI.  2.  1900.  B9. 

Breitnau -Verein  Schau-ms-Land  in  Freiburg  i,  Br.: 
,Schau-in8-Land."'    27.  Jahrlauf.  1900.  fol. 

Unirerfntnt<fbibliothel:  in  Freihurg  i.  Br,: 
Schriaen  aus  dem  Jahre  1899/1900  m  4°  u.  8<*. 
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ImtUtU  nationeU  in  Genf: 
BoUetiB.  Tom.  85.  1900.  8^. 

ObMnaUrin  tn  Genf: 
Vtfi\vß%e  totale  de  eoleil  du  38.  Hat  1900.  ^. 
ObeemtioBs  mtft^rologiqnet,  ann^  1898.  1900.  8*. 

Universität  in  Genf: 
SebriflOB  ant  dem  Jabre  1899-1900  in  4P  n.  8». 

Socli  f*'  (Ir  phi/sique  et  iVhistwre  »eUweih  u»  C^tnf: 
li^moires.  Tom.  88,  No.  8.  1900.  4^. 

Universität  in  Gies^en: 
SohrilteB  ans  dem  Jahre  1899/1900  in  4»  u.  8«. 

Oberhessischer  Geschichtsvertin  tn  Oiesaen: 
Mittheüunjfen.    N  F.    Hd  0.  1900.  S«. 

A'.  Grsf  Uschnft  der  Wissenschaften  in  (Tr^ffin^rt} : 
Göttingische  ^^elehrte  Anzeiüfen.   1900.  No.  6 — U     Fli  rlin.  4". 
Nüchrichten.    a)  Philol.-bUt.  Clasae.  1900.  Heft  1  mit  Beiheft,  Uett  2. 
Berlin.  4^ 

l))  M;ithem.-phvs.  ClaflRO.   1900    Hpft  1.  2.    Berlin.  4® 
Ofiflchaftlicho  MittheiluoRen.   19t)0.   Iloft  1.    Berlin.  4°. 
Abhandlungen  der  philosophisch' hisLoriücben  Classe.  N.  F.  Bd  III,  No.  8; 

Bd.  IV,  No.  1—8.   BerliB  1900.  4» 
Abbandhine  ri  der  matbemat.>phys.  Clasie.    N.  F.    Bd.  1,  No.  4. 
Carl  Friedr.  Gain«*'  Werke.    Bd.  VIIT     I.eipzig  11)00. 

The  Journal  of  Comprtriü  i  -r  \eurology  in  OranviUe  (U.  üt,  A^: 
The  Joomal.   Vol.  10,  No.  3.  19oo.  S^. 

Unirrrsität  in  Graz: 
Verseichnis  der  akadeuii^cben  Behörden  1900/01.   1900.  4^. 

Nnfnrwissensch'if'^uher  Verein  für  Steiermark  in  Orat: 
MitibeilutiKen.   Jahrg.  IBUK.    Heft  86.  1900.  8^. 

Rio/isch-Pommrrxchrr  Ge-'<chirhf--r<^rein  in  Chtifswald: 
Pommersche  Jahrbücher.    Bd.  1.  l'JOO.  S'\ 

K.  snehn.  Fürsten-  ^n>fl  Ltin(le.<schufe  in  Grimma: 
Von  dem  SöOjährigen  Jubelfeste  der  k.  säcbs.  Faraten-  und  Landesschule 

*u  Grimma.  1900.  gr.  8*>, 
Das  Kollegium  der  Fünten-  nnd  Laadeaschole  Grimma  tod  1849-- 1900. 
1900.  gf,Bf. 

K.  Inttituut  voor  de  Tim7-,  Land-  en  Vclkei^unde  ff  an  Nedtfiandseh  Indiü 

im  Hanq: 

B^draiEen.  VI.  Heeks.    Deel  VII,  aflev.  3  u.  4;  Deel  VIII,  afiev.  1  u.  2. 
1900.  8^. 

K,  Vhdaländkdke  BtgUmng  im  Haag: 
Di«  TriaagnlatioB  tob  Jara     J.  A.  G.  Ottdemane.  Lief.  6.  1900.  4®. 

Ministerie  van  Binnetdande  ZaJten  im  Haag: 
Nederlandsch  kniidknndig  Arebief.  III.  8er.  Deel  2,  sink  1.  Ngmwegen 
1900.  8^. 
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Tei/In's  Genootschnp  in  Haarlem  : 
Archivea  du  Mm^e  Teyl.  r.    8Ar  II  tom  VH.  part  1  n.  2.   lÖOO.  i^. 

,SfH'i/-'r  JlollandaiiC  des  Sciences  in  Hanrlrtn: 
Arcbives  Neerlandaises.    S^r.  If,  tom.  4,  livr.  1.    1900.  8®. 

Nova  Scotian  Tif^fiiute  of  Ücience  in  Halifax: 
The  Pro(  eedings  and  TransactioDs.   V^ol.  X,  1.  1899.  8**. 

Kimerl.  Leopoldimaeh-Üanüinüche  Deutsche  Akademie  der  Naturforscher 

in  Halte: 

Leopoldina.    Heft  3Ü,  No.  6- 11.  1900.  4". 

Dettttche  mortienlnnilische  GesclJuchafi  in  Halle: 
ZeitdcLrift.    Bd.  45,  Htit  2  u.  8.    Leipzipr.  S^. 

Unicerssilät  Halle: 

behriften  an^  d-^m  Jahre  1899—1900  in  4^  a.  8*. 

Naturwissc lisch af'llidier  Verein  für  Sachsen  und  Thüringen  i«  Halle: 

ZeiUchrift  für  Naturwissenschaften.   Bd.  72.  Heft  6;  Bd.  78.  Heft  1—4. 
Stuttgart  1900.  8^. 

TkOringrSädis.  GesdvkiUs-  und  AUerthums-Verein  in  HtiUe: 
Nene  Mittheilnngen.   Bd.  XX,  Heft  3,  4.  1900.  8<*. 

Deutsche  Seewarte  in  Hainburg: 
23.  Jahresbericht  fQr  das  Jahr  1899.  1900.  8*. 

Stadtbibliolhck  in  Hamburg: 

Schriften  der  Hamburger  wissenschaftl.  Anstalten  a.  d.  J.  1899 — 190O  in 
4»  n.  8^ 

Stermcarte  in  Ha$ntnirg: 
Mitteiloogen.   No.  6.  1900.  S^. 

Historischer  Verein  für  Niedersodwn  in  Mamiover: 
Zeitschrift.  Jahrg.  1900.  89. 

Universität  Heidelberg: 
Harry  Hosenbusch,  Aus  der  Geologie  von  Heidelberg.  Akademieche  Uede. 

1900.  4».  ^  ^ 

Schriften  der  UnWersitftt  ane  dem  Jahre  1899—1900  in  49  n.  V», 

Historisch-philosophischer  Verein  Ml  Beidetberg: 

Neue  Heidelberger  Jahrbücher.   Jahrg.  X,  Heft  1.  1900.  8*. 

Geschäftsführender  Ausschuss  der  ReichslimeshmmMan 

in  Heidetberg: 

Der  Obergermaiii«ck*Raetische  Limee.  Lief.  11.  1900.  4**. 

Finländisehe  QeaeUaOwft  der  Wiseeneduiften  in  BeUAngfore: 
Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  Natur  och  Folk.  Heft  59.  60.  1900. 
Ofrenigt  XL-XLIL  1897-1900.  1698-1900.  8«. 

Commkmn  gMogique  de  Finlanäe  in  BOeingfore: 

Bulletin.    No.  11,    1000.  R". 

Carte  göoiogique.   Feuille  No.  36  avec  texte  explicatif.  1900. 
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Societe  finno-ougriehne  in  Mtlsingfors: 
Axel  0.  Heckel,  Kthno^raphiache  ForschimgeB  II,  Trachten  und  Maater 
der  Mordvineo.  1899.  40. 

i'^uirersität  Hclsingfors : 
Schriften  aus  dem  Jahre  1899/1900  in  4»  u.  B«. 

Verein  für  siehenbnr;jische  Laufle^lnnde  in  Hemiannatadt: 
Die  Bopser  Burg.    Von  üeinr.  Müller.  lUOü.  4P. 

Siehenbürgischer  Verein  für  Naturwissenschaften  in  Mermannsiodt; 
Verhandlungen  und  Mitteilungen.   Bd.  49.  1900.  8^. 

Verein  für  Mein  indische  Geschichte  und  Landeskunde 

tn  Hiidtturghausen: 

Öchriften.    35.  u.  86.  Heft    1900.  8®. 

Hoyiü  Üociety  of  Tasmania  in  Hobart  toum: 
Papers  and  Proceedin^i  1898—99.  1900.  S». 

Umjarkichpr  Karpathen-  Verein  in  Iglö: 
Jahrbuch.   27.  Jahrg.  190Ü.  8^. 

Historischer  Verein  in  Ingolstadt: 
Sammelblatt.   Heft  24.  1899.  8». 

Fcydinandruin  in  Inmbruck: 
Zeitschrift.    3.  Folge.    Heft  41.  19(>0.  dP. 

Naturwissenschaftfich-medicinisch^^r  Veretn  m  Imubruck: 
Berichte.   Jahrg.  28  u  25.  1898— 19uü.  b». 

Journal  of  Pht/sical  Chemistri/  in  IthMOf  N.Y,: 
The  Journal.    Vol.  IV.  No.  5-9.  1900.  8«. 

Univerftite  de  Jassy: 
Annale«  acientifiqaes.    Tom.  1,  faac.  1—2.  1900.  8^ 

Medieimsch-natHrwissenschaftliche  Genelhchaft  in  Jena: 
Zoologische  Fortdbnngen  in  Australien.   Lieferung  18  (Text  und  Atla<i). 

1901.  fol,  ^ 
Jenauche  Zeitecbrift  ftlr  Naturwiwenachalt  Bd.  88,  84.  190(K  9*. 

Gelehrte  ICstniseke  OesdlscJmft  in  Jurjew  (DorpalJ: 

Sitenngsberichte  1899.  1900.  Bfi. 
Yerhandlnngen.  Bd.  XX,  2.  1900. 

Natwrforsdtenäe  QeseMhaft  hei  der  Universität  Jwjew  (Dorpat): 

SltiQBgaberichte.   Bd.  XII,  3.  1900.  8<*. 

BedakHon  des  Pf&sisdten  Musewns  in  KtMerslautem: 

Pftlnschet  Muaenm.   17.  Jahrg.,  No.  4.  1900.  6^ 

Centrdlburea»  für  Meteorologie  ete.  in  RarUmhe: 

Jahresbericbt  des  Gentralbureans  fflr  daa  Jahr  1899.  1000.  4*. 

Qrosskersoglidi  tedmist^  Eoduthnle  in  KaHsruke: 

Scbriftn  am  dem  Jahre  1899/1900  iu     u.  8^ 
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Natfcnri^ftefisr'hnffJich^r  Verein  in  K'^rl «r^il»p : 

Verbandloogen.    Bd.  XII  und  XIII,  1895—1900.  1900.  d<>. 

Socii'U  physiro-niathematique  in  Kasan: 

Balletill.   II«  S^rie.  Vol.  9,  No.  3,  4;  Vol.  10,  No.  1.  1699—1900. 

Universität  Kotan: 

Schriften  aua  dem  Jahre  1899—1900. 
üodUchnij.   Akt  1900.  BP. 

Vfrein  für  Ndturknnilf;  m  Kosstl: 
Abhandliin<ren  und  Bericht  XLV.    1900.  S«. 

Soriete  des  sciences  piiysico-chirnique  ä  V ünivtrsiU  de  Mharkow: 
Traveaux.   Tom.  24—27.  189R— lOüO.  8®. 

rmrernite  Imp&riaJit  in  Kharkwo: 
Sapiski  1900.    No.  3,  4.  S^. 

Gesellschaft  für  Schleswüj-HoUlein-Lauenbwrgisd^e  GesehidtU  in  Rid: 
Zeitschrift.   Bd.  80.  1900.  S^. 

Kommission  zur  wiaensehaftl.  UtUersuehutig  der  deutschen  Meere  in  Kiel: 

Wissenschaftliche  Mf^prenrntersBchungen.  N.  F.  Bd.  III,  Heft  2;  Bd.  iV^ 
Heft  1.  190U.  40. 

JT.  Universität  in  Kid: 
Scbrinen  ans  de»  Jabra  1899/1900  in  4^  u.  8*. 

Univermtät  in  Kiew: 
iMwestiJa.  Bd.  40,  No.  6-9.  1900.  SP. 

GtBätifAteverein  für  Kämttn  in  Xlagenfuri: 

Jahresbericht  Ober  1899.  1900.  8^. 

CHrinthia  I.    90.  Jalirtr..  No.  1-^0.   1900.  8®. 

Archiv  für  vaterländische  tieschichte.    19.  Jahrg.  1900.  8« 

Sichpnbürgisch'r  Museumsverein  in  Klausenburff  r 

Sitzanfir^berichte  der  medizin.-natunr.  Sektion.   Bd.  XXI,  I.  Abteilung, 
8  Hefte.  1899.  8«. 

Stadtardno  m  K^: 
Hittheiinngen.  Heft  80.  1900.  Bfi, 

Umeereität  in  KMigAerg: 
Schriften  au  dem  Jabre  1899—1900  in  4^  n.  8^. 

JT.  Äka^mie  der  Wissensehaßen  in  Kopenhagen: 

0 versigt.  1900.  No.  4,  6.  8*». 

Skrifter.  6.  8erie.   Hietorisk  afd.  Tom.  5,  No.  1.  1900.  4<». 

K,  Däninhee  Kiätuaminieterium  in  Kopenlu^en  : 
Le  Dänemark.  1900.  8^. 

Qeetß^wämß  für  nordisehe  JJtertinmt^Mnde  in  Kapenkogen: 
AarbOger,  IL  Soekke.   15.  Bd.,  1.  n.  2.  Hefl.  1900.  8*. 

Oeneälogii^  Institut  in  Kopenhagen: 
Stndenienne  foa  EjObenban»  Uni?er«itet  1860.  1900.  9^, 
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Akademie  der  M'^L^scnadiaßen  m  Krakau: 

Anaeiger  1900.    April— Jali—October.  8^. 
Rospmwy.   1.  filolog.  Serya  II,  Tom.  13. 

2.  mathemat  Serya  II,  Tr  m  15,  17.  1899-1900.  8^. 
Materyaly  antropologiczne.    Tom.  4.   l'JOO.  o^. 
Sprawozdanie  komisyi  fizyograficzreij.    Bd.  34.  1899.  8^. 
J.  Boatftfimld»  Slownik.  1900.  S^. 

AKMriean  Mathematieed  Society  in  Laneatter: 
TnuMactioiM.  Vol.  I,  No.  2.  1900.  4^ 

£fMforweft«r  Verein  in  IsanMtU: 
yerhKtäamtgtm.  86.  Bd.  1900.  8^ 

SoeOti  Vattdoiee  de»  edeneee  wOur^lee  in  Lausanne: 

Balletin.  IV.  S^e.  Vol.  86,  No.  187.  1900.  8^. 

Kansae  ÜnieenUy  in  Lawrence,  Kansas: 

The  Kansas  I  niveraity  Quarterlj.  Vol.  VIII»  No.  1,  4.  1899. 
Ballotin.  VoL  I,  No.  2,  8.  1900. 

Maatediappis  wtn  Nedefiandsdu  LeUerkunde  in  Leiden: 

Tijdschrift.    X.  Serie,  Deel  XIX.  1,  2    l'.WO.  S». 
Handelingen  en  M»'dedoelingen,  jaar  1899^1900.  8^. 
Levensberichten  189'J  — 1900.  8«. 

K.  Gesellschaft  der  Wisi<i')ischa/len  in  Leipzig: 

Abhandlungen  der  philol.-hist.  Claase.  Bd.  XIX,  1,  2;  XX.  2.  1900.  4^ 
Abhandlnnffen  dermathem.-pbysikAliacbeiiOlaMe.  Bd.  XXVI,  3, 4. 1900.  4^. 

Berichte  der  philol.  histor.  Classe.    Bd.  62,  IV-VIIi.  19()0.  8° 
Berichte  der  matbem.-phyaik.  Claase.    Bd.  52,  III— VI.   1900.  8^. 

Fürstlich  Jablonotcski^ürhe  GeseUschaft  in  Leiptig: 

Pjroiwchrifteii.   No.  XXXVI.  1900.  4'' 

Journal  für  praktische  Chemie  hi  Li  ipzig: 

Joanial.  N.  F.   Bd.  61.  Hea  10—12;  Bd.  62.  lieft  1—11.  1900.  8^. 

Museum  Frandseo^arolinum  in  lAnt: 

68.  Jahregl.ericht.  1900. 

BibUotheks-Katalog.    II.  Nachtrag,  189G-1U00,  lö.  April  1900.  8^ 

Zeitschrift  „La  CeUule"  in  Loetoen: 
La  CeUule.   Tome  XVII,  2.  1900.  40. 

Tfie  JCugfish  Historien}  Review  in  London: 
Historical  Review.    Vol.  XV,  No.  68  u.  59;  Vol.  XVI,  No.  61.  1900.  8<*. 

Roijal  Societij  in  London: 
List  of  the  Fellow-i.    80.  Nov.  1900.  4«. 

Proceedings.  Vol.  66,  No.  431—434;  Vol.  67,  No.  435—439.  1900/01.  6^. 
PbUoBOpbicat  Traotacttons.   Ser.  A,  Vol.  192—194;  Ser.  B,  Vol.  191, 192. 

1899/1900.  40. 

Reporte  to  the  Malaria  Committee,  I.— III.  Series  1899-1800.  1900.  8<^. 

E.  Astronomical  Society  in  London: 
Moothly  Noticee.   Vol.  60,  No.  8—10;  Voi.  61»  No.  1.  1900.  8. 
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Ckemeal  Sotitiy  in  Londtm: 

Journal.    No.  463  (Aug.),  No.  4&4  (Sept.)  and  3appl«iaentaryNiimber. 

No.  455-457  (Oct.  Dec.  1900),  No.  453  (JaiL  1901).  im--190a.  SP. 
Proceedinge.  VoL  16,  No.  227-229.  löOO.  ö". 

TAnnean  Snciffi/  In  London : 

Proceedings.    112*^»  Zession  from  Nov.  I6d^  to  June  1900.  1900.  b^. 
The  Joamal.   Botany,  Vol.  34,  No.  240,  241;  Zoology,  Vol.  28,  No.  17». 
180  8^ 

The  Transactiona,   Botany,  Vol.  V,  11,  12;  Zoology,  Vol.  Vll,  »-11. 
1ÖÖ9.  40. 

MfdicdJ  and  chinnijical  Socichj  in  J^mdou: 
Meciico-chirurgical  Transactiuii^.    Vol.  83.   l'JOO.  8*'. 

Tif.  Microscopical  6ocicty  m  London: 
Journal.    1900,  part  4-6.  b^. 

Zonfoffical  Societf/  in  London: 

Proceedings.    1Ö'J9,  part  Ü,  III.  Ö". 
TnumctiooB.   Vol.  XV,  ptct  6.  1900.  4^. 
A  Litt  of  tbe  FeUom.  1900.  ^. 

Ztitsduriß  ^atmr^  tfi  London: 
Natnre.  No.  1001—1699.  1900.  4«. 

Beale  Aceademia  di  apience  m  Lueea: 
Atti.   Tomo  80.  1900.  8». 

Soeiki  jiidogique  de  Beigigue  in  LiUlieft: 
Aniulet.  T<»me  27,  livr.  8.  1900.  8^. 

Universität  in  Lund: 
AcU  UoiTeniUiis  Landensii.  Tom.  XXXV,  1,  2.  1899.  4^ 

Histariscker  Verein  der  fSmf  Orte  in  Lünern: 
Der  Oeieliiehtsfieoiiii.  Bd.  86.  Staoi  1900. 

Soeiäi  ^agrietäture  scienee  et  indutMe  in  Ljfon: 
AnnmlM.  VII.  S^ie,  tom.  8,  1898.  1899.  4<». 

SodHi  Linnienne  in  Lyon: 
Aiinalei.  Tome  46.  1900.  4^ 

Univerdti  in  Lyon: 
Anaalee.    Moqv.  S^e:  I.  Scienes,  fa.sc.  3. 

II.  Droit,  Lettre»,  fasc.  S.    Paria  1900.  8<». 

Oüvernment  Museum  in  Madras: 
Bulletin.    Vol.  VIII,  No.  2.  1900.  S». 

The  Goiernment  Obeervatory  in  Madras: 
Report  1899—1900.  1900.  fol. 

R.  AcaJetnia  de  la  historia  in  Madrid: 
Boletin.    Tomo  37,  cuafl.  1—6.  1900.  S^. 

Naturirissen.sehtiftlichcr  Verein  in  Mayiulniry: 
Jahresbericht  und  Abhandlungen  1898-1900.   1900.  S^. 
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Fonättgione  ieienUfiea  Ca§nioU  in  Maämi: 
AiU,  Vd.  XVIL  1900.  8». 

B.  iHünto  Lmbardo  di  säente  in  MattoMd: 
Rendiconti.   Serie  IL  Vol.  32.  1899.  8^ 
Meraorie.    a)  Clause  di  letterc    Vol.  21,  fasc.  l,  2. 

b)  Clasae  di  acienze.    Vol.  18,  fasc.  7-10.  1899— I90ü.  4». 

O^s^rrnfnn'o  nsfrotwmico  di  Brera  in  Mailand: 
Oaservazioni  meteoroiogicho  nell'  anno  1899.  1900.  4^. 
Pabblicaaioni.    No.  89.  1900.  4» 

Societä  Italiana  di  scienze  naturali  in  Mailand: 
Atti.    Vol.  39,  fasc.  2    mo.  8». 

Societä  Storica  Lomharda  in  Mailand: 
Arcbivio  Storico  LomlMirdo.  Serie  III.  Anno  XXVII,  fasc  26,  27.  1900.  6<*. 

ComUato  per  le  onoranze  al  Prof.  Luciani  in  Mailand: 

Ricerche  di  fisiologia  e  acienze  affini  dedicate  al  Prof.  Laigi  Luciani. 
1900.  40. 

LUtrary  amA  pkiUuophical  SoUeiy  in  Mm^kUUr: 
Memoin  aad  Piroceedings.  Vol.  44,  part  IV,  V.  1900.  8^. 

I7nt0er«itdit  in  Manhurg: 
Sefariftaa  aon  dem  Jahre  1899/1900  ib  4»  n.  ^, 

Faeuiti  des  aaenees  in  ManeiUe: 
Avnales.  Tome  X,  Pr^face  ei  iaaeiciile  1—6.  1900.  4!^. 

JSenneberptther  dUer^umsfanehender  Verein  in  Meiningen: 
Nene  Beitoftge  sor  Geacbichte  dentadien  Atiertlmiiift.  lief.  15.  1900.  8<>. 

Verein  für  QeedkiiMe  der  Stadt  Meissen  in  Meissen: 
Hiitlieihiogeii.  Bd.  6,  Hefk  8.  1900.  8«. 

Bioytd  Sodety  of  Victoria  tw  M^Mowms: 
Proceedingfl.  Vol.  XII  (New  Serie«),  part  2.  1900.  8<*. 

Aeeadema  JPdofiUma  in  Messina: 
AUS.   Audo  XIV.  1899-1900.  8^. 

Universität  in  Messina: 
CCCL  Amirenario  della  Universitä  di  Hessin».  1900.  4^. 

lUvista  di  Storia  Antiea  in  Messina: 
Rivista.  N.  Ser.  Anno  6,  fasc.  2,  8.  1900. 

Äeadimie  in  MeU: 
Memoire*.  8«  S^rie  ann^e  27  n.  28.  1897—98.  1900.  8^. 

ObstriMtono  metearologieo'magnitien  central  in  Mixieo: 

Boletin  meneaal.   Noviembre  y  Dteiembre  1899*  Snero,  Febrero,  Marzo, 
Junio  1900.  1900.  4». 

Oh<>'rv,iinno  astronömico  fMCMMa^  de  Tacubaya  in  Mexico: 

£1  Clima  de  la  Kepublica  Mexicana  por  M.  Moreno  j  Anda  y  Antonio 
Gomez  Aüo  II.  Mexico  1900.  8^. 
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BotuM  dentifica  „Änttmio  JitaU"  m  Mexico: 
MemoriM.  Tomo  14,  No.  1—10.  1899—1900.  8^. 

Museo  nachnal  in  Montevideo: 
Anale«.   Tom.  2,  fftec.  15—16;  Tom.  8,  faac  4.  1900.  4^. 

Numismatic  and  Antiquanan  Society  of  Montreal: 

Tbe  Canadian  Antiqoarian  and  Numismatic  Journal.   III.  Ser.    Vol.  2, 
No.  2-4.  1899.  8» 

SoeUti  ImpMaU  des  NoturaUtieß  in  Montau: 
BnUttiii.  Annte  1899,  No.  IV.  1900.  8<». 

Mathematiaehe  QudUthe^  m  ttmia«: 
Uatematitacbesky  Sboniik.  Bd.  XXI»  1,  2.  1900.  8». 

ünioemtat  Mo^au: 
Utechenia  Sapiiki.  Bd.  XIV— XVI.  1899.  80. 

iMk  Observatorif  in  Mount  HamüUm,  GaUforma: 
PobHeatiOBB.  Vol.  IV,  1900,  Sacramento.  1900.  4^. 

Statistisches  Amt  der  Stadt  Aliinchen: 
M  Qncbener  ttatistaacbe  Jabretflbenicbten  für  1899.  1900.  4R, 

K.  Ilydnaeehniadtes  Bureau  in  MiXnehen: 
Jabrbucb.  2.  Jahr)?.,  Heft  2,  8.  1900.  A^. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Anthropologie  in  Berlin  und  München: 
Correepondenablatt  1900.    No.  6—8.  4*. 

Generaldirekiion  der  k.  i.  Fasten  und  Telegraphen  in  Mündicn: 

Verieicknis  der   in   und  ausserhalb  Bayern  erscheinenden  Zeitungen. 
I.  VI.  II.  Abteilang  mit  Nachträgen,  fol* 

JT.  hayer.  tethnii^  So^sdndß  m  MüfuAen: 

Penonaletand.   Winter-Semotter  1900-1901.  1900.  8**. 

ncvkht  für  das  Jahr  1899/1900.   1900.  4». 
Programm  für  das  Jahr  1900—1901.  1900.  4*. 

Verlag  der  Mochsdiulnadmehten  in  Mihuhen: 
Hocbscbnlnachrichten. 

Järsbiftchäß,  Ordinariat  in  Münehen: 

Amtsblatt. 

ümceraitäi  in  München; 
Schriffbon  aus  dem  Jabro  1899—1900  in  4^  und  8^^. 

Anitlii  he.4  Vcrzt  ichnis  des  Personals.  Winter-Semester  1900/01.  1900.  8^. 
Verzeichnis  der  Vorlesungen.    Winter-Semester  1900/01.  1900.  4^ 

Aerztlicher  Verein  in  München: 
Sitzangsberichte.   Bd.  IX.  1899.  1900.  8^ 

Historischer  Verein  in  München: 
Aitbajerische  MoQat.H4chrift  1900.    Heft  4-6.  40. 

Verein  für  Naturkunde  in  München: 
I.  Jahresbericht  1898  -  99.  1900.  4^. 
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K.  bayer.  meteorologische  Zentralstation  in  München: 

Beobachtangeu  der  meteorolof^itchen  Stationen  des  Königreichs  Bajern. 
Jalug.  20  (1890).  Heft  4.  49, 

Wesiphäl.  Provinziai- Verein  für  Wisaenschafi  und  Kunst  in  Münster: 
27.  Jahresbericht  fQr  1898/99.  1899.  8<>. 

Sociite  des  sciences  in  Nancy: 
Bulletin.   Ser.  II,  Tome  16,  fa3c.34;  Ser.  HI,  Tome  1,  fasc.  3.  lüOO.  S^. 

Eeale  Äccademia  di  seiende  morcdi  ei  polüiche  in  Neapel: 

Atti.  Vol.  81.  1900.  8» 
Rondiconto.  Anno  88.  1900. 

AeeaäetUa  ddU  teUnge  fisiehe  e  matmaHAe  in  Neapd: 
Rendieonto.  Serie  III.  Vol.  6,  faac.  6—7.  1900.  gr.  8^. 

Zoologische  StcUion  in  Neapü: 
MitilieilangeB.  Bd.  14.  Heft  1  n.  S.  Berlin  1900.  8». 

Societe  des  sciences  naturelles  in  Neuchaiel: 

Balletin.  Tom.  28.  Ann^  1897—98  et  Table  dei  mati&m  des  tomee 
1—26.  1898.  Bfi. 

The  American  Journal  of  Seienee  in  NeuhHaven: 
Jonnuü.  IV.  Seriea.  Vol.  10,  Ko.  66-60;  Vol.  11,  No.  61.  1900.  8«. 

Aeademy  of  8eienee§  in  Hew^Yoris 

Hemoirs.   Vol.  II,  part  1.  1899.  4«. 
Annale.  VoL  Xil,  Ko.  %  8.  1900.  8fi, 

Äwuriean  Jewiah  Hitlorical  Society  in  New  •York: 

PoblicKtiona.  No.  8.  1900.  8«. 

American  Mmeum  of  Ifaturei  HisU>ry  m  New -York: 

Bollettn.  Vol.  XII,  1899.  1900.  b». 
Annoal  Report  for  the  jear  1899.  1900. 

American  Geographieai  Society  in  New 'York: 
Bnlletin.   Vol.  32,  No.  8,  4.  1900.  Sfi, 

ArduueHogieal  Inetitut  of  America  in  Norwooä,  Maos.: 
American  Journal  of  Archaeolegy.  II.  Seriea.  Vol.  4.  No.  1—8.  1900. 

Natwhietorieehe  GeedUthaft  in  NitnAerg: 

Abbaadlnngen.  Bd.  XIU.  1900.  8^. 

C^ermauit^ea  Naiionalmvseum  in  Nürnberg: 

Anteiger.  Jahrg.  1899.  Bfi. 
Mittheiliingen.  Jahrg.  1899.  99. 

BogcH  Society  of  Canada  in  Ottawa: 
Proceedinge  and  Traniactions.  II.  Ser.  Vol.  6.  1899.  gr.  d9. 

J2.  Oeeereatorio  a^nomieo  in  Padua : 
Air  A<)tronomo  Q.  V.  SehiaparelK,  Omaggio  80  Gingno  1860  —  80  Oingao 
1900. 
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Re(äc  Accudcmia  di  scienzc,  ietiere  e  beUe  artt  in  Palermo: 

Atti.   III.  Serie.   Vol.  6.  1900.  49. 
BuUetino.   Auii  1894-98.  1899.  4P. 

Circoh)  mateiitaticü  tn  Palermo: 

Rendiconti.   Tom.  14,  faec.  5.  lUOO.  4«. 

▲iii  4el  coU^o  degli  ingegoeri  1900  Jan.— Juni.  1899.  4^ 

Äcadimie  de  mideeine  in  Pari»: 
Bulletin.  1900,  No.  97-48.  S". 

Acadcmle  dcä  scienvt':<  in  Paris: 
Comptee  rendus.    Tom.  131,  No.  1—27.  l'JOO.  40 

Moviteitr  Scievtifque  in  Parift: 
Moniteur.   Li?r.  704— 70U  (Aoüt  lüOü  —  Janvier  1901).  49. 

Mush  GuitMt  in  Paris: 

Annale»  in  49,  Tome  XYI,  4°^«  partie  Recoeil  de  Talinnana  Laotiens. 
1900.  49, 

Revue  de  rbiatoire  des  r^ligiona.  Tome  41*  No.  1,  2.  1900.  8^. 

3Iu}3Luin  dlimioire  naturelle  in  Paris: 

liulletin.   Ann^e  1900,  No.  2-4.  89, 

Nomllei  Arebi?et.  IV.  S&rie.  Vol.  I,  fiwe.  1,  8.  1899.  49, 

SoeOti  ^anlhropdloffie  in  Paru: 
BttUetini.   1899,  fasc.  4.  S^. 

Snciiie  des  itudes  historiquen  in  Paris: 
Revue.    Nouv.  Serie.    Tom.  2,  Xo.  4    G.   1900.  8^. 

Soctelc  de  gmyraphie  in  Paris: 
La  Geographie  (Bulletin)  AnntJe  1900,  No.  7— 12.  gr.  8^ 

Snciftc  mathematique  dp  France  in  Parie: 
Bulletin.    Tome  28,  tasc.  2—4.  1900.  Ö». 

SociHe  zoolofßique  de  Franee  in  Parie: 
Mämoiree.  Tome  12.  1899.  89, 

Aeadimie  Impiriale  dee  eeieneee  in  8t  PeUnUmrg: 

Oeuvres  de  T.  L.  Tschebjchef.    Tom.  I,  1899.  4» 

Byzantina  Chronika.   Tom  G,  No.  3,  4;  Tora.  7,  No.  1,  2.  1899—1900.  4**. 
Memoire«,   a)  Clause  historico-philologique.    Vol.  III,  No.  6;  Vol.  IV, 
No.  1—7. 

b)  Classephygico-mathomutique.  Vol.  VIII.  No. 6—10;  Vol.  IX, 
No.  1—9;  Vol.  X,  iNo.  1.  2.  lSy9-1900.  4*. 
Bulletin.    Ve  Sür.    Tom.  10,  No.  5;  Tom.  U,  No.  1—5;  Tom.  12,  No.  1. 
1899—1900.  4* 

Annuaire  da  Mus^  aoologique.  Tom.  5,  No.  1—8.  1900.  89. 

Comiti  gMogiqne  in  St.  PetenUmrg: 

Bulletin!.   Vol.  XVII I,  No.  8— 10.  1899-1900.  80. 

Memoire«.  Vol.  VII,  No.  8  u.  4;  Vol.  IX,  Mo.  ö;  Vol.  XV,  No.  8.  1899.  4*. 
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Kaiserl.  botanischer  Garten  in  St.  Petersburg: 

Acta  horti  Petropolitani.    Tom.  15,  fasc.  2;  Tom.  17,  fasc.  1,  2. 
1898-1899.  8° 

Hiatoriscbe  Skis»  de«  kais.  botan.  Gartens.  1899.  8^  (ruaa.  Spr.) 

Kaiseti,  mineralogische  Gr<teUschnfl  in  St.  Petersburg: 

Materialien  zur  Geologie  Rusalands.    Bd.  XX.  1900.  8°. 
Verhandlungen,  il.  Serie.  Bd.  37,  Lief.  2;  Bd.  38,  Lief.  1.  lö'JU    1900.  b^. 

Kaiserl.  freie  öJconnmische  GeseVschaft  in  St,  Fetertburg: 
VolksBchoUtatistik  in  iiussland.  1900.  6®. 

Physi1:a}.-chemi<:rhp  Gesellschaft  an  der  lai$.  üniversitäl  St,  Petersburg : 
Schurnai.    Tom.  32,  Heft  7  u.  8.   1900.  8'>. 

Physikaiisdk-mathematische  Gesellschaft  an  der  hakeri,  üniversUM 

in  St.  Petersburg: 
Schurnai.    Tom.  S2,  No.  4-6.  1900.  S^. 

PhysiJcalisches  CentrahOhHcrvatoriithi  m  St.  Petersburg: 

Histoire  de  l'Observatoire  ph^  s.  central  1849—1899  par  M.  Rykatchew. 

Partie  I.  1900.  i«*. 
Anaalen.  Jahrg.  1808,  Theil  I,  U.  1899.  4f^, 

KaigeHu^  Universität  in  8t,  Petersburg: 
Obomrenije  (YorlesaiigBrerseichiiis)  0ir  1900- 1901.  1900. 

Äeademy  of  natural  Sciences  in  FhHaddphia: 
Proceediag«.  1699,  part  III;  1900,  pari  I.  8^. 

Ameriean  fharmaeeuHcai  AMtoeiiUiOH  in  Phäadeijphia: 
Proceedingi.        annoal  Meeting  at  RicfamOD«!  1900.  Baltimore  1900.  8^. 

lliOorieeH  SodHp  of  Pennsylvania  in  Philadelphia: 
Piooeediiige  on  the  Death  of  Charles  Jaaeway  StilM,  President  of  tbe 
Society.  1900.  8». 

The  Pennsylvania  Magazine  of  History.    Vol.  24,  No.  2  u.  3.  1900.  S". 

Alumni  At^xociation  of  the  College  of  Pharmacy  in  Philadelphia: 

Alumni  Ueport.    Vol.  86,  No.  8— 11.  1900.  8°. 

American  rhilosophical  Society  in  Philadelphia: 

Vrorpp<^\n<r9.    Vol.  39,  No.  IGl  a.  162.   1900.  8**. 

BrmLun  Memorial  Meeting  held  January  16*^»  1900.  1900.  8*^. 

Societä  Toscana  di  scienze  ntUurali  in  Pisa: 
Atti.   Proceeei  verbali.  Vol.  XU,  pag.  1—188.  1900.  gr.  8^ 
Atti.   Toi.  XVII.  1900.  gr.8». 

SoeUtä  Ikdiana  di  fisiea  in  Pisa: 
n  nvoTO  dmento.  Ser.  IV.  Tom.  XI,  Haggio  e  Givgno;  Tom.  XII.  Luglio 
e  Agoeto.  1900.  Sfi, 

Carnegie  Museum  in  Pittfburghs 
Poblieationi.  No.  6  «.  7.  1899-1900. 

Historiftche  Gesellschaft  in  Posen: 
Hietori«che  Moaateblätter.   Jahrg.  i,  Mo.  4-7.  1900.  dP. 
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BMmM«  Kai$er  Fram'Joufh'AltmdmU  m  Frag: 

BoxprawT.    Trfda  I,  Rocoi'k  VII,  <^h1o  I.  2;  Trfda  II,  Boteik  VIII; 

T.Ida  III.  Horcik  VII.  .  i-lo  1.   1899.  gr.  8». 
Hiatoricky  Arcbir.    Bd.  16.   Iö99.  gr.  8^. 
Veslm'k.    Bd.  Vill,  No.  1-9.  1899-1900.  gr,  8*'. 
Almanach.    Rocm'k  X.   1900.  8«. 

Cenek  Zrbri,  BibliograSe  Cesk^  historie,  Tbeil  I.  1900.  gr.  8* 

Sbirka  pramenuv  Skupina  I,       U  1,  £ialo  2.  1899.  Rr.  8". 
Fr.  Nuel,  Prokop  Divii.  189U.  gr.  8«. 

Geselitehaß  sur  Förderung  deutscher  Wiuentthaft,  Kunst  und  LUtratur 

in  Prag: 

ForschnnipRi  zur  Kanttfreiclitclite  Böhmeiu-  Mit  1  Atfai.  190O.  IbL 

Bt;itr&ge  zar  deatach-t  öhmiacben  Volkftkttiide.  Bd.  III«  Heft  1.  1900.  8". 

Mittbeilang.    No.  11,  12    imx  S». 

Jos.  Mrba,  Beiträge  zur  Kenntnis  des  Ktlvphit    Wien  1899.  8<^. 
Jot.  Langer,  üalenrndiiiiiffeii  fiber  Biengift  (II.  Mittdlmig)«  Sep.>Abdr. 
Gud  Q.  Pari«  1899.  ^. 

K.  bifhim§d»€  GesdUeiuift  der  WissensAafteu  m  Prag: 
Prtger  Tychoolaii»  von  F.  J.  StodniÖk*.  1901.  gr.  8P. 

Museum  des  Königreidu  Bökmen  in  Prag: 
ÖMopii.  1900.  Bd.  74,  Heft  1-6.  8^. 

K.  R,  Sternwarte  in  Prag: 
Die  Tychoniscben  Imtnimeote  auf  der  Präger  Sternwarte  tob  UWeioek. 

1901. 

Deut/iche  Carl  ■  Ferdinands  - Universität  in  Prnft: 
feierliche  Installation  des  Bectors  für  das  Jahr  18^9/1900.  1900.  b^. 

Verein  für  Natur-  und  Heilkunde  m  Prettburg: 
Verhandlungen.    Bd.  XX.  1900.  B9. 

Nafurv-i'^-^^  hsrhaftlicher  Verein  in  Begem^urg: 
Berichte.   VU.  Heft.  1900.  S^. 

Naturforscher  -  Verein  in  Itiga: 
Korrespondenzblatt.    XLTU.  1900.  8° 

Obsprvntorio  in  Rio  de  Janeiro: 
Boletin  mensual  1900,  Jan.— abril.  4^. 
Anmiario.  1900.  8^. 

Ii.  Crols,  Methode  para  determinar  ae  hora»  das  Oeenltaooee  de  esttellas 
pela  Loa.  1899. 

Aagustana  Library  in  Book  Idonä,  Hl.: 
Poblicatioi».   Vol.  2.  1900.  4<>. 

R.  Äeeademia  dei  Lincei  in  Born: 
Rendiconti.  Glaste  di  scienze  morali.  St  rio  V.  Vol.  TX,  fasc.  6.  6.  1900  8"*. 
Atti.  äerie  V,  ReDdiconti.  Clause  di  äcienze  iisiche.  Vol.  IX,  semestre  1, 

laie.  II,  12;  seinettre  2,  fasc.  I— 11.  1900.  4<*. 
Atti.   Ser.  V.  dawe  di  scienze  mor  ill.  Vol.  VIII,  parte  2.  Kotiae  degli 

Mcav!  Mar:">— A}70-»to.   1900  \^ 
Rcndiconto  deii'  adunanza  solenne  Uel  Giugno.  1900.  i^. 
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Ii.  Comifdtn  gedogico  d'Jtolia  in  Born: 
Bolletlno.   Anno  1900.  Nn.  i.  2.  89. 

Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei  in  Horn: 
Atti.   Aubo  58  (1899-1900),  Sestione  Y-VIT.  1900.  4^ 

Kaiserl.  deutsches  archäologisches  Institut  (röm.  Alth.J  in  Mom: 
Hittbeilungen.   Bd.  XV,  fasc.  1—8.  1900.  8^ 

R.  Ministero  della  Jstruzione  puhhlica  in  Mom: 
Indici  6  CAtaloghi.  XV.  Bibllotoca  Biccardiana di  Firaaie.  Voll,  faao. 6,  9. 
1900.  efi. 

Ufficio  centrale  tneteorologico  italiano  in  Born: 
Catalo(?o  de^li  stmmenti  sismici  e  metoorologiei  per  Lni^  FascianelU. 
1900.  8« 

K.  italienische  Begierunff  in  Bom: 
Le  Oper«  di  Galileo  Galilei.  Vol.  X.  Fivense  1900.  49, 

JR.  V'  r    ra  Romana  di  storia  poffia  tW  Som: 
Arohivio.   Vol.  23,  £mc.  1,  2.  1900. 

TTn  iversifät  Rostocl'  : 
Schrines  aus  dem  Jahre  1899/1900  in  4«  u.  B^. 

R.  Äccademia  di  scienze  äf()H  ArjiaH  in  Btwerelo: 
Atti.  Serie  III.  Vol.  6»  faac  2,  3.  1900.  8^. 

Museo  Citico  in  Rovereto: 
Materiali  per  una  bibliografia  Roveretana  per  Giovanni  de  Corelli.  1900.  8*. 

Tlie  Atnerican  As.^nnntt'nn  for  llxfi  aflvnncement  of  science  in  Salem: 
Froceedings.  48^1^  meetiag  at  Columbus.   August  1899.  Easton  1899.  8®. 

Of^elhchaft  für  Saizhurger  Landeskunde  in  Salsburg: 
MiUheilungen.   40.  Vereiiü^jahr.    1900.    Salzburg.  8^. 

Historischer  Verein  in  St,  Gallen: 
Ntiujahrsblatt  für  19üO.  49, 

HitteiloBRen  rar  vaierUbidiBcheii  GeaeUehte.  Bd.  27,  Teil  3.  1900.  Bfi, 
Max  Gmflr,  Die  TerfassuDgegeschichtliche  EntwicUimg.  1900.  8^. 

InstUuto  y  Obaervatorio  de  marina  de  San  Fernando  (CadigJ: 
Almanaque  nAotioo.  1900.  S**. 

Mueeii  PauUtta  in  8,  Pauh: 
Beviato.  Vol.  IV  1900.  8^. 

Bosniedi'Rereegovin^Ae  Landeeregiemng  in  Sarajevo: 
Ergebnisse  der  meteorologiacben  fieobachtangeo  im  Jahre  1897.  Wien 
1899.  40. 

Vfrein  für  mccldmburgiüchc  Gfschivhfe  Schwerin: 
Jahrbücher  und  Jahresbericht,    65.  Jahrg.  1900.  h'^. 

K.  K.  archäologisches  Museum  in  Spalato: 

Balletino  di  Archeologia.   Anno  28.  1900.  No.5-11.  8^. 

Nella  Datmaii*  Romaoa  di  Charles  Diebl.  1900.  8<*. 

Ant.  MattiasveTieb'Caramaneo,  RifleMioni  topra  Tietoria  di  S.  Doimo 
primo  TeteoTO  di  Salona.  1900.  8^. 
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K.  AJuiäemie  der  Wtetenschaften  in  Stockholm: 
Briefe  ron  Job.  Hflller  ui  Anden  Retrina.  1900.  4*. 

Statut      R^^trlpmrnt  de  la  fondation  Nobel.  1900.  8^. 
Bibaog  til  ÜÄDdlingar.    Vol.  25  (1899),  Soction  1-4.  190a  8^. 

Geologiska  Förening  in  StaeiMm: 
FdrbuidliDgar.   Bd.  22.  H^ft  5.  1900.  8» 

X'>r,iiska  Mmee$  in  Stockholm: 
Meddelandfn  181)8.   liMO.  8°. 
TjugufemirHiiiinne  1873—1898.  1900. 
$  Temcbiedene  kleinere  Schriften. 

Oeulhehafl  mar  Förderung  der  Wissenschaften  in  Straseburg: 
Monatebericbt  84.  Bd.  1900.  Heft  6  (Juni).  8«. 

Kaiserl.  Universität  Strassburg: 
Schriften  ms  dem  Jahre  1899—1900  in  4<>  n.  8^. 

WüHiemberflisdte  KommmUm  für  LandesgesehidUe  in  Stuttgart: 

Vierteyahreshefte  ftlr  Landesgesehichte.  N.  F.  IX.  Jahrg.  1900.  Heft 
1—4.  8*. 

K.  Württemberg.  gtatisHsehes  Landesamt  in  StiUtgart: 

BeschrfM>iMng  des  Oberamts  Pofffn^nr^r     o  Teile.    18n9  — 1900.  6" 
Wartiembet  giiicbe  Jabrbücber  iür  Ötatiätik  und  Landeskunde.  Jahrg.  1899. 
Teil  I  u.  II.   1900.  4". 

Department  of  Mines  and  AgricuUurc  of  New-bouth- Wales  in  Sydney: 

Anaual  Minintr  Report  for  1899.  1900.  fol. 

Mineral  Kesoun  r^.    No,  7,  8.  1900.  8^. 

Recordi.    Vol  6,  part  4;  Vol.  7,  pari  1.  1900.  40. 

Boyal  Society  of  Netr- South- Waf es  in  Sydney: 
Joomal  and  Proceedings.    Vol.  88.  1699.  8«. 

Ohsercatoire  astrnr,omique  et  physt^iue  in  Tosehkenlt: 
Fublicationi.    No.  1,  2  et  Atlas.  1899—1900.  4^ 

Earihquake  Invcstigation  Committee  in  2\>]fcyo: 
Pablication«.  No.  S,  4.  1900.  40. 

Kaiserl  Unirrrsüdt  Tckyo  (Japan): 

Calendar  (1899-1900).   1900.  S». 

'i'he  .lournal  of  the  College  of  Science.    Vol.  XII,  part  4;  Vol.  XllI, 
part  1.  1900.  4^. 

Mittheilunpfen  aus  der  medicinischen  FacoltÄt.  Bd.TV,  No.  7.  1900.  4^ 
The  Hnlletin  of  the  Colle^je  of  Agrit  iiltnre.    Vol.  2.  No.  1—7;  Vol.  8, 
No.  1— ö;  Vol.  IV,  No.  1—3.  18It4— 1900.  8« 

Canadian  Institute  in  Toronto: 
Proceeiiiijgs.    New  Set.    Vol.  2,  part  3.  1900.  8^ 
IHntactioM.   Vol.  VI,  part  1  a.  S.  1899.  gr.  8^. 

University  of  Toronto: 

Stodiea.  a)  Hietory.  First  Seriet.  Vol.  4.  9d  Seriee.  Vol.  I,  p.  77— 168.  d^. 

b)  PgyfholoKical.   Series  No.  2  u.  3.   1899.  4«. 

c)  Phyaiological.  Series  No.  1,  2.  1900.  4». 
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FaeuHÜ  dta  Seienees  ä  VVniioemU  in  Twäoiuei 
Annalee.  U«  84rie.  Tome  3,  fiuc  1.  1900.  4<^. 

3tMioi<M  e  Jftweo  eomiinoZe  m  2Wene.* 
AidiiTio  Trentino.  Anno  XV,  faic.  1.  1900.  S*^. 

Umoenxm  T&bingem 

Teneiefanis  d«r  Doktoren  im  Jabra  1899—1000.  4?, 
Schriften  m  dem  Jahre  1899/1900  in  4^  n.  8^. 

Tn/Ii  Ooilepe  lAbrary  in  Tuß$  CoU,  Maat.: 
Studiee.  Ho.  6.  1900.  6^. 

M,  Äccademia  deUe  aeietue  in  Turin: 
Atti.   yol.86»  diep.  7-16.  1900.  ^. 

K.  G'  st  il •<chaft  der  W isscnschaflen  in  Upsala: 
Nova  AcU.   Seriet  XU.  Voi.  18,  tsknc.  2.  1900.  4». 

K.  Universität  in  C//>xa/(i: 
Schriftea  der  Univeraitöt  aas  dem  Jahre  1699—1900  in  4P  u.  Bfi. 

Promneial  Utre^iadi  Genootgdutp  in  Ulre^: 
H.  vtok  Golder,  Geichichte  der  alten  Bhodier.  Haag  1900.  8^. 

Institut  Royal  MHeorologique  des  Payfi-Bas  in  Utrecht: 
Meteorologiäch  Jaarboek  voor  1897,  id.  Jaarg.   19UU.  1". 

Physiologisches  Laboratorium  der  Hoogeschool  in  UtredU: 
Onderaoekingen.   V.  Beek«.  Tom.  2,  aflev.  1.  1900. 

JZ.  Jstünto  Veneto  di  wiente  in  Venedig: 
Goncorei  a  premio.  1900.  8**. 

Aeeademia  di  Venma; 

Memorie.   Vol.  74,  fasc.  8;  Vol.  75,  fasc.  1,  9.  1899—1900.  8». 

Gio.    Battista  Perez.  La  provirria  die  Verona  ed  i  suoi  vini.   IDOO  8". 
Enrico  NicolU,  Marmi,  pietre  e  ttirre  coloraoti  della  Provinzia  di  Verona. 
1900.  8». 

Bfiflnrfhfi  der  Prace  matematycino-fizyczne  %n  Warschau: 
Prace.    Tom.  Xi.   TJOU.  go. 

Bureau  of  Edttcatinn  in  Washington: 
Report  of  the  Comraiaaioner  of  Education  for  1898-99.  Vol.  1.  1900.  S^. 
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